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V  0  r  r  e  d  e. 


Der  erste  Theil  meiner  yorlesungen  über  die  Theorie  der  ellip- 
tiechen  FunctioneH,  die  ich  im  Wesentlichen  in  der  Gestalt  ver- 
öffentliche, wie  ich  sie  in  den  letzten  Jahren  an  der  hiesigen 
Universität  gehalten,  behandelt  ausführlich  die  von  Riemann  ge- 
gebenen Grundlagen  der  Functionentheorie  und  baut  in  systema- 
tischer Weise  die  Lehre  von  den  algebraischen,  trigonometrischen 
und  elliptischen  Functionen  auf.  Mit  den  letzteren  Trans cen deuten 
beschäftigen  sich  die  Vorlesungen  eben  dieses  Theiles  eingehend, 
indem  sie  eine  Diseussion  und  Eintheilung  der  elliptischen  Inte- 
grale liefern,  die  Umkehrung  derselben  mit  Hülfe  der  elliptischen 
Tran 3 cen deuten  und  der  ©--Functionen  behancleln  und  eine  ausführ- 
liche Theorie  dieser  Jacobi'schen  Trans  cen  deuten  entwickeln.  Der 
aweite  Theil  meiner  Vorlesungen  beginnt  mit  der  Behandlung  des 
Äbel'schen  Theorems,  dem  sich  die  Frage  nach  den  allgemeinsten 
Beziehungen  zwischen  elliptischen  Integralen  und  die  Entwicklung 
der  Transformationstheorie  anreiht;  die  Maltiplication  und  Division 
der  elliptischen  Functionen  nebst  der  Behandlung  der  algebraischen 
Fragen,  welche  die  Modular-  und  Multiphcatorgleichungen  betreffen 
und  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  mit  den  andern  mathe- 
matischen Disciphnen  verbinden,  bilden  den  Schluss  dieses  Bandes. 

Heidelberg  im  Mai  1874. 
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Erste  Vorlesung, 

reellen  und  imaginären  Zahlen  und  der  für 
geltenden  Beehnungsregoln. 


Wie  die  Wahrnehmung  örtlicher  Unterschiede  erst  mit  Hülfe 
der  Oitsveränderung  zu  Stamme  kommt,  welche  ihrerseits  wieder  die 
Anschauung  des  „neben  einander"  als  a  priori  gegeben  voraussetzt, 
so  hat  die  Wahrnehmung  zeitlicher  Unterschiede  die  ebenfalls  a  priori 
Yorhandene  Anschauung  des  „nach  einander"  zur  Grundlage,  von  der 
aus  wir  sodann  unmittelbar  zur  Entwicbelung  der  Zahlen  geführt 
werden.  Wir  gelangen  zu  dem  Begriffe  der  ganzen  Zahlen  dadurch, 
daas  wir  uns  der  Wiederholung  ein  und  derselben  geistigen  Thätig- 
keit,  ausgeübt  an  gegebenen  Substraten  der  Erscheinungswelt ,  an 
Objecten  sinnlicher  Wahrnehmung  bewusst  werden;  das  einmalige 
geistige  Auffassen  eines  einzelnen  Körpers,  z.  B.  einer  Kugel,  würde 
uns  noch  nicht  zur  Zahl  führen,  erst  die  Wahrnehmung  einer  Reihe 
ein  gemeinsames  Merkmal  besitzender,  also  in  gewissen  Beziehungen 
gleichartiger  Körper  —  gleichartig  entweder  bloss  an  Form,  oiler 
auch  an  Farbe,  an  Materie  etc.  —  wird  die  Wiederholung  derselben 
geistigen  Thätigkeii  involviren  und  den  BegrifE  der  benannten  ganzen 
Zahlen  liefern,  den  Begriff  von  zehn  Kugeln  oder  von  zehn  rothen 
Kugeln  oder  von  zehn  rothen  hölzernen  Kugeln  etc.  Sind  wir  nun 
auf  diese  Weise  zu  verschiedenen  Reihen  benannter  Zahlen  und 
zu  verschiedenen  benannten  Einheiten  gelangt,  so  führt  die  Ver- 
gleichung  dieser  Reihen,  d.  h.  die  Abstraction  von  den  gemein- 
samen Merkmalen  der  Glieder  je  einer  Reihe  zu  dem  Begriffe  der 
unbenannten  Zahl,  indem  man  als  gemeinsames  Merkmal  all'  der 
beobachteten  Erscheinungen  eben  nur  noch  das  geistig  auffasat,  dasa 
sie  sieh  überhaupt  nach  einander  beobachten  lassen,  Ist  man  so 
durch  die  Erfahrung  zur  Auffassung  einer  bestimmten  endlichen  An- 
zahl von  unbenannten  ganzen  Zahlen  gelangt,  so  kann  man  durch 
Wiederholung  derselben  geistigen  Thätigkeit  an  weiteren  reellen  Sub- 
straten für  die  Beobachtung  oder  auch  au  nur  gedachten  Objecten 
die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  bis  in's  Unendliche  vermehren,  und  es 
werden  somit  diejenigen  arithmetischen  Gebilde  geschaffen,  welche 
man  Zahlen  nennt,  und  denen  im  eigentlichen  Sinne  allein  dieser 
Name  zukommt.     Nennt  man  nun  Summe  zweier  Zahlen  eine  Zahl, 
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welche  aus  ebenso  vielen  Einlieiten  besieht  ak  die  beiden  Zahleu 
zusammen  genommen,  wobei  der  Satz  der  Unabhängigkeit  einer  Summe 
von  der  Reihenfolge  der  Summanden  als  aus  der  Erfahrung  entlehnt 
beti-achtet  wird,  ferner  Differenz  zweier  Zahlen  eine,  solche,  welche 
mit  der  zweiten  zu  einer  Summe  vereinigt  die  erste  giebt,  Product 
diejenige  Zahl,  welche  aus  einer  der  Zahlen  durch  Summation  so 
entstanden  gedacht  wird,  wie  die  andere  Zahl  durch  Summation  aus 
der  Einheit  hervorgegangen  ist,  endlich  den  Quotienten  zweier  Zali- 
len  eine  solche  Zahl,  die  durch  Vereinigung  mit  der  zweiten  zu  einem 
Produete  die  erste  giebt,  so  sind  damit  die  für  die  oben  definirten 
Zahlen  eingeführten  arithmetischen  elementaren  örundoperationen 
festgestellt,  und  es  ergeben  sich  auf  bekannte  Weise  hieraus  die  ver- 
schiedenen-weiteren  aus  diesen  abgeleiteten  ßechnungs Operationen, 
sowie  die  Begriffe  der  gebrochenen,  rationalen  und  irrationalen 
Grössen,  denen  man  ebenfalls  noch  den  Namen  der  Zahlen  beilegt. 
Hiermit  ist  jedoch  das  gesammte  Grössen  gebiet,  so  lange  nur  Sub- 
stanzen, d.  h.  für  sich  denkbare  GegenslSnde  das  gezählte  sind,  er- 
schöpft; sollen  jedoch  auch  Relationen  zwischen  je  zweien  Gegen- 
ständen das  gezählte  sein  können,  so  lässt  sich  das  Grössengebiet 
noch  erweitern.  Gehen  wir  von  einer  bestimmten  jßaumanschauung 
aus*),  indem  wir  auf  einer  geraden  Linie  von  einem  festen  Punkte 
aus  nach  einer  Richtung  hin  die  oben  definirten  Zahlen  ala  Strecken 
auf  eine  willkürliche  Einheit  bezogen  abtragen,  so  werden,  wenn  wir 
dieselbe  Construction  von  jenem  festen  Anfangspunkte  aus  nach  der 
andern  Seite  hin  ausführen  und  als  Vergleichungsmerkmal  immer 
nur  die  Länge  der  aufgetragenen  Linien  in's  Äuge  fassen,  zwei  gleich 
lange   Stücke  zu   beiden  Seiten  des  Anfangspunktes  durch    dieselbe 


*]  Wir  können  jedoch  auch  von  rein  arithmetiBchem  Standpunkte  aus  au 
weiteren  Zahlengattungeu  gelangen;  erwägt  man  nämlich,  dasa  die  Definition 
des  BegriifeB  einer  Differenz  zweier  ganzen  Zahlen  der  naturgemässen  BeBchrün- 
kung  unterworfen  war,  dass  der  Subtrahendus  kleiner  als  der  Minuendus  sein 
TOUSste,  Bö  wird  in  bekannter  Weise  ein  neuer  Zahlenhegriff  entwickelt  werden, 
wenn  wir  diese  Bedingung  fallen  laBsen,  und  man  wird  die  Eegeln  für  die  Addi- 
tion, SubtracKon,  Multipücation  und  Division  dieser  Zahlen  daraus  herleiten 
Itöanen,  dass  man  z.  B.  festsetzt,  es  aoüen  die  Eechaungsregeln  der  Mnltipli- 
cation  der  ganzen  positiven  Zahlen,  dass  nämhoh  eine  Summe  mit  einer  Zahl 
multiplioirt  wird,  indem  man  jedes  Glied  der  Summe  mit  jener  Zahl  multipli- 
cirt,  und  dasa  der  Werth  eines  Productes  von  der  Anordnung  der  Factoren  un- 
abhängig ist,  auch  für  diese  neue  Zahlengattung  bestehen  bleiben.  Da  jedoch 
auch,  wie  oben  gezeigt  wird,  wenn  wir  gewisse  Relationen  zwischen  zwei  üegen- 
ständen  zählen,  die  Erfahrung  jene  Grassengattung  zur  Anschauung  bringt,  und 
die  Bechnungs regeln  für  dieselben  naturgemäss  aus  RaumbetracMungen  sich 
ergeben,  so  werden  wir  auch  diese  neuen  Grössen  als  unmittelbar  durch  Ab- 
straction  aus  der  Ersch ein ungs weit  entnommen  betrachten  uad  in  der  oben  an- 
gedeuteten Weise  die  Berechtigung  ihrer  Binfidrung  in  die  Aritlunetik,  sowio 
die  Eeohnungsregeln,  welche  sie  befolgen,  begründen  können. 
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Grösse  in  einer  nach  der  obigen  Definition  aufgestellten  Gröasenreilie 
repräeentirt  sein.  Ziehen  wir  jedoch  nicht  bloss  die  Länge  dieser 
Stückej  sondern  auch  die  Richtung  deraeiben,  von  dem  festen  Anfaugs- 
punlcte  aua  genommen,  in  Betracht,  so  werden  sich  gleiche  Stüclce 
zu  beiden  Seiten  offenbar  nicht  mehr  als  dieselbe  Grösse  einer  Reihe 
darstellen  lassen,  und  es  wird  sich  fragen,  wie  jetzt,  wo  Relationen 
zwischen  je  zwei  Substanzen  das  gezählte  sind,  eine  arithmetische 
Dar  stell  uügs  weise  gefunden  werden  kann.  Bezeichnen  wir  eine  Linie, 
deren  Länge  a  ist,  wenn  diese  nach  der  Richtung  hin  liegt,  nach 
welcher  wir  die  ursprüngliche  GrÖssenreihe  entstehen  lassen,  jetzt, 
wo  als  zweites  Merkmal  die  Richtung  in  Betracht  gezogen  wird, 
kurz  durch  a,  die  Linie  von  derselben  Länge  nach  der  enl^egen- 
gesetzten  Richtung  hin  genommen  mit  («),  so  wird  man,  um  in 
arithmetischer  Form  Beziehungen  zwischen  a  und  (ß)  zu  erhalten, 
aus  der  reinen  Raumansehauung  unmittelbar  ersichtliche  geometrische 
Eigenschaften  aufsuchen  müssen,  welche  die  arithmetischen  Gesetze 
jener  Grössen  bestimmen.  Zu  dem  Zwecke  erweitern  wir  den  Begriff 
der  vorher  dcfinirton  Summe  dahin,  dass  die  Summe  zweier  Linien 
die  Entfernung  desjenigen  Punktes  vom  festen.  Anfangspunkte  be- 
deute, zu  weichem  man  gelangt,  wenn  man  die  beiden  gegebenen 
Linien  nach  einander  ihrer  Länge  und  Richtung  nach  durchläuft. 
Es  folgt  aus  dieser  Definition  unmittelbar,  dass,  wenn  man  das  Zei- 
chen -[-  für  die  geometrische  Addition  braucht  (worin  auch  das  für 
die  arithmetische  Addition  der  früher  definirten  Grössen  gebrauchte 
enthalten  ist)  für 

OA  =  a,    ÄB  =  (h)    nnd     b  <  a 
Fig-l. 

„  ^ -^ — ^ 0 —    :b'^ — s— ^- 

a  +  (6)  =  Ol?  =  a  —  ö 
ist,  wo  das  Minuszeichen  auf  der  rechten  Seite  im  Sinne  der  Irüher 
definirten  Subtraction  aufzufassen   ist;    ist    dagegen   AB"  =^  (h)   und 
li  ">  a,  so  wird 

a-{-(h)  =  OB'=(h  -  a), 
und  ebenso,  wenn  OÄ  =  (a),  A'B'^^  V  und  ft'<  d  ist, 

(„■)  +  i,-_0£'-(»'^l,-), 
dagegen,  wenn  0X'=  («.'),  AB"=  V  und  b'  >  d  ist, 

{a')  +  V  =  OB"  =1)  —  a' , 
endlich  wenn  OA'  =  {d),  A'C  =  {d), 

(«')  +  (c')-OC'=(«'+c'); 
woraus  unmittelbar  zu  ersehen  ist,   dass,   wo  nach  denselben  oder 
nach  entgegengesetzten  Seiten  gerichtete  Linien  additiv  mit  einander 
verbunden  sind,   man  jederzeit  zu   dem  richtigen  Resultate  gelangt, 
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wenn  man  alle  naoh  der  einen  Seite  gerichtete  Strecken  mit  dem 
Zeichen  -\-,  die  nach  der  entgegengesetzten  Seite  gerichteten  mit 
dem  ZeichiBn  —  behaftet  und  in  der  additiven  Zusammeiistellung 
diese  Zeichen  als  Operationszeichen  zwischen  den  Grössen,  die  sie 
verfeinden,  in  dem  früheren  Sinne  auffasat,  wobei  nur  noch  die  aus 
den  obigen  Gleichungen  unmittelbar  sich  ergebende  Rechnungsregel 
hinzukommt,  dass,  wenn  die  zusammengestellten  Grössen  dasselbe 
Zeichen  haben,  das  Resultat  der  Addition  erhalten  wird,  wenn  man 
die  absoluten  Grössen  addirt  und  dem  Resultat  das  gemeinsame  Vor- 
zeichen giebt,  während  bei  entgegengesetztem  Zeichen  die  kleinere 
der  absoluten  Zahlen  von  der  grösseren  abzuziehen  und  das  Resultat 
mit  dem  Vorzeichen  der  grösseren  zu  versehen  ist.  Somit  ist  eine 
neue  Gattung  benannter  Grössen ,  unmittelbar  aus  der  Rauman- 
schauung hergenommen,  in  die  Arithmetik  eingeführt,  und  wenn 
man  noch  bemerkt,  dass  wir  zu  ähnlichen  Relationen  in  Bezi^  auf 
früher  definirte  Grössen  und  zu  denselben  Gesetzen  auch  durch  die 
Beobachtung  unendlich  vieler  anderer  Eigenschaften  und  Beziehungen 
als  der  Länge  und  Ridhtung  geradliniger  Strecken  gelangen  könn- 
ten, so  wird  die  Reihe  der  mit  dem  —  Zeichen  versehenen  unbenann- 
ten Zahlen  in  der  That  als  eine  neue  Gattung  anbenannter  arith- 
metischer Grössen  aufzufassen  sein.  Um  nun  für  diese  neue  Art  von 
Grössen  sowohl  unter  einander  als  auch  verbunden  mit  den  früher 
definirten  eine  Multiplication  festzustellen,  erweitern  wir  die  vorher 
für  diese  Operation  gegebene  Definition  und  lassen  wieder,  indem 
wir  uns  —  ß  so  aus  der  positiven  Einheit  entstanden  denken,  dass 
man  dem  «fachen  Werthe  der  letzteren  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen giebt,  das  Product  aus  dem  einen  Factor  so  entstehen,  wie 
der  andere  aus  der  positiven  Einheit  entstanden  ist;  eine  Definition 
des  Productes,  welche  die  früher  für  positive  Zahlen  gegebene  in  sich 
schliesst,  dasselbe  eindeutig  bestimmt  und,  was  keiner  weiteren  Aus- 
führung bedarf,  die  Multiplicationsregeln  für  positive  und  negative 
Zahlen  unmittelbar  liefert. 

Wie  wir  von  der  erweiterten  Definition  der  geometrischen  Addi- 
tion ausgehend  durch  Abstraetion  von  der  speciellen  Raumansehauung 
zur  Reihe  der  negativen  Zahlen  gelangt  sind,  so  wird  die  Definition 
der  geometrischen  Multiplication  der  Reihe  der  imaginären  (com- 
plexen)   Zahlen  ihre  Entstehung  geben.*)     Lassen  wir  nämlich  als 

♦)  Wollte  man  von  rein  arithmefiäcliem  Standpunkte  aus  zu  weiteren  neuen 
Zahlengattungen  gelangen,  so  würde  man,  wie  früher  durch  Awsdehnung  der 
Snbtraction  auf  FäUe,  in  denen  der  Subtrahend  den  Minuend  übertraf,  die  ne- 
gativeii  Grössen  eiugefiihrt  worden,  jetat  durch  Ausdehnung  der  Multiplication 
auf  die  Fälle,  in  denen  das  Quadrat  einer  Grösse  einen  negativen  Werth  an- 
nimmt, und  durch  die  Festsetzung,  dass  die  für  positive  ganze  Zahlen  gültigen 
Eechnungsregeln  auch  für  die  neue  Grössengattung  hestehen  bleiben,  ku  den 
imaginBxen  Zahlen  gelangen, 
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Definition  des  geometriselieii  Prociuctes  zweier  vom  Nullpunkt  aus- 
gehenileii,  in  Länge  und  Riehtung  yerschiedenen  und  in  einer  durch 
die  Fundameatalljnie  gelegten  Ebene  befindlichen  Linien  die  Iden- 
tität mit  einer  Linie  gelten,  welche  durch  Vervielfältigung  der  abso- 
luten Länge  und  Drehung  um  einen  Winkel  so  aus  dem  einen  Factor 
entstanden  ist,  wie  der  andere  aus  der  positiven  Längeneinheit  — 
eine  Definition  der  Multiplication,  welche  die  früher  gegebenen  in 
sich  schliefst,  —  hO  wird  es  ■iich  fragen,  wie  sich,  wenn  wir  uns  auf 
einer  Geridfn  von  einem  ftaten  Punkte  0  aus  nach  rechts  bin  die 
positive,  nii,h  links  die  nega  j.'  ^ 
tive  Längeneinheit  lufgetra 
gen  denken,  che  dei  abooluten 
Länge  nach  der  Einheit  gleiche 
Strecke  der  Länge  und  Rich- 
tung   nach    ausdrückt,     wenn   „, , 

diese    Richtung    dadurch    be-  ~^ 

stimmt  wird,  dass  man  von 
der  Fundamentallinie  in  die- 
selbe durch  eine  einen  rechten 
Winkel    betragende    Drehung 

gelangen  soll,  welche  für  einen  auf  der  Ebene  stehenden  und  nach 
der  positiven  Seite  der  Fundamcnialhnie  hin  sehenden  Beobachter 
von  der  rechten  zur  linken  vor  sich  geht. 

Sei  nun  (1)  der  gesuchte  Ausdruck  für  die  Längeneinheit  in  jener 
Richtung,  so  wird  offenbar  —  1  so  aus  (1)  entstehen,  wie  (1)  aus 
+ 1  entstanden  ist,  d.  h.  aber  nach  der  Definition  dea  geometrischen 
Productes  nichts  anderes,  als  dass  —  1  dem  Producte  aus  (1)  in  (1) 
äquivalent  ist,  oder  indem  wir  uns  des  Multiplicationszeichens  bedie- 
nen, dasa 

- 1  -  (1)  •  (1) 

ist;  bezeichnet  man  nun  den  reellen  Zahlen  analog  (wie  die  vorher 
besprochenen  positiven  und ,  negativen  Zahlen  im  Gegensatz  zu  den 
jetzt  zu  deflnirenden  genannt  werden)  die  Zahl,  die  mit  sich  selbst 
multiplicirt  —  1  giebt,  mit  }/^  1  =  i,  so  ist  i  der  Ausdruck  für  die 
auf  der  nach  oben  gerichteten,  zur  Fundamentallinie  senkrecht  ste- 
henden Linie  aufgetragene  Iiängeneinheit  und  daher  —  i  der  für  die 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  befindliche  Einheit.  Für  jede  andere 
in  der  positiven  Ordinaten riehtung  gelegene  Linie  a  folgt  aber  un- 
mittelbar, dass,  weil  (a)  aus  a  entsteht,  wie  i  aus  1, 

(a)  =  a  .  i 
ist,  wo  die  Bedeutung  des  MultipKcationszeichens  zwischen  a  und  i 
in  dem   angegebenen  Sinne  aufzufassen  ist.     Wird  endlich  die  Linie 
'''  auf  einer  beliebigen   durch  0  gehenden  Riehtung   aufgetragen   so, 
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lässt  sich  diese  durch  Beibehaltung  der  früher  aufgestellten  Definition 
der  geometrischen  Summe,  auch  der  Länge  und  Richtung  nach  aus- 
drücken,  indem  man  sowolil  längs  OÄ  als  auch  auf  dem  Wege  OBA 
von  0  nach  Ä  gehmgt  und  somit 

(OA)  _  o  +  H 
fiudctj  wenn  OJl  =  a,  BA^h  gesetzt  wird,  wobei  aus  dem  Vorher- 
gehenden unmittelbar  einleuch- 
tet, wie  das  Summenzeichen 
zwischen  dem  reellen  Theile  a 
und  dem  imaginwren  Theile  bi 
der  coJti/ßexen  Grosse  a  -\-hi 
geometrisch  zu  deuten  ist.  Be- 
zeichnet man  den  Winkel,  wel- 
chen OA  =  r  mit  der  positi- 
ven Kichtung  dci'  Fundamen- 
\  tallinie  macht,   mit  9^,  so   er- 

giebt  sich  aus 
a  =^  r  cos  ip,        1)  =  T  sm  (p 

{OA)  =  r  (coa  rp  -\-  iamfp), 
r  =  Yd'  +  h' 


ist,  und  die  Quadratwurzel  als  absolute  Länge  jener  Linie  mit  posi- 
tivem Zeichen  zu  nehmen  ist;  r  wird  der  Modul  oder  der  absolute 
'j  jener  complexen  Grosse,  9  die  Amplitude  derselben  genannt. 

Abstrahiren  wir  wiederum  von  der  speciellen  Baumansehauung, 
so  wird  uns  eine  neue  Gattung  von  Grössen  von  der  Form  a  -^-hi 
geliefert,  die  aus  zwei  in  Bezug  auf  die  Addition  unter  einander  irre- 
ductiblen  Einheiten  1  und  i  bestehen  und  die  positiven  und  negativen 
reellen  Zahlen  als  specielie  Fälle  unter  sieh  entbalteii.  Es  wird  somit 
die  Berechtigung  der  Einführung  jeuer  Grössen  in  die  reine  Arith- 
metik unzweifelhaft  sein,  wenn  wir  nachweisen  können,  dass  die  für 
complexe  Zahlen  aus  der  geometrischen  Anschauung  mit  Hülfe  der 
oben  ei-weiterten  Definition  der  Addition  und  Multiplieation  sich  er- 
gebenden Eeehnungsregeln  genau  mit  den  für  positive  ganze  Zahlen 
aufgestellton  übereinstimmen. 

Nun   wird    aber   die    Summe   der   beiden   durch    diu    complexen 


{OA)  =  x-\-yi,       (0B)  =  |  +  7jJ 
repräsentirten  Linien  nach  dem  Obigen  durch  eine  Goiude  dargestellt, 
welche   den  Anfangspunkt  mit  demjenigen  Punkte   0  verbindet,   zu 
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1  Zahlen  und  dei*  für  dieselben  etc. 


welchem  man  gelangt,  wenn  man  nüch  einander  die  Strecken  (0^1) 
und  {OB)  oder  {AC)  der  Länge  und  Richtnng  nach  zurücklegt,  tmd 
da,  wie  unmittelbar  aus  der  Figur  zu  ersehen, 

als  Diagonale  dea  von  dea  gegebenen  Linien  gebildeten  Parallelo- 
gramms ist,   so  folgt,   dass  compJexe  Grössen  addirt  werden,  indem 


Yig.  i. 


man  ilirf!  reellen  und  rein  imaginären  Tlioile  für  sich  zusammeufasst, 
und  ferner,  dass  der  absolute  Betrag  einer  Summe  zweier  eomplexen 
Grössen,  nämlich  OC,  kleiner  kt  als  die  Summe  der  absoluten  Be- 
träge der  einzelnen  Grössen  OA  und  OH.  Die  Ausdehnung  auf 
die  Summation  einer  beliebigen  Anzahl  von  Linien  oder  eomplexen 
Grössen  ergiebt  sich  von  selbst  und  führt  zn  (OD')  als  Summe  von 
{OA),  (OB),  (OC)  und  (Oi))  vermöge  der  aus  der  Figur  unmittelbar 
ersichtlitlien  Conatruction ,  indem  man  AB  ^^  OB,  B'C  =  OC  und 


endlidi  fJ'JJ  =■■  OB  macht;  ebenso  bedarf  die  li.egel  von  dur  Öub- 
traction  complexer  Grossen  nach  dem  Obigen  keiner  weiteren  Er- 
läuterung. 
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Sind'  ferner  zwei  complexe  Grössen 

{OA)  =  X  -\-  ifi  =  r  (cos  a  -j-  i  shi  a) 


(OB)  =  i 
mit  einander  zu  multiplici 


=  p  (cos  ß  +  i  siii  a) 
wird   als  Producfc  nach  der  frülier 
;egebeneu  Definition  der  MultipHcation  eine  complexe  Grösse 

(OC)  =  Z+  ¥i  =  M  (cos  A-\-i  sin  A) 

zu  construiren  sein,  welche  ebenso  ans  (OJB)  entstanden  ist  wie  (OA) 

aus   der  positiyen  Einheit.     Sei  nun   0E=^-{-  1,   so   ist  (OA)  aus 

Fig.  6. 


0-B  durch  DreTiung  um  den  Winkel  a  und  Vervielfältigung  der  ab- 
soluten Längeneinheit  um  das  rfache  hervorgegangen;  es  wird  somit 
auch  (OB)  um  den  Winkel  o  zu  drehen  und  der  absolute  Betrag  in 
den  r  fachen  zu  verwandeln  sein,  so  dass 


oder 
r  (cos  a  -^ 


{OC)  =  X  +  Fi  =  rp  [cos  (a  +  «)  +  i  sin  (a  +  «)] 


i  s:n«)X9(cc 


«  +  j 


n  ß)  =  r  i>  [cos  (a  +  k)  +  i  sin  (a  +  «)] 


wird,  d.  Ii.  es  ist  bei  der  Multiplication  complexer  Gfrössen  eine  jede 
derselben  als  ein  Binom  aufzufassen  und  die  Multiplication  nach  den 
füi-  reelle  Binome  aufgestellten  Rechnungsregeln  auszuführen.  Zu 
gleicher  Zeit  folgt  aber  aus  der  obigen  (jfleichuug,  dass  der  absolute 
Betrag  eines  Productes  complexer  Grössen  dem  Producte  der  abso- 
luten Beti-äge  der  einzelnen  Grössen  gleich  ist,  und  aus  der  Figur 
erbellt,  dass  das  aus  dem  Producte  und  dem  einen  Factor  gebildete 
Dreieck  dem  aus  dem  anderen  Factor  und  der  Einheit  gebildeten 
ähnlich  ist. 

Die  Regel  für  die  Division  complexer  Grössen  ergiebt  sich  hierauw 
unmittelbar  in  der  Form 


^??i±±l 


üd) 


-  [cos  (a  —  k)  -\-  i  sin  (»  —  «)] , 


e{C0Ba-(-i8m«) 

während  die  positive  und  die  negative  ganzzahlige  Potenz  einer  sol- 
chen Grösse  durch  die  Gleichungen 
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[r  (cos  cf  +  i  sin  ö)]™  =  *"'"  (eos  ma  -{^  i  sin  m«) 
und 

\r  fcoa  a  -+-  i  Bin  a)!""*  = =  —  (eos  ma  —  i  sin  ma) 

bestimmt  ist. 

Definirt  man  endlich  i3ie  n'*  Wurzel  aus  A  ~\-  Bi,  welche  durch 

]/A  +  ßi-{A  +  Bi)'  =  [r  (cos  a  +  i, in  »)f 
bezeichnet  wird,  als  diejenige  coniplexe  Zahl 
iE  ^  p  (cos  a  -\-  i  ain  «1 , 
weiche  in  die  n'"  Potenz  erhoben  Ä  -j-  Bi  gieht,  so  folgt 

p"  (cos  WK  -{-  iBinna)  =  r  (cos  a  -\-  i  sin  a) 
oder 

Q"  coa  ncc  =  r  cos  a ,        p"  sin  na  '=  r  sin  «, 

oder  wie  durch  Quadriruug  und  Addition  der  Gleichungen  ersicht- 
lich ist, 

~                      a  +  tka 
Q^r",         ß  =  — , 

worin  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Der  sich  hieraus  für  x 
ergebende  Ausdruck  lautet 

'-/        ö  +  atm     ,      .    .     11  +  2l:!i\ 
X  =  f  (^eoH  — ' 1-  ■(  sin  — '—  --) 

und  nimmt  offenbar  n  und  nur  n  von  einander  verschiedene  Wei-the 
an,  die  man  sämmtlich  erhält,  wenn  man  fc  die  Beihe  der  Zahlen 

0,  1,  2,  .  .  .  «  ~  1 
durchlaufen  lässt.     Da  aber  für  r  ^  l.  und  (t  =  0  nach  der  obigen 
Formel 

j/l  =  cos  ■-—  +  »'  sin  -— 

wird,  welche  n  Wei-the  die  n"""'  Eiuheitswurzela  genannt  werden,  und 
der  oben  aufgestellte  allgemeine  Ausdnick  für  x  sich  auch  in  die 
l^'orm  setzen  liisst 

X  =  ■?-"  yaos  —  -\-  i  sm  —)  [cos 1-  s  sni j , 

so  folgt 

[r  (»s  o  +  i  si«  »)]•  ~  r •  (»OS  '-  +  i  sin  ;'_)  fl, 

worin  unter  r"  der  eindeutig  bestimmte  reelle  positive  Wevth  der  tif'" 
Wurzel  aus  r  verstanden  ist. 

Nachdem  aus  der  Herleitung  der  complexen  Zahlen  bei  gehö- 
riger Ausdehnung  der  Definitionen  der  einzelnen  liechimngsopera- 
tionen  die  Berechtigung  entnommen  worden,  mit  denselben  nach  den 
für   positive   ganae    Zahlen    aufgestellten    Rechnungsregeln    zu    ver- 
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fahren  und  dieselben  somit  als  eine  neue  Zahlengattung  in  tlie  reine 
Arithmetik  einführen  zu  dürfen,  mag  noch  hinzugefügt  werden,  dass 
ebenso,  wie  man  die  positiven  und  negativen  Zahlen  durch  Punkte 
auf  der  Fundamentalhnie  repräsentiren  kann,  welche  die  Endpunkte 
der  entaprecb enden  Strecken  bilden,  und  umgekehrt  diese.  Punkte 
eindeutig  durch  die  reellen  Zahlen  dargestellt  werden,  man  auf  Grund 
der  vorher  besprochenen  aiithmefcischen  Darstellm^gsweise  einer  der 
Länge  und  Richtung  nach  fest  bestimmten,  in  der  Fundamentaiebene 
vom  Anfangspunltte  aus  sieh  erstreckenden  Linie  jeder  complexen 
Grösse  den  Punkt  der  Ebene  zuordnen  kann,  welcher  den  Endpunkt 
der  entsprechenden  Linie  bildet,  mid  dass  umgekehrt  jedem  Punkte 
eine  bestimmte  complexe  Zahl  zugehört. 

Es  liegt  nun  endlich  noch  nahe,  zu  untersuchen,  ob  die  Darstellung 
einer  vom  Anfangspunkt  ausgehenden,  aber  nicht  in  der  bisher  be- 
trachteten Ebene  gelegenen  Linie,  wenn  dieselbe  als  Function  der 
Länge,  des  Winkels,  welchen  die  Projection  derselben  auf  die  Funda- 
mentalebene mit  der  Fundamentalhnie  macht,  und  endlich  des  mit 
der  Yerticalen  zur  Fundamentalebene  gebildeten  Winkels  aufgefasst 
wird,  einer  neuen  Gattmig  arithmetischer  Grössen  ihre  Entstehung 
giebt.  Indem  wir  die  oben  aufgestellte  Definition  der  geometrischen 
öiunrae  festhalten,  wirdj  wenn  die  auf  der  Verticalen  zur  Fundamen- 
taiebene aufgetragene  Längeneinheit,  als  Function  ihrer  Länge  und 
Lage  aufgefasst,  mit  i'  bezeichnet  wird,  der  Ausdruck  jener  Linie 


sein,  wenn  c  das  vom  Endpunkte  der  Linie  auf  die  Fundamentaiebene 
gefällte  Perpendikel  und  a  und  h  die  Coordinaten  des  Fusspmiktes 
dieses  Perpendikels  bedeuten,  während  1,  i,  *"  in  Bezug  auf  die  Addi- 
tion irrednctible  Einheiten  sind,  d.  h.  Einheiten,  zwischen  denen 
keine  homogene  lineare  Eelation  mit  reellen  Coefficienten  besteht, 
da  offenbai-  die  aus  den  drei  Uomponenten  zusammengesetzte  Strecke 
nie  den  Werth  Null  annehmen  kann,  wenn  nicht  jede  dieser  Compo- 
nenten  verschwindet.  Sollen  nun  Grössen  dieser  Art  eine  Einfüh- 
rung in  die  reine  Arithmetik  gestatten,  so  muss  die  Rechnung  mit 
ihnen  nach  den  für  die  bereits  behandelten  Zahlen  aufgestellten  E,ech- 
nungsregeln  —  indem  wir  die  Gültigkeit  gemeinsamer  Rechnungs- 
regeln für  alle  arithmetischen  Grössen  als  eine  nothwendig  zu  erfül- 
lende Bedingung  festhalten  —  zu  Resultaten  führen,  welche  nicht 
den  für  reelle  und  complexe  im^näre  Zahlen  gefundenen  Haupt- 
sätzen der  Arithmetik  widersprechen,  und  es  müssen  somit  auch  zwei 
Zahlen  derselben  Gattung,  nach  den  Regeln  für  mehrgliedrige  Aus- 
drücke mit  einander  multiplicirt,  eine  Zahl  derselben  Gattung  liefern, 
welche  nicht  verschwinden  kann,  wenn  nicht  einer  der  Factoren  Null 
wml.     Da  aber  nach  der  oben  gemachten  Annahme 
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i-  =  Po  +  Pi  ^  +  Pa  i',         *'"  =  ff„  +  ö|  i  +  Ö2  i' 

ist,  worin 

P(i>  Pi,  9-i,  «0»  ^i,  Ö2J  %j  -^1»  ■^a 

positive    oder   negative   Zahlen   oder  Null   bedeuten,    so  wird   durch 

formelle  Äusfühniiig  der  Multiplication  zweier  Grössen  dieser  Gattung 

{«()  +  «!*■  +  «aO  («0  +  «1^4-  "ii') 

+  i  [öl  «fl  +  («0  +  «1  Pi  +  «2  ^i)  «^i  +  («t  ^i  +  «2  <?i)  «■>] 

+  *'  [«^«0  +  («jPa  +  «2 ■^2)«!  +  (%  +  «[T^j  +  «■.o'3)«a]'0 

sein,  und  das  Product  wird  verschwinden,  weijn  man  die  reellen  Zahlen 

"(1?  fli,  a.2,  ct„,  ß^,  Kj 
so  wühlen  kann,  dass  die  Gleichungen 

«0  «d  +  («1  Po  +  «i  ^0)  «i  +  («i  To  +  «a  <^J  «a  ==  <^ 
«|0;o  +  KH-«iPi  +  %'^i)«i+(öi^j  +«2ei)«a==0 
«,«„  +  (fl,p,  +  a,T,)a,  +  (««  +  o,r,  +  «,ö,)«,  =  ü 
bcMudigt  werden,  oder  dass  die  Determinante 

I    «]     ÖQ  +  tti  Pi  +  <h  ^1     «1  ^1  +  "^  "^L 
I   «2     q,  Pi  +  ß2'p2  «0  +  «I  ^^2  +  «a«^? 

verschwindet.  Da  dieselbe  aber  als  homogene  l''unction  dritten  Gra- 
des in  ß(|,  «1,  «j  für  jede  behebige  Wahl  der  Grössen  p^,  (), ,  9^, 
<'i))  '^ij  *^2)  ^oj  ''ij  ^2  2u  jedem  reellen  Werthesystem  von  «(  und  osj 
mindestens  einen  reellen  Werth  von  «d  liefert,  und  sieh  für  die  so 
getroffene  Wahl  von  «„,  «j,  a,  auch  ein  reelles  System  von  Wertlien 
für  die  Grössen  «,,,  «,,  %  ergiebt,  so  folgt,  dass  für  reelle,  endliche 
Werthe  der  Grössen  a^,  a^,  a^,  «oj  "ii  "2  ^^^  Product 

verschwinden  kann,  was  jedoch  der  für  reelle  Zahlen  bestehenden 
Grundregel  widerstreitet,  dass  ein  Product  nur  dann  den  Wertli  Null 
annimmt,  wenn  einer  der  Factoreu  verschwindet.**) 


vorausgeeetiit  wii'd,   wenn  e  nnd  Ct   zwei  der  obigen  Einheiten,   -m  und  idj  reelle 
Zahlen  bedeuten. 

*•)  Wendet  man  die  oben  benutzten  SclilOsBe   inif  das  TrodLiut  /.weier  tom- 
plexen  imaginSlren  Zahlen 

(«„  +  a,i)  («„  +  «,t) 
iLn,  so  ciiiiilt  niaii  aJs  IJedinguug  dafür,  da»s  dasselbe  verschwindet, 


welche  eich  nur   durch  Oi^^  a,=^{i  erfüllen  läsBl,   so    dass  von  «oniploxeu  i 
ginären  Zahlen  die  oben  ausgesiice ebene  Grundregel  befolgt  wird. 
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12  Erste  Torlesimg. 

Somit  ist  ersichtlich,  dass  diese  Maimigfaltigkeit  von  drei  Dimeu- 
sionen  nicht  in  der  reinen  Arithmetik  zulässige  Grössengattungeu 
liefern  kann,  ^¥euu  wir  als  Bedingning  der  Zulässigkeit  die  feststellen, 
dass  die  für  reelle  Zahlen  gültigen  Rechnuugsregeln  auch  für  die 
andern  Zahlengattungen  hestehen  bleiben,  und  dass  daher  für  die 
Punkte  im  Räume  nicht  ähnliche  Repräsentanten  esiatiren,  welche 
arithmetische  Grössen  bedeuten,  wie  wir  aie  für  die  Punkte  der  Fun- 
damentalebene  in  den  complexen  imaginären  Zahlen  oben  kennen 
gelernt  haben. 
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Zweite  Vorlesung. 

Seflnition  der  Fanetionen  eomplexer    Variabein   und   Aufstellung 
der  für  dieselben  charakteristischen  Bedingimgagleichungen, 

Wenn  mau  mit  'x  eine  Grösse  bezeiclmet,  welche  nach  und  nach 
alle  mögliehen  Werthe  annimmt,  deren  jedem  je  ein  oder  mehrere 
Werthe  einer  andern  reellen  Grösse  y,  welche  eich  mit  x  ändert, 
entsprechen,  so  wird  y  eine  reelle  Function  der  reellen  Variahein  x 
genannt,  und  wenn,  während  x  alle  zwischen  zwei  festen  Gränzen 
gelegenen  Werthe  stetig  durchläuft,  auch  y  sich  stetig  ändert*),  so 
heisst  jene  Function  innerhalb  dieses  Intervalles  stetig  oder  continuir- 
lich.  Die  Betrachtung  der  den  unendlich  kleinen  Increraenten  der 
unabhängigen  reellen  Variabein  entsprechenden  Punctional Verände- 
rungen bildet  den  Gegenstand  der  Infinitesimalrechnung,  deren  Haupt- 
iehren  hier  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  und  es  mag  nur 
erwähnt  werden,  dass  die  Einleitung  zur  Lehre  vom  Unendlich-Kleinen 
und  Unendlich- Grossen  der  Fundamentalsatz  bildet,  dass  jeder  Func- 
tion einer  reellen  Variabein  auch  wirklich  ein  Diiferentialquotient 
ÄUgehore,  d  h  dass  das  Verhältnis»  dei  Inciemente  dei  Function 
und  dei  Vauabeln  nui  m  einzelnen  PunUen  emei  endlichen  Strecke 
unendlich  odci  Null  oder  duich  endliche  Sprunge  unstetig  sein  könne, 
im  Uebngen  jedoch  einen  von  dem  unendlich  kleinen  Ziiwachij  dei 
Vauabeln  unabhängigen  endlichen  Werth  habe,  wenn  nicht  die  tunc 
tion  seihst  innerhalb  jener  Strecke  beständig  unendlich  odei  constant 
ist,  odei  mneihalb  eines  endlichen  Intervalles  unendlich  viele  Maxima 
und  Minima  odei  auch  endlich  auf  einer  noch  so  kleinen  Strecke 
jenes  Bereicheb  endliche  fetetigkeitssprunge  besitzt  *^)    Wai  nun  auch 


•)  d  h  Dich  der  Deämticn  dei  Stetigkfit  einer  Praiotnn,  neun  &idi  em 
am,ii  noch  hO  kleiner  Zun  ichi  S  des  l  angeben  1  istt  £.0  beschaffen  ilas?  das 
augehonge  Increment  der  y  kleiner  lat  als  eine  behellig  klein  gegebene  Groo'e, 
unil  das  Increment  unter  dieser  Grinze  bleibt,  wenn  S  positiv  oder  negatn 
genoniinen  noUi  unter  den  geiundenen  Werth  emiediigt  wird 

■'■*)  Fs  wild  des  FüJgendon  wegen  nicht  nbeiflubsig  sein,  duieh  eine  kurze 
Behandlung  des  von  Riemann  für  diese  Alt  lon  Funcfionen  gegebenin  hei 
Spiels  die  Natur  diesei  Unetetigkeitea  zu  erläutern. 
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14  Zwoito  Vorlosung, 

die  Definition  von  y  als  Function  von  x  unabhängig  von  jeder  ana- 
lytischen Formel,  die  zwischen  y  und  x  besteht,  gegeben  und  von 
einer  Herleitung  der  Fimcfcionalwerthej  die  willkührlich  den  Wertlien 
der  unahängigen  Variabebi  zugeordnet  werden  sollten,  aus  einem  all- 
gemeinen,  in  Operations  zeichen  darstellbaren  analytischen  Ausdrucke 


Die  cliirch  den  Ausdruck 

„„=(i>  +  L;J +  (_!)+      -  2  ^ 

Jefnirte  Pirai-tion  dei  leclleu  Vauil  ein  i;  in  welcher  [na:)  den  Ueberschuss 
von  nx  über  die  ihm  am.  nächsten  liegende  (grossere  odei  klemcie)  gfinzG  Zahl 
bedeutet  und  den  Werth  Null  hahen  soll  wenn  es  lei  Mittelwtith  zwcioi  auf 
eiuanderfolgendei  |,anzen  Zahlen  lat  wird  wie  leicht  zu  sehen  fii  j  le  i.  Linon 
listimmten  tnlhchci   Tunctui  ilweith  innehmeu  ■weil  die  Euhe 

eine  convergente  und  (ma;)  seinem  absoluten  Werthe  nach  Heiner  als  die  Einheit 
ist.  Bezeichnet  nun  p  eine  ganze  ungrade  und  m  eine  ganze  au  p  relativ  prime 
Zahl,  dann  wird  mit  Beachtung  der  oben  für  (ntc}  anfgestellten  Definition 

'\2J          1      +      4  ^        ^     {n~lf     ^     {n+if    ^        ^     (2w— 1)^ 

/(2n  +  l}p\  /(3«-l)p\       ff  3«  +  l)p\                   /(!±ZlJÜ'^ 

\ 2b /  ,  \       2n       J      \       2n       /    ,          ,  V       in       / 

+     (2«  +  i)'     "^  1"     (3Ti-l)s     "'"     (3«+l)=     ''           •■     (4W-I)»" 

({in  +  \)p\  mn-i)p\      /5«  +  l)y^ 

I  '^       ^n       f  \       in       /      V      3«      f 

■^    (4W  +  1)-'    "^  "^     (5«-l)=    "^    (ö»-}-lp   f" 


sein,  während,  wenn  k  eine  kleine  reelle  Grösse  bedeutet,  der  nach  der  positiven 
oder  negativen  AbGcissenlinie  hin  dem  vorigen  benachbarte  Punotional werth 
durch  den  Auadriick 

'^(2»  +  «) i —  +  ■  ■  ■  ■  + srriy. 

+  (1  +  -.)  C-^^'^  +  g«-')») 

+  (g+2...)  f^-l^-_^^ 

(S«)>"        ^  ^  "        (3«-l)> 
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Definition  der  Functionen  complexer  Variabein  und  AufatcUuDg  etc.       15 

abgesehen  worden,  ao  wird  doch  andereraeita  iu  der  Theorie  der 
Fourrier'scheis  Reihen  nachgewiesen,  dass  jede  innerhalb  eines  be- 
stimmten Intervalles  nur  in  einer  endliehen  Anzahl  von  Punkten 
durch  endhehe  Sprünge  unstetige  Function  einer  reellen  Variabein, 
die  auch,  wenn  sie  innerhalb  des  betrachteten  Intervalles  integrations- 
fähig ist,   in   einzelnen  Punkten  unendlich  gross  werden  darf,   sich 


gegeben  ist,  je  nachclcni  k  positiv  oder  negativ  genommen  wird.    Berficksielitigfc 
niaa  nunmehr,  daaii  für  eelir  kleine  a 


1  folgt  durcli  Vergleicliung  der 

«"^e:;+")=K£)^T[i+»-,.+(4+--] 

oder  mit  Hiilfe  der  bckiinnten  Heihe  für  ■  ,  unter  der  Vorausset?.img ,  dass 
ff  >  0  iet , 

wor  iQS  unmittclboi  heivoigeht,  dass  fiir  jeden  ritiomlen  Wertli  von  «,  dei  m 
den  Llemsteu  Zihlen  ausgedni:,kt  ein  Biuch  mit  dem  gradzahligen  Nennei  2n 

ihij  t,m  endlicher  Stetigl  tita&piung  von  der  (jru&se  ^ —  atattfliidct    dass  jedodi 

weil  jeaei  negative  oder  positive  Zuwadia  beim  Gnnauber^inge  sieb  nur  didurcli 
ei^ab  dass  la  den  gekürzten  Ausdrucken  jener  einzelnen  Briiche  dei  Nennei 
en  e  ^nde  Zahl  ivar  tui  alle  Indern  -r  die  Gleichung 

hm  /•  ^^  +  «)  ^  lim  f  (a.  -  < )  =■  /"(J  ] 
s,tj,ttl  it  d  b  die  Function  tontinuirbch  ist  Da  man  ibei  zwi  ben  je  zwei 
noch  bO  enge  Granzen  beliebig  iiele  ratioaale  Bruche  einscbilten  1  inn  -nelcbL 
m  den  klemmten  Ziblen  ausgedruckt  einen  giadaabligen  Nenner  haben  so  folgt 
das"  jene  Pimetion  die  Ligenschaft  hat  zwischen  noch  bo  engen  Giinzea  bebel  ig 
Ott  von  einem  endlichen  Werthe  7tt  einem  andern  zu  spruigen  wobei  jedoch 
wohl  zu  beachten  da^s  die  Zahl  dnr  Sprange  deien  Werth  eine  gegebene  Gnss-e 
übersteigt  in  einem  endlichen  IntervtUe  stets  i,me  endhehe  i^t     Denn  soI! 


und  daraus  die  Eichtigkeit  der  obigen  Behauptung,  da  es  in  einem  endlichen 
Intervalle  nur  .eine  endliche  Anzahl  rationalei  Bruche  giebt,  deren  Nennei  nnter 
einer  gegebenen  endlichen  öränze  liegen,  oöenbar  wird  n.  am  so  gioB^er  sein 
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lö  Zweite  Vorlesung. 

für  jene  Strecke  durch  eine  uaendlicho  trigonometrische  Reihe  bis 
auf  die  üastetigkeitsstellen  vollständig  darstellen  lässt,  und  dass  es 
somit,  wie  Riemann  sich  ausdrückt,  einerlei  ist,  ob  man  die  Func- 
tion einer  reellen  Variabein  als  eine  willköhrlich  festgestellte  Abhän- 
gigkeit zwischen  zwei  reellen  Grössen  oder  ala  eine  durch  bestimmte 
mathematische  Grossenoperationen  bedingte  definirt;  beide  Begriffe 
sind  in  Folge  des  oben  erwähnten  Theorems  einander  congruent. 
WesentKch  anders  jedoch  verhält  es  sieh  mit  Functionen  complexer 
Variabein.     Ordnet  man  nilmlich  einem  bestimmten  Wertbe  von 

einen  bestimmten  Werth  von 

f  M  _  «  +  «i 

zn  und  fixirt  für  irgend  einen  unendlich  benachbarten  Werth  der 
unabhängigen  Variabein  den  zugehörigen  unendlich  benachbarten 
der  abhängigen,  ,so  wird  das  Verhältniss  der  Incremente  dieser  beiden 
Variabein 


"-'^dx+'-i^dy 


da  -\-  idy 

Ulli  '.cniit  jiiibt  i  nabhäugig  von  dem  Difierential  dei  A  iiiibeln  sein 
indfm  ei  von  —  oder  von  der  Richtung  ibhuigt,  m  wekhei  man  die 
^  ^riable  s  <iich  indern  lasat     Es  ist  jedoch  nua  der  obigen  Gleichung 


könntn  ]e  Lleinei  7  wird  und  et.  werden  eich  somit  in  einem  1  elieLigeii  eiid 
liehen  Inteiviille  ao  iipI  "itetigl  eitinnterl  lechungen  auffinden  lassen  als  man 
will  wenn  man  nur  die  Gianzp  flbei  welche  hinaus  die  jenen  Unstptigl  eitsstelkn 
/ngehöngen  endlichen  "iprünge  hegen  sollen  klein  genug  wählt 

Um  eine  präcisere  Vorstellung  von  der  Gestalt  dei  jene  Function  dar  teilen 
den  Luive  zu  erhalten,  bemeiLe  man  dass  jedes  einzelne  Glied  der  die  FunctLOn 
kfin  lenden  Iteihe  eine    instet  ge  F  mdion  vou   /■  ist   u  lern 


je  nachdem  sein  '\^prth.  uni   unendlich,  wf  ii^  kleiner   uder  gu^^ei    ilo      iio    in 

—  lermehite  ganze  Zahl  ist  die  reay   Wertlie  —  und —  annimmt  -wvhieud 

es  l  cim  Uebei  schielten  jenes  Werthes  seihst  dei  Deflmtim  gern  i?a  versch windet 
So  weiden  die  einzelnen  Gliedei  jenpr  Eeihe  an  unendhch  vielen  und  veischie 
denen  Stellen  endliche  Sprunge  erleiden  und  durch  die  Addition  der  emzeinen 
Glieder  der  votangeg-WigenenUnlersuehung  gemäss  die  Stefigkeiteunterhreehungen 
so  d  eieinandei^eschoben  werden  dass  wenn  min  sieh  jene  Function  graphisch 
laigestellt  denkt  hei  ungenauer  Betr-vchtimg  innerhalh  eine''  gegebenen  endh 
chen  Intervalles  nur  eme  endliche  Anzahl  von  Stetigkeitsunterbrechungen  zu  be 
merken  ist  bei  genauerei  Besichbgunj,  dei  Curve  dagegen  immer  mehr  aVer 
immei  klemeie  ^pi  inge  in  jenem  Intervalle  hervortreten  odfi  daae  um  es 
noch  andeib  nuszudiucken  bei  gehoiiger  Vergrusseiung  belielig  v  el  Stetigkeiis 
uüteil  leohungen  von  beliel  iger  Kleinheit  sichtbar  sem  weiden 


y  Google 


Definition  der  Fuaclioiion  compleser  Variabein  imd  Aufstellung  ütc.        17 

ZH  ersehen,  dass  dann  und  nur  dann  der  Qiiotiuut  jcuer  Differentia- 
lien  von  ds  unabhängig  sein  wird,  wenn 

^^> dy~  ~^    dx' 

ist,  und  nur  mit  solchen  Abhängigkeiten,  die  Cauchy  monoffeite  Func- 
toiew  genannt,  die  wir  jedoch  niitRiemann  kuczweg  als  Fvitctioiien 
bezeichnen  werden,  wollen  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen,  wenn 
wir  auch  die  Existenz  gewisser  Punkte  und  Linien  der  s-Ebeue  zulas- 
sen, in  welcher  die  Function  dor  Differentialgleichung  (1)  nicht 
genügt.  *) 

Zerlegt  man  f(s)  in  seineu  reellen  und  imaginären  Theil,  so  rer- 
fiillt  (1)  in  die  beiden  Differentialgleichungen 

A»l  ^  „  ?^  8»  _  _   0" 

^  ' d^'~Sy  2y~        '<).v' 

oder,  wie  aus  nochmaligem  Differentiiren  dieser  beiden   tiieichungen 

nach  X  und  y  hervorgeht,  in 

(3)   .......  f4_|.^  =  o        p,-\- 1^  =  0, 

nothwendige  und  hinreichende  Bedingungen  für  den  reellen  und  ima- 
ginären Theil  von  f{s),  wenn  diese  Grösse  eine  Function  der  com- 
plexen  Vaviabeln  s  sein  soll. 

Bevor  wir  nun  zur  geometrischen  Interpretation  dieser  Bedin- 
gungen Übergehen,  soll  untersucht  werden,  welche  Bedeutung  diesel- 
ben für  Functionen  zweier  Variabein  x  und  j/  haben,  welche  durch 
einen  bestimmten  analytischen  Ausdruck  gegeben  sind.  Offenbar 
wird  die  nothwendige  Bedingung  dafür,  dasa  in  dem  analytischen 
Ausdrucke  die  Variabeln  x  und  j/ nur  in  der  Verbindung  x-\-yi  vor- 
kommen sollen,  in  Folge  der  Beziehungen 

dx  d{x->ryi) 

P.IA't+yil  ^  i  df{x  +  pi) 
,  dj/  'd'(x  +  yi) 

wieder,  wie  sclion  aus  der  obigen  Betrachtung  hervorgeht, 

es  wird  aber  aiicli  nnigekelirt,  wenn  eine  Function /■  (.-e,  ?/)  der  Be- 
dingung 

*)  Wenn  im  Folgenden  kni-zweg  von  luaetionen  innerhalb  gewissei  Gebiete 
dei  zFbene  die  KeUe  ist  ao  eoII  ^tets,  die  &  iltigkeit  der  obigen  Difttsieniial- 
gleithung  ffli    alle  Punkte  de^    (etiaciteten  Beieichea   voiau&gesetzt  werdeu; 

■wenn  sich  Puakte  oder  Iinien  in  jenem  Räume  vorfinden  in  denen    \-~-  nicht 

\<m  dß  nnabhingig  itt  so  wu  1  dies  ausdi  cklich  1  emeikt  iml  diefci,  Punkte 
undliintn  werden  nacli  ihr(,n  andt  weihten  LigenEchattBU  cliai  ktti  si  Iwüiden. 
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dy  dx 

genügt,  vermöge  der  Substitution  s  :^  ,t  -|-  yi  der  Differentialqiiotient 
vou 

f(x,'!i)^f{s  —  yhy) 

nach  y  genommen 

df{e-yi,y\  _  _  ■  Sfl^^yh  Vi    i    (df{^-yi,  y)\ 
dy  d{^-yi)     "•"  V         dy         /' 

worin  der  eingeklammerte  Ausdruck  den  partiellen  Differentialquo- 
tienteii  nach  dem  alleinstehenden  y  bedeutet,  vermöge  der  obigen 
Bedingung  verschwinden,  und  somit  f(s  —  yi,  y)  die  Variable  y  nicht 
mehr  enthalten,  also  in  eine  reine  Function  von  ä  übergehen.  Die 
oben  aufgestellten  Bedingungsgleiehungen  (1)  oder  (2)  oder  (3)  sind 
daher  zugleich  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
äass  ein  analytischer  Ausdrwch  von  x  und  y  nur  von  der  Variabdn 
X  -\-  yi  abhängig  ist.    So  genügt  z.  B.  die  Function 

fix,  y)  -  sins  {''  "!--'-)  +  icosi  (^-) 
wegen 

der  Gleichung  (1)  und  wird  in  der  That  nach  den  später  zu  geben- 
den Definitionen  der  trigonometrischen  Functionen  complexer  Grössen 
durch  sin  {x  -{-  yi)  dargestellt. 

Wir  gehen  nunmehr  zur  geometrischen  Deutung  jener  Eigen- 
schaft der  Functionen  complexer  Variabein  über,  nach  welcher 
eine  Grösse  tv  eine  Function  von  s  genannt  wird,  wenn  -j-  von  dg 
unabhängig  ist.  Denken  wir  uns  die  complexen  Zahlenwerthe  durch 
Punkte  der  Fundamental  ebene  repräsentirt  und  wählen  der  bessern 
Uebersicht  wegen  für  die  e-  und  w-Variable  zwei  verschiedene  Ebenen, 
so  wird,  wenn  zweien  dem  Werthe  z  unendlich  benachbarten  Werthen 
Sj  und  .s,  der  unabhängigen  Variabein  die  beiden  dem  Werthe  w 
unendlich  benachbarten  Fun ctioual werthe  tv,  und  w^  entsprechen, 
die  Annahme,  dass  -5-  von  ds  unabhängig  ist,  für  die  sechs  Werthe 
dei-  Function  und  ihrer  Variabein  die  Beziehung  liefern 


oder  unter  der  Voraussetzung,   dass  -,~  in   dem   bei,rachteten  Funkte 
g  weder  Null  noch  unendlich  wird, 
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Zieht  man  nun  zu  ww^  und  M>Wi  der  Länge  und  Richtiuig  nach  zwoi 
Parallelen  durch  0,  so  erhält  man 

wie  in  ähulicber  Weise 


so  dass  die  obige  Gleichung  in 

W,  ~  Z\ 
übergeht;    constmirt    man  ferner  nach   den  in  der    ersten  Vorlesung 
gemacbten  Andeutungen  die  Quotienten  der  entsprechenden  complexen 
Grössen,  so  erhält  man 

wenn  für 

OJ=0,J,  =  1 
diese  Punkte  durch  die  Bedingungen  definirt  werden 
0  Tf" 2  :  0  TT,  =  0  1^  :  0  J 
0^  Z,,:O^Z^==0,Z:  0,  J, 
und 

-^  Tf,OTKi  =  ^  WOJ 
■^^Z^OiZ^    =^ZOiJi, 
so  dasa,  weil  aas   W  ^^  Z 

OW^O,Z  und  ^  WOJ-^'-^ZO^J, 
folgt^  sich  endlich 

OW^:OW^  =  Oj  Z,  :  0,  2, 

^  >r,  0  Tf^  =  -^  Z.,  0,  Z^ 


und 
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20  Zweite  Vorlesung. 

ergiebt.  Aus  der-  Parallelität  und  Oleichlieit  der  einzelnen  liinieii 
ersieht  man  nun  aber  auch,  dass 

ww^ :  ww^  =  sz^  :  0g, 
und  ,  , 

ist,  und  (iass  daher  die  beiden  unendlich  kleinen  Dreiecke  tv.,tvtv, 
und  s^^^i  ßii'i'iider  ähnlich  sind. 

Wenn  man  somü  m  einem  ebenen  geomett-ischen  Gebilde  dadurch 
sein  entsprechendes  construirt^  dass  man  zu  jedem  Punkte  des  erstem, 
indem  man  denselben  durch  die  gugehörige  cotnplexe  Zahl  darstelU, 
den  resuMrenden  Wertk  einer  hdiehig  vorgelegten  Function  f{s)  als 
den  dem  ersteren  entspreclienden  FunJd  fhxirt,  so  werden  die  entspreclien- 
den  Gebilde  in  den  Jcleinsten  Theilen  ähnlich  sein  {gwei  entsprechende 
Curven  in  denselben  werden  sich  unter  demselben  Winkel  schneiden), 
die  PwnJde  ausgmtommen,  in  denen  die  Ableitung  von  f{z)  verschwin- 
det oäei'  unendlich  gross  wird. 

Suchen  wir  z.  B.  mit  Hülfe  der  oben  betrachteten  Function 


fW  = 


"  (^-) + "°"  (^^^) 


diejenigen  Curven,  welche  einer  in  der  Entfernung  a  zur  X-Achse 
und  einer  in  der  Entfernung  b  zur  T- Achse  parallelen  Linie  der 
g-Ebene  entsprechen,  so  ivirt!,  da  der  reelle  und  imaginäre  Theil  der 
Function  f(s)  die  Coordinaten  X,  Y  des  dem  Punkte  x  +  yi  fnt- 
sprcchendeu  Punktes  werden  sollen. 


I  setzen  sein,  und  mau  erhält  daher  für  y  =^  a 


;  =  shix  (^^  --)       r  =  cos.-c  {--~{-) , 


oder  durch  Elimijiaticfft  i 


^W.  +  ; 


für  X  ^^  b 
=  sin  b  (f-^—)  i'  ---  cos  b  \'-~^--) 


ebenso  ergiebt  sich  für  x  ^^  b 

X 
und  durch  Elinünation  von  ? 


=  1. 


i^H  entsprechen  somit  den  zur  a:-Achse  parallelen  Linien  Ellipsen, 
den  zur  j/-Aehse  parallelen  Hyperbeln,  und  zwar  sehneiden  sich  nach 
dem  oben  bewiesenen  allgemeinen  Satze  je  eine  Ellipse  und  eine 
Hyperbel  unter  einem  rechten  Winkel,  da  die  entsprechenden  Graden 
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auf  einander  senkrecht  stehen;  dass  dieses  in  der  That  der  Fall  ist, 
geht  daraus  hervor,  dass  jene  Ellipsen  und  Hyperbeln  corifoeale 
Kegelschnitte  sind. 

Nachdem    nun    die   geometrische  Bedeutung    der  oben   für  jede 
Function  von  B  gefundenen  charakteristischen  Bedingungen 

ox       dy        dy  dx 

entwickelt  worden,  mag  schliesslich  noch  bemerkt  werden,  dass  aiis 
der  Gleichung 

äfiz)  J_  da:     '        dx'\dy   ~     dy'  dm  _  du     ,     ■  Sv 
d2     —  ...dy  -  dx-^^dx 

dx 
und   der   aus   den    obigen   Bedingungen   leicht    sich   ergebenden   Be- 
ziehung 

vy  \_dx  ^  ""ö^l  dx  lex  ^    dx\ 

unmittelbar  ersichtlich  ist,  dasa 

und  somit  auch  sammtliche  Ableitungen  in  der  oben  festgestellten 
Bedeutung  Functionen  der  complexen  Tariabeln  s  sein  werden,  und  dass 
daher  die  in  der  Differentialrechnung  fttr  Functionen  reeller  Variabein 
und  ihre  Ableitungen  entwickelten  Resultate  der  ßechmmg,  da  die- 
selben lediglich  darans  hergeleitet  werden,  dass  der  Quotient  der 
Incremente  der  Function  und  der  unabhängigen  Variabein  von  dem 
Differential  der  letzteren  unabhängig  wiederum  eine  Function  der 
Variabein  ist,  auch  für  Fimetionen  complexer  Variabein  ihre  Geltung 
behalten. 
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Die  Eindeutigkeit  und  Vieldeutigkeit  der  Functionen. 

Nachdem  der  Begriff  der  Function  einer  complexen  Vaviabülii 
durch  analytische  Eedingungsgleichimgen  präcisirt  worden,  wird  es 
jiöthig  sein,  die  Functionen  nach  einem  bestimmten  Eintheilungs- 
principe  zu  elassificiren,  welches  hier  die  Anzahl  der  einem  Wertlie 
der  unabhängigen  Variahein  zugehörigen  FunctJonalwerthe  sein  soll. 
Man  nennt  emÜeuMge  Functionen  solche,  welche  in  ihrem  ganzen 
Umfange*)  für  jeden  Punkt  der  Ebene,  einzelne  Punkte  ausgenom- 
men, nur  einen  Werth  haben,  alle  andern  Functionen  mehrdeutige. 
Es  ist  nun  unmittelbar  einzusehen,  dass,  wenn  man  von  einem  Punkte 
der  0-Ebene  ausgehend  auf  einem  continuirlichen  Wege  eine  ein- 
deutige Function  von  s  bia  zu  einem  andern  Punkte  der  Ebene  hin 
stetig  sich  verändern  läsat,  diese  Function,  auf  welchem  Wege  auch 
die  Werth  Veränderung  vor  sich  geht,  in  demselben  Endpunkte  auch 
wieder  denselben  Werth  annehmen  wird,  da  sie  in  jedem  Punkte 
eben  nur  einen  Werth  hat,  oder  dass  Curveu  der  ^-Variable,  die 
sich  zwischen  denselben  zwei  Punkten  hin  erstrecken,  auch  Punc- 
tionalcurven  entsprechen,  welche  dieselben  zwei  Punkte  derjenigen 
Ebene  mit  einander  verbinden,  in  welcher  die  Functionalwerthe  dar- 
gestellt werden.  Ebenso  folgt,  dass  für  einen  geschlossenen  Weg 
der  unabhängigen  Variabein  eine  eindeutige  Function  ihren  ursprüng- 
lichen Werth  wieder  annimmt,  oder  die  Functionalcurve  ebenfalls 
eine  geschlossene  ist,  L'ässfc  man  z.  B.  die  Variable  g  zwischen  den 
Punkten  -\-  1  und  —  1  drei  verschiedene  Wege,  die  Fuiidamental- 
linie,  welche  a:-Achse  sein  soll,  und  die  beiden  Halbkreise  durch- 
laufen, deren  Mittelpunkt  der  Nullpunkt  und  deren  Radius  die  Ein- 
heit ist,  so  wird  die  Function 

offenbar  im  ersten  Falle  die  Doppelgerailc  io  =  x^  von  -)-  1  zu  0 
und  von  0  zu  -{-  1  zurück  beschreiben,  während  für  die  Halbkreise 
der  Variablen,  vfenn  dieselbe  durch 

*)  Die  Bedeutung  des  Umfacges  einer  Function  wird  erst  im  Laufe  der 
näuhaten  Vorleuungeti  klar  hervortreten;  für  Jetzt  wate  sie  nur  für  den  Fall  er- 
Biehtlich,  dasa  die  Function  durch  einen  analytischen  Äusdiack  gegehon  ist 
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2  =  COS  a  -\-  i  sina 
(liivf;eatüllt  wirtl,  die  Function  die  Form 

tv  =  (cos  K  -|-  *  sin  ay  =  cos  2  a  -{-  i  sin  2  « 
aniiidimt,  somit  fttr  ß  =  0  und  a  =  ;r  sowohl  als  fUr  «  =  0  und 
«  =  —  jF  wieder  den  Werth  -j-  1  hat,  ihre  Functionalcurve  daher 
ein  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  Saditts  1  gelegter  ganzer  Kreis 
ist.  Ist  dieser  ganze  Kreis  der  Weg  der  Variabein  s,  so  wird  <Iie 
Functionaleurve  der  congruente  Doppelkreis. 

Wesentlich  anders  verhält  es  sich  mit  mehrdeutigen  Functionen, 
bei  denen  verschiedene  Wege  zu  verschiedenen  Resultaten  führen 
können;  so  werben  z.  B.  für  die  Function 

w  ==  Y'z 
die  eben  betrachteten  .Variabeincurven  «wischen  den  Punkten  +  1 
und  —  1  im  ersten  Falle  die  E'unctioualcurve  tv  =  }/x,  d.  h.  die 
gebrochene  gerade  Linie  aOh  liefern,  wenn  wir  das  positive  Wurzel- 
zeichen auf  dem  ganzen  Wege  gelten  lassen,  während  für  die  Halb- 
kreise <!er  Variabein  die  Fuuetion 

w  =  cos    -  +  [  sin  — - 

für  ff  =  0,  ro  und  für  «  =  0,  — sr  Viertelkreise  darstellt,  die  sich 
von  a  nach  h  und  von  a  nach  c  erstrecken,  so  dass  die  Endpunkte 
der  beiden  letzten  Funetiünalcurven  nicht  dieselben  sind,  d.  h.  ver- 
schiedene Wege  der  Variabelu  zu  verschiedenen  Werthen  für  die 
Function  führen.  Ebenso  leicht  ist  einzusehen,  dass,  wenn  die  Va- 
riable z  von  ~j-  1  ausgehend  einen  Kreis 
um  0  als  Anfangspuukt  mit  der  Einheit  ^' 

als  Radius  beschreibt,  die  Function 


für  K  ^  2  re  den  Werth  M)  =  eosK  =  — -l    _^ 

annimmt,  wäbrend  für  r  ^  0  w  =  -\-  1 
war,  ao  dass  daher  die  geschlossene  Curve 
der  Variaheln  nicht  wieder  zu  einer  ge- 
schlossenen Functionaleurve  fuhrt;  eine 
Umkreisung  des  Nullpunktes  führt  somit 
für  die  Function  )/  g  eine  Zeichen  and  er  ung  herbei  und  dasselbe  würde, 
was  einer  weiteren  Auseinandersetzung  nicht  bedarf,  für  die  Function 

bei  einer  Umkreisung  des  Punktes  h  eintreten. 

Untersuchen  wir  nunmehr  allgemein,   wann  zwei   verschiedene, 
zwischen  denselben  beiden  Punkten  sich  erstreckende  Wege  der  Va- 
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riabelo  z  für  eine  mehrdeutige  Function  dieselbea  oder  versebiedeue 
Werthe  liefern,  oder,  was  dasselbe  ist,  wann  jenen  beiden  Yariabeln- 
linien  zwei  Functionaleurven  entspreeben,  die  entweder  den  Anfangs- 
punkt nud  Endpunkt  oder  mir  den  Anfangspunkt  mit  einander  ge- 
mein haben,  so  wird,  wie  wir  nachher  zeigen  werden,  darin  auch 
die  Beantwortung  der  Frage,  wann  geschlossenen  Wegen  der  Varia- 
bein wiederum  geschlossene  Functionalcurven  entsprechen,  mit  ent- 
halten sein. 

Seien  A  inid  B  Anfangs-  und  Endpunkt  der  zu  betrachtenden 
Wege  der  Variabein,  deren  complexe  Zahlenwerthe  durch  a  und  6 
dargestellt  sein  mögen,  und  w«  einer  der  Werthe  der  Function 
to  =^f{s)  im  Punkte  A,  von  dem  ausgebend  die  Function  durch  con- 
tinuirliehe  Aenderung  auf  einer  bestimmt  gewählten  Variabelncurve  «, 
auf  welcher  singulare  Punkte  von  sogleich  näher  anzugebender  Be- 
schaffenheit nicht  liegen  sollen,  im  Punkte  ,F"  den  Werth  Wi,  erlangt, 
so  werden,  wenn  die  Variable  s  einen  dem  a  unendlich  benachbarten 
Weg  zwischen  den  Punkten  A  und  B  beschreibt,  auch  die  Func- 
tionalwerthe  den  der  ersten  Linie  entsprechenden  Werthen  unendlich 
benachbart  sein,  und  es  wird  somit,  wie  eine  leichte  Ueberlegung 
zeigt,  die  Function  wiederum  im  Punkte  B  den  Werth  w*  annehmen 
müssen. 

Es  würde  -erlaubt  sein,  diese  Schlösse  für  beliebige  von  A  nach 
B  führende,  sich  aneinander  reihende  Wege  weiter  fortzuführen, 
wenn  nicht  auf  einem  der  Wege  Punkte  liegen,  die  eine  continuir- 
liche  Aenderung  der  Fun etional werthe  möglich  machen,  ohne  dass 
die  entsprechenden  Functionalcurven  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  sich 
unendlich    nahe    aneinander    zu   schliessen    brauchen.      Sei    nämlich 


Fig.  0, 


s  =  ^  ein  mehrfacher  Punkt  der  Function,  d.  h.  ein  Punkt,  für  wel- 
chen  mehrere   der  im  Allgemeinen  verschiedenen  Werthe   der  mehr- 


y  Google 


Die  Eindeutigkeit  und  Viüldcutifjkcit  dcv  FLiiiutioneu.  25 

deutigeii  Function  einander  gleich  werden,  und  y  ein  von  A  nach  5 
führender  Weg,  welcher  durch  £  geht,  so  wird  offenbar  noch  ein 
anderer  Functionalwerth  w'^  für  den  Punkt  A  existiren,  so  beschaffen, 
dass  zwei  der  Curve  y  entsprechende  Functionalcurven  {WaW/,)  und 
{w'a  w'i)  sieh  in  dem  dem  Punkte  g  zugehörigen  Werthe  wj  schneiden. 
Wenn  nun  während  der  Bewegung  der  Variablen  von  A  nach  g  die 
Function  stetig  die  Strecke  w^  w^  besehreibt,  wird  die  weitere  con- 
tinuirtiche  Veränderung  der  Function  ganz  von  unserm  Belieben  ab- 
hängen, indem  ein  stetiges  Forfechreiten  sowohl  auf  der  Curve  w^w^ 
als  auch  auf  ip^w'i  möglich  ist,  und  mau  wird  somit,  wenn  der  Werth 
der  Variableu  durch  einen  mehrfachen  Punkt  der  Function  gellt, 
durch  conti nuirli che  Veränderung  ganz  nach  Willkühr  zu  verschie- 
denen Funetionalwerthen  geführt  werden  können.  Lassen  wir  aber 
die  Variable  0  einen  dem  Wege  y  unendlich  benachbarten  Weg  d 
zwischen  den  Punkten  A  und  S  durchlaufen,  und  die  Function  ent- 
sprechend continnirlich  sich  ändern,  so  ist  es  möglich,  dass  sich  die 
Functionalcurve  entweder  der  Linie  m„  «c;  w^  oder  *c„  Wf  w'b  unendlich 
nahe  ansehliesst,  und  man  erkennt  somit,  dass,  wenn  in  dem  von 
zwei  Wegen  a  und  d  eingeschlossenen  ßaume  ein  mehrfacher  Punkt 
der  Function  euthalten  ist,  diese  beiden  Wege  nicht  zu  demselben 
Resultate  fSr  die  Function  zu  führen  brauchen,  die  in  demselben 
Punkte  beginnenden  Fuuctionalcurven  also  verschiedene  Endpunkte 
haben  können.  Betrachtet  man  Wege,  deren  Endpunkt  mit  ihrem 
Anfangspunkte  zusammenfällt,  so  kann  man  jenes  ßesultat  auch  so 
aussprechen,  dass  geschlossene  Wege  der  Variablencurve,  wenn  diese 
mehrfache  Punkte  der  Function  einschliessen,  zu  verschiedenen  Fune- 
tionalwerthen führen  können,  oder  dass  ihnen  nicht  ebenfalls  geschlos- 
sene Functionalcurven  zu  entsprechen  brauchen, 

Ist  auch  ^us  der  vorigen  Auseinandersetzung  noch  nicht  ersicht- 
lich, ob  noch  andere  singulare  Punkte  als  jene  mehrfachen  ähnliche 
Werthverändenmgen  hervoiTufen  können,  so  ist  doch  so  viel  erwie- 
sen, dass,  so  lange  wenigstens  die  Function  in  dem  betrachteten 
Räume  stetig*)  und  endlich  ist,  ein  Uebergeheu  in  ein  zweites  Con- 
tinuum  von  Funetionalwerthen  nur  dann  möglieh  ist,  wenn  die  Va- 
riable durch  einen  Punkt  geht,  indem  die  verschiedenen  Oontinua  sich 
treffen,  d.  h,  durch  einen  mehrfachen  Punkt,  und  es  bleiben  daher 
zur  Vervollständigung  der  Untersuchung  nur  noch  solche  Punkte  in 
Betracht  zu  ziehen,  in  welchen  die  Function  aufhört,  stetig  und  end- 
lich zu  sein. 


*j  Wöbe  l  e  Defin  t  on  dei  Stet  gkeit  von  Pimctiouen  compleser  Variabel» 
aus  1er  obe  fir  Fu  et  u  eu  eeller  Vi  iabeln  aufgeateilten  sieb  uuinittelbav  er- 
gielt  woDü  man  nur  an  Stelle  der  Inciemente  der  Variabein  und  der  Function 
die  Moduln  derselben  setzt 
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Wir  werden  nun  im  Folgenden  zwei  verschiedene  Arten  von 
Un Stetigkeiten  oder  Discoiitinuitäten  uuteracheiden.  Wird  nilmlich 
der  Functionalwerth  in  irgend  einem  Pankte  der  Ebene,  von  welcher 
Seite  aus  man  auch  conti nuirlich  in  diesen  Punkt  gelangen  m^, 
unendlich  gross  oder  vielmehr  sein  reciproker  Werth  Null,  so  sagt 
man,  die  Function  erleidet  in  diesem  Punkte  eine  Discontinuität  erster 
Gattung,  dagegen  wird  eine  Siscontimiität  zweiter  Gattung  einer 
Function  zugeschrieben,  wenn  verschiedene  Richtungen,  in  denen 
man  zu  diesem  Punkte  gelangt,  zu  verschiedenen  Functionalwerthen 
för  diesen  Punkt  führen.*)  So  finden  wir  2.  B.  die  erste  Art  der 
Unstetigkeit  hei  den  Functionen  —_^  -  im  Punkte  ^  =  a  oder  bei 
-      im   Punkte  ^  =  0,   während  z.  B.  die   Function  c'    im  Punkte 

^  =  0  eine   Discontinuität  zweiter  Gattung  erfährt,   indem,   wenn  d 
eine  sehr  kleine  positive  örösse  bedeutet,  die  Ausdrücke 

<'^    und    e-^ 
für  ()'  =  0  die  Werthe  ao  und  0  annehmen,  somit  verschiedene  Grän- 
zen  ergeben,  je  nachdem  man  sich  auf  der  positiven  oder  negativen 
reellen  Achse  dem  Nullpunkte  unendlich  nähert. 

Was  nun  die  Werth  Veränderungen  emei  mehideutigen  Function 
auf  verschiedenen,  zwischen  demselben  Anfang'!-  und  Endpunkte  ge- 
legenen Wegen  betrifft,  welche  singulare  Punkte  der  obigen  Art  ein- 
schliessen,  so  wird,  wenn  f  {s)  im  Punkte  a  eine  Stetigk ei ts Unter- 
brechung erster  Gattung  erleidet,  also  ji—^,  von  i^elcher  Seite  man 
sich  auch  dem  Punkte  a  unendlich  annähert,  stete  den  Werth  Null 
annimmt,  unmittelbar  eingesehen,  dass,  wenn  zwei  Wege  der  ange- 
gebeneu Art  für  f  {s)  zu  verschiedenen  Resultaten  führen,  dies  auch 
für  fi-\,  welche  Function  für  z  =  a  continuirlich  ist,  geschehen 
würde,  d.  h.  nach  dem  Vorigen,  dass  s  =  a  für  :;;;—,  also  auch  für 
f  iß)  ein  mehrfacher  Punkt  sein  müsste,  wie  dies  in  der  That  bei 
-=T  der  Fall  ist^  und  somit  wird  sich  das  Gesammtresultat  dahin  zu- 
sammenfassen lassen,  dass 

ler-^cJiiedeiW  sui^ihen  denitelben  4.nfaiigb  und  Endpunlfc  sich 
etstteckende  Wege  nur  dann  su  lersciuedtnen  Tfer/Äe«  einer  meJu 
deuUgen  Fittiction  fuhren  lunnen,  uenn  tn  dem  ton  ihnen  eingescldos 
senen  Mavme  etn  melirfadiei  FunM  oder  ein  UnstekgkeitspunJ  t  sweiter 


*)  Eine  ptäcisere  Defimtion  diesei  Punkte  findet  sich  h  r  eindeutige  Func 
tionen  m  der  uebenten    für  mehrdeutige  m  der  achten  Voilesun^ 
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Gathmg*)  enthalten  ist;  ?t»»4  denselben  Bedingungen  und  nur  unter 
diesen  wird  einem  geschlossenen  Wege  der  Variabein  nicM  immer 
eins  geschlossene  FuncUonalctvrve  su  entsprechen  brauchen. 

Diese  beiden  Fragen  lassen  sich  jedoch  unmittelbar  auf  einander 
zurückführen.  Denn,  wenn  angenommen  wird,  dass  auf  den  zu  be- 
trachtenden Wegen  selbst  keine  singularen  Punkte  liegen  und  vonj. 
aus.  die  Wege  a  und  ß  (s.  die  vorige  Figur)  die  Function  zu  dem- 
selben Werthe  führen,  so  werden  offenbar,  wenn  man  die  Function 
zuerst  von  A  nach  B  auf  dem  Wege  a  und  dann  von  B  nach  A 
auf  dem  Wege  ß  stetig  eich  ändern  lasst,  die  Werthe  der  letzten 
Reihe  sich  denen  der  ersten  conti nuirlich,  nur  in  umgekehrter  Reihen- 
folge als  von  A  nach  B  auf  dem  Wege  ß  ansehliessen,  und  man  wird 
somit  auf  dem  durch  u  und  ß  gebildeten  geschlossenen  Wege  zu  dem 
ursprünglichen  Functionalwerthe  nach  A  zurückkommen.  Führen 
jedoch  zwei  Wege  te  und  S  zu  verschiedenen  W^erthen  der  Function, 
so  dass  ein  conti  nuirlich  er  Uebevgang  der  Werthe  des  einen  Weges 
in  die  des  andern  nicht  mehr  vorhanden  ist,  so  wird,  während  der 
Weg  S  von  B  nach  A  genommen  die  Function  vom  Werthe  to't  zu 
Wa  zurückführt,  derselbe  Weg  den  Werth  to,,,  zu  welchem  man  beim 
Durchlaufen  von  a  gelangt  ist,  zu  einem  andern  Werthe  iv'ä  führen, 
weil,  wenn  der  im  Punkte  A  erlangte  Werth  wieder  Wa  wäre,  die 
mit  Wt,  und  iv'^  beginnenden,  lUngs  dem  Wege  S  sich  ergebenden 
Continua  der  Functionalwerthe  im  Punkte  A  gleiche  Werthe  erlan- 
gen würden,  dieser  Punkt  somit  ein  mehrfacher  Punkt  der  Function 
sein  müsste;  es  nimmt  daher  die  Function  auf  diesem  geschlossenen 
Umlaufe  nicht  wieder  denselben  Werth  an,  und  die  Frage,  ob  ver- 
schiedene Wege  der  Variabein  zwischen  denselben  beiden  Punkten 
zu  demselben  Functionalwerthe  führen,  lässt  sich  somit  mit  der  Frage 
nach  der  Werthveränderung  der  Function,  welche  dem  zugehörigen 
geschlossenen  Umkreise  entspricht,  identificiren,  während  sich  die 
Jetztere  Untersuchung  in  jedem  vorliegenden  Falle  nach  Bedürfniss 
folgendermassen  veremfachen  lässt.  Sei  nämlich  am^a  ein  von  ö 
zu  diesem  Punkte  zurückführender  geschlossener  Weg,  für  den  die 
Werthveränderung  der  Function  untersucht  werden  soH,  so  wird, 
wenn  a,  ß,  y,  .  .  .  singulare  Punkte  der  betrachteten  Art  sind,  jeder 
durch  a  gehende  geschlossene  Weg  anva,  der  mit  am(ia  einen 
Raum  einschliesst,  innerhalb  dessen  sich  keine  singularen  Punkte 
befinden,   dieselbe  Werthveränderung   der  Function  im  Punkte  a  er- 


*)  So  wird   z.  B.  die  Umkreisung   des   Discontiniiitätspiinktes   zweiter  Gat- 
tung z  =  0  der  Puiictioii 

dieselbe  eu  ihrem  entgegengesetzten  Werthe  führen,   Fälle,   welche  später   ^.ua- 
führlich  behandelt  werden. 
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Denn  der  gescLlossene  Weg  am/iavna  oder  Weg  am  (ta 
-\-avna,  welcher  einen  von  singulären  Punkten  freien  Kaum  ein- 
schliesst  und  somit  keine  Werthveränderung  hervorbringt,  wird,  wenn 
er  in  seinem  ersten  Theile  den  Functionalwerth  Wa  in  ii?'a  überfübrt, 
in  seinem  zweiten  Theile  tv'a  stetig  in  iVa  sich  verändern  lassen,  und 


es  werden  daher  die  beiden  Wege  amiia  und  anva  in  der  durch 
die  Pfeile  angegebenen  Richtung  genommen  tVa  durch  continuirliche 
Aenderung  in  jü'b  überführen,  also  dieselbe  Werthveränderung  der 
Function  im  Punkte  a  ergeben;  dagegen  wird  der  Weg  apita  zu 
andern  Function alwerthen  im  Punkte  a  führen  können,  da  derselbe 
mit  .omf^a  singulare  Punkte  einsehhesst.  Zur  Untersuchung  der 
Werthveränderung  des  Fuuctioualwerthes  auf  geschlossenen  Curven 
wird  es  somit  gestattet  sein,  die  von  dem  fraghchen  Punkte  aus- 
gehenden Umkreise  beliebig  soweit  zusammenzuziehen,  als  nicht  in 
jenem  Räume  befindliche  singulare  Punkte  Überschritten  werden.  Es 
mag  noch  ausdriicklich  bemerkt  werden,  dass  man  die  Untersuchung 
eines  beliebigen  krummlinigen  geschlossenen  Weges  auf  die  von  ge- 
radlinigen oder  krummlinigen  Wegen,  welche  den  Ausgangspunkt 
mit  den  einzelnen  singulären  Punkten  verbinden,  und  von  unendlich 
kleinen  Kreisen,  welche  die  singulUren  Punkte  umgeben,  redueiren 
kann,  so  dass  der  Weg  amfia  äquivalent  ist  dem  Wege 

aa.  (n:)afllj  (ß)  hat  (y)  la, 
wenn  («),  (ß),  (y)  die  in  der  Richtung  der  Pfeile  durchlaufenen 
Kreisperipherieen  bedeuten;  dass  aber  diese  Äequivalenz  stattfindet, 
geht  wieder  unmittelbar  daraus  hervor,  dass  diese  beiden  Wege  einen 
Raum  ein schli essen ,  der  von  singulären  Punkten  frei  ist.  Ebenso 
leicht  ist  ersichtlich,  wie  man  zum  Zwecke  der  Untersuchung  der 
Werthveränderung  einer  i\mction  einen  geschlossenen  Weg,  der 
mehreremal  einen  oder  mehrere  singulare  Punkte  umkreist,  auf  ein- 
fachere Wege  zurückführen  kann.     Denn    sei   z,   B,  in   der  zweiten 
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der  obigen  }''igureii  für  die  vom  Punkte  s  ausgehende  und  den  Weg 
zahcdes  durchlaufende  Variable  die  Werthveränderung  der  Func- 
tion zu  untersuchen,  für  welche  a  ein  singulärer  Punkt  sein  soll,  so 
wird,  wenn  zg  eine  von  s  in  die  Nähe  von  a  führende  Linie  vor- 
stellt, der  Weg  sahlis  äquivalent  sein  dem  in  der  Richtung  des 
Pfeiles  genommenen  Wege  z}ig{tt)gJis,  und  demselben  Wege  äqui- 
valent der  Weg  zlicde^,  wobei  zu  beachten,  dass  durch  Hinzu- 
fügen der  beiden  unmittelbar  hinter  einander  zu  durchlaufenden 
Strecken  sh  und  hs  zu  dem  gegebenen  den  Punkt  «  doppelt  um- 
kreisenden Wege  keine  Aenderung  hervorgebracht  wird,  weil  man 
von  z  aus  zum  Punkte  h  durch  continuirüche  Aenderung  mit  dem- 
selben Werthe  zurückkommt,  mit  dem  man  von  diesem  Punkte  aus- 
ging; raan  wird  somit  den  gegebenen  Weg  durch  den  einfacheren 
8g{cc)(a)gs  ersetzen  können,  welcher  sich  also,  um  es  allgemein 
auszudrücken,  aus  den  resp.  Verbindungslinien  mit  den  singulären 
Punkten  und  unendlich  kleinen  Kreisen  zusammensetzt. 

Die  oben  gewonnenen  Resultate  lassen  unmittelbar  einsehen, 
dass  bei  der  Aufsuchung  des  Werthunterschiedes  einer  Function, 
welchen  dieselbe  beim  Durchlaufen  zweier  zwischen  deuiselben  An- 
fangs- und  Endpunkte  sich  erstreckenden  Wege  erleidet,  nur  die  Ver- 
änderung derselben  auf  einem  geschlossenen  Wege  und  auf  einem 
der  beiden  gegebenen  Wege  zu  untersuchen  ist,  wenn  der  letztere 
mit  zwei  verschiedenen  Aufangswerthen  der  Function  zurückgelegt 
wird;  da  nämlich  der  Weg  sa/,  wie  aus  den  früheren  Betrachtun- 
gen hervorgeht,  durch  satihshs  ersetzt  werden  darf,  und  der 
geschlossene  Weg  sashs,  wenn  der  umgränzte  Raum  singulare 
Punkte  enthält,  die  Function  zu  einem  andern 
Anfangswerthe   zurückführen   kann,    so  wird    nur  '      ,   , 

die  Werthveränderung  der  Function  auf  dem  Wege  ^■'"'^^  j 

siz  zu  untersuchen  sein,  je  nachdem  dieselbe  mit  /'  / 

dem  einen  oder  andern  Functional werthe  in  B  die        /  / 

continuirliche  Aenderung  beginnt.     So  wird  z.  B.       /  ya 

bei  Uutersuchung  des  Unterschiedes  der  auf  den  {  ^-^ 
beiden  Wegen  sad  und  sdchz'  der  obigen  Figur 
sich  ergebenden  Functional  werthe  der  Weg  sa/  durch  zadbcdzdch/ 
ersetzt  werden  können  und  daher  der  doppelten  in  der  Richtung  des 
Pfeiles  genommenen  Umkreisung  des  Punktes  a  und  dem  Wege  sdchd 
äquivalent  sein,  so  dass  man  den  zweiten  der  dem  Punkte  z  zu- 
gehörigen Functional  werthe  erhält,  wenn  man  die  Function  vom 
Punkte  s  aus  zu  diesem  zurück  den  singulären  Punkt  a  in  der  Rich- 
tung des  Pfeiles  doppelt  umkreisen  und  mit  dem  so  erlangten  Func- 
tionalwerthe  den  ersten  der  beiden  gegebenen  Werthe  von  s  nach  s' 
beschreiben  lässt. 

Die   im  Vor hei'geh enden   angestellte  Untersuchung  über  die   für 
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geschlossene  Wege  sich  ergebenden  Werthveriinderimgen,  worauf  alle 
übrigen  B'ragen  zurückgeführt  worden  sind,  hat,  wenn  singulare 
Punkte  sich  innerhalb  des  eingeschlossenen  Baumes  befanden,  eine 
solche  Aenderung  nur  als  möglich  hingestellt,  und  in  der  That  ist 
es  leicht  einzusehen,  dass  eine  solche  Wertliyeränderung  nicht  noth- 
wen<3ig  ist;  denn  beschreibt  man  z.  B.  um  die  beiden  mehrfachen 
Punkte  a  und  h  der  Function 


Punkte 

Weg 

Wege 


/(8_a)(2_-S) 
geschlossenen  Umfang,  der  von  s  ausgehend  zu  demselben 
zurückführt,  so  wird  derselbe  nach  dem  Vorigen  durch  den 
p  {a) P  ^  Q  (J>)  i  ^  ersetzt  werden  können,  und  da  jeder  der 
^p{a)pä  und  Bq{b)qz,  wie  aus  dem  Anfange  dieser  Vor-' 
leicht  zu  entnehmen,  einen  dem  Ausgangs  wer  the  entgegen- 
Yi^   12.  gesetzten  Functionalwerth  liefert,  so  wird 

die  gesammte  conÜnuirliche  Aenderung 
längs  jener  geschlossenen  Curve  zu  dem- 
selben Werthe  zurückführen.  Aber  auch 
die  Umkreisung  eines  einzelnen  singu- 
lären  Punktes  braucht  nicht  eine  Werth- 
veränderung  der  Punction  herbeizufüh- 
ren; so  wird  z.  B.  beim  Umkreisen  des 
Nullpunktes  längs  einer  geschlossenen 
Curve,  welche  den  Punkt  n  =  a  aus- 
schliesst,  für  die  Function 


die  für  jeden  Punkt  der  Ebene  zwei  verschiedene  Werthe  hat  mit 
Ausnahme  der  Punkte  ^  =  0  und  s  =  a,  welche  mehrfache  Punkte 
der  Function  sind,  eine  Aenderung  des  Function al werthe s  nicht  ein- 
treten, weil  der  eine  Factor  0  als  eindeutige  Function  der  Variabein 
seinen  Wer th  wiedererlangt,  und  Y^  —  a,  da  der  mehrfache  Punkt 
s  ==  a  dieses  Factors  ausserhalb  jenes  ßaumes  liegt,  ebenfalls  keine 
Werth Veränderung  erleidet. 

Man  nennt  nun  einen  singulären  Punkt,  bei  dessen  Umkreisung 
auf  einer  geschlossenen  Curve,  welche  nicht  noch  andere  singulare 
Punkte  einschliesst,  die  Function  ihren  Werth  ändert,  einen  Ver- 
stoeigungspttnht ,  und  sagt,  eine  mehrdeutige  Function  ist  in  einem 
bestimmten  Bereiche  eindeutig,  wenn  innerhalb  dieses  Raumes  sich 
teine  Verzweigungspunkte  befinden. 
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Die  Biemann'sehe  Fläche  filr  mehrdeutige  Punctioiieii. 

Für  die  Untersuchung  der  Eigenschaften  mehrdeutiger  Functionen 
ist  es  zweckmässig,  sich  durch  Herstellung  einer  andern  Fläche  für 
die  Variable  als  der  Ebene  von  der  Beschränkung  zu  befreien,  dass 
mur  innerhalb  gewisser  Bereiche  sich  erstreckende  Wege  dieselben 
Functionalwerthe  liefern;  um  jedoch  eine  klare  Einsicht  in  die  dazu 
nöthige,  für  das  ganze  Folgende  fundamentale  Betrachtung  zu  ge- 
winnen, wird  es  wesentlich  sein,  einige  Worte  über  die  in  der  Ebene 
unendlich  entfernten  Punkte  mit  Bezug  auf  die  vorher  angestellten 
Unte rsuchungen  vorauszuschicken. 

Denkt  man  sich  sämmtliche  Verzwoigungswerthe  einer  Function 
{(s)  durch  die  entsprechenden  Punkte  der  Fuudamentalebene  reprä- 
sentirt,  so  können  zwei  wesentlich  von  einander  verschiedene  Falle 
eintreten;  es  können  entweder  sämmtliche  Verzweigungspunkte  der 
Function  nur  über  einen  endlichen  Raum  der  s-Ebene  vertheilt  sein, 
wobei  wir  es  jedoch  zulassen,  dass  s  =  oa  für  /'(«)  oder  besser  aus- 
gedrückt y  <=  0  für  f\—)  ein  Verzwejgungspunkt  ist,  oder  es  ziehen 
sich  die  Verzweigungspunkte  vom  Endlichen  aus  in  endlichen  Inter- 
vallen in's  Unendliche  hinein.  Passen  wir  nun  den  ersten  dieser 
beiden  Fälle  in's  Auge  und  untersuchen  die  Veränderung  des  Fune- 
tionalwertbes  beim  Durchlaufen  eines  sämmtliche  im  Endlichen  lie- 
genden Verzweigungspunkte  einechlies senden  Kreises,  dessen  Mittel- 
punkt der  Nullpunkt  ist,  so  wird  sich  ein  für  die  nachfolgende  geo- 
metrische Anschauung  bemerkenswerthes  Resultat  ergeben. 

Bewegt  sich  nämlich  die  ^-Variable  auf  dieser  Kreisperipherie, 
deren  Punkte  durch 

0  =  r  (cos  <p  -\-  i  sin  ifi'j 
dargestellt  sein  mögen,  so  wird,  wenn 


/■(')- /'(^)-9>0') 
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wird,   die  i/-Variable  in  ihrer  Ebene   eiDen   Kreis    um  i^en 
Nullpunkt  beschreiben,  dessen  Peripheriepunkte  durch  den  Ausdruck 

y  =  —  (eos  tp  —  i  sin  9)  =  —  ^cos  (—  91)  +  ^  sin  ( —  q>)\ 

gegeben  sind,  also  in  der  consttiuten  Entfernung  -,  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  mit  der  Winkelgrösee  — 9  auf  einander  folgen. 
Da  nun  der  in  der  g- Ebene  gezogene  Kreis  sämmtliche  im  Endlichen 
liegenden  Verzweigungspunlite  der  Function  /'(g)  einschliesst,  so  wird, 
wie  aus  dem  reciproken  Verbältniss  der  absoluten  Betrüge  der  Va- 
riabein g  und  p  unmittelbar  hervorgeht,  der  entsprechende  Kreis  der  e/- 
Ebene  sämmtliche  jenen  Punkten  entsprechenden  Verzweigungspunkte 
der  der  Function  /(«)  gleichen  Function  ^(y)  ausschliessen,  und  eine 
Umkreisung  des  Nullpunktes  dieser  Ebene  wird  somit  nach  dem  Frü- 
heren, da  9)  (j/)  innerhalb  dieses  Kreises  vom  Nullpunkte  abgesehen 
nicht  noch  andere  Verzweigungspunkte  besitzen  kann,  den  Werth 
von  (p  (t)')  Terändem,  wenn  1/  ^  0  ein  Verzweigungspunkt  dieser 
Function  ist,  sonst  unverändert  lassen.  Wir  schüessen  daraus,  dass, 
weil  tp  (y)  und  /  («)  identisch  sind ,  und  2  =  cx>  dem  Werthe  y  =  0 
entspricht,  jener  Kreis,  also  auch  auf  Grund  früherer  Auseinander- 
setzungen jede  sömvmfäche  im  EndlicJten  liegenden  V&rzwdgungspunkte 
i>on  f{s)  umschliessenäe  Curve  bei  ihrer  Umkreisung  keine  Ve7-än- 
derung  da-  Function  hervorruß,  wenn  «  =  00  m  dem  ohen  festgestell- 
ten Sinne  aufgefasst  ßtr  dieselbe  Itein  Ver^weigungspunkt  ist,  wenn 
dies  jedoeh  der  Fall  ist,  den  FuncUonalwerth  ändert,  vorausgesetzt, 
dass  'die  Vereweigungspunkte  der  FwicUon,  von  dem  unetuTlich  ent- 
fernten Tunkte  abgesehen,  sich  nicht  in's  Unendliche  erstreben. 

Dieser  Satz  führt  uns  nun  immittelbar  zu  einer  geometrischen 
Anschauungsweise,  die  wir  mit  Vortheil  den  weiteren  Betrachtungen 
zu  Grunde  legen  werden.  Stellt  man  sich  nämlich  die  Ebene  der 
Variabein  s  als  Kugel  mit  unendlich  grossem  Hadius  vor  und  fixirt 
in  der  Unendlichkeit  auf  der  Kugel  den  Punkt  s  =  00,  welcher  Werth 
das  Reciproke  von  2  =  0  sein  soll,  so  wird  offenbar  jener  geschlos- 
sene Umkreis,  innerhalb  dessen  sämmtliche  im  Endlichen  befindlichen 
Verzweigungspunkte  liegen,  von  der  andern  Seite  der  unendlich 
grossen  Kugel  betrachtet,  nur  den  einen  möglichen  VerzweigimgB- 
puukt  s  ^  00  einschliessen,  und  es  wird  sich  somit  mit  Hülfe  dieser 
Anschauung  der  oben  bewiesene  Satz  von  selbst  ergeben,  dass  eine 
Veränderung  des  Fnncfcionalwerthes  bei  Umkreisung  aller  Verzwei- 
gungspunkte lediglich  davon  abhängt,  ob  der  ünendlichkeitspunkt 
ein  Verzwejgungspunkt  ist  oder  nicht.  Wir  werden  daher  auf  Grund 
der  unmittelbaren  geometrischen  Evidenz  jenes  Satzes  als  Ort  der 
Variabein  ^  im  Folgenden  stets  eine  Kugel  mit  unendUeh  grossem 
Radius   zn  Grunde  legen  und  wollen,   um   die  Functioiml werthe  von 
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dem  durchlauf eiien  Wege  unabhängig  zu  machen,  eine  Zerschneidmig 
jener  Kugel  vornehmen,  für  welche'  die  Schnittlinien  die  neuen  Gren- 
zen werden,  ohne  dass  die  entstehende  Fläche  in  getrennte  Stücke 
zerfällt. 

Seien  nämlich  a,  1),  c,  ä,  ...  Verzweigung^ punkte  einer  mehr- 
deutigen Function  f{/),   so  ist  unmittelbar  ersiclitheh,   dass,  wenn 
man   diese  Punkte  mit  dem  unendlich   entfernten  Punkte  verbindet 
Kg-  13. 


und  diese  Verbindungslinien  als  nicht  üb erach reitbare  GrUnzen  der 
Kugel  ansieht,  je  zwei  von  einem  bestimmten  Punkte  ausgehende 
und  zu  demselben  Endpunkte  j3  führende  Wege  der  Variabein  s  die- 
selbe Fun ctional Veränderung  hervorbringen,  indem  der  von  ihnen  ein- 
geschlossene Saum  keinen  Verzweigungspunkt  enthält;  ebenso  könnte 
man  auch  in  gewissen  Fällen,  wie  z.  B.  bei  der  oben  betrachteten 
Function 

w  ==  y'{g  —■  a){0  —  6) 

die  beiden  Verzweigungspunkte  a  und  b  mit  einander  verbinden  und 
die  Verbindungslinie  a  h  als  nicht  überschreitbare  Gränzlinie  der 
Kugel  auffassen,  weil  nach  dem  Früheren  zwei  die  beiden  Verzwei- 
gungspunkte a  und  h  einachliessenden  Wege  zu  demselben  Resultate 
führen;  dass  der  unendlich  entfernte  Punkt  dieser  Function  kein 
Verzweigungspunkt  ist,  folgt  hieraus  unmittelbar. 

Sei  nun  in  der  ersten  der  obigen  Figuren  \0g  ein  der  «-Linie 
unendlich  benachbarter  Punkt,  und  Zq  einer  der  verschiedenen  zu- 
gehörigen Functionalwerthe ,  so  wird,  wenn  wir  auf  irgend  einem 
Wege  der  durch  jene  Schnittlinien  begranzten  Fläche  zu  dem  Punkte 
^1  gelangen,  welcher  auf  der  andern  Seite  der  ß-Linie  dieser  und 
dem  Punkte  z^  unendHeh  benachbart  liegt,  der  sich  ergebende  Func- 
tionalwerth  Zi  als  mit  dem  Wertlie  Z^  zu  einem  Zweige  der  Func- 
tion gehörig  zu  betrachten  sein,  indem  mit  dem  stetigen  Fortschrei- 
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ten  der  Variabein  stetige  Aenderungeii  der  l^nction  von  Z^  bis  Z^ 
hin  verbunden  sind.  Doch  würde  durch  Anwendung  dieser  Methode 
der  Zerschneidimg  der  Kugel  einerseits  derselbe  Zweig  der  Function 
für.  die  beiden  auf  der  Kugelfläche  unendlich  benachbarten  Werthe 
der  Variabein  ^g  und  ä,  zwei  um  eine  endliche  Grösse  von  einander 
verschiedene  Werthe  besitzen,  indem  ein  Hin  üb  ertreten  über  die  a- 
Linie  von  5,  aus  für  s  =  s„  an  einem  zweiten  von  dem  ersten  um 
ein  Endliches  verschiedenen  Functionalwerthe  führt,  andererseits 
wäre  durch  Einführung  jener  Linien  als  Gränzlinien  der  Kugel  die 
freie  Beweglichkeit  der  unabhängigen  Variabein  gehindert,  da  alle 
diejenigen  Wege  ausgeschlossen  sind,  welche  eine  jener  Linien 
schneiden. 

Aus  diesem  Grunde  hat  Itiemann  eine  andere  Methode  ange- 
geben, um  mehrdeutige  Functionen  zu  eindeutigen  Functionen  des 
Ortes  ihrer  Variabein  zu  machen,  und  auf  deren  Auseinandersetzung 
will  ich  im  Folgenden  näher  eingehen,  nachdem  ich  dieselbe  an  der 
speciellen  Function 

durchgeführt,  deren  n  Werthe  für  jeden  Punkt  erhalten  werden,  wenn 

s  =  r  (cos  tp  -f-  i  sin  9)) , 
also  in 

p^  =  r"  (cos  ^  -j-  *  s'ß  *) 

der  Reihe  nach  für  die  Amplitude  (p  die  Grössen 

<p,  (p  +  2  7t,  <p  +  4:7t, g>  +  2(w  —  l);iK 

substituirt,  welche  n  —  1  Umkreisungen  des  Nullpunktes  entsprechen; 
diese  Werthe  sind  somit  durch  die  Ausdrücke  dargestellt 

4(cosi+i™f), 

.V(c„s  f±^  +  i  si„  -"+'."), ,■ '.  (»OS  9+^2-^1 +  i  sin  »±3(^=1^ 

oder  wenn 

2«      ...       25t 

a  =  cos  —    -|-  ^  sm  — 
gesetzt  wird,  durch 

r"  (cos  "  +  *  ^'"  "")i 
iV  (cos  -*''  -\-iain—j,  eV"  (cos  — +  isin---), «"-'»■" (cos  ^  -\-iiihi  5 

Da  nun  die  Function  in  jedem  ihrer  Punkte  im  Allgemeinen  n  von 
einander  verschiedene  Werthe  hat,   so   denken  wir  uns  als  Ort  für 
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die  Variable  ^  n  übereinanclevliegende,  mit  denselben  unendlich  vielen 
Werthen  der  Variabein  s  bedeckte,  nnendlicli  benachbarte  Kugeln 
mit  uneucllieh  grossem  Radius  (Blätter),  die  wir  sammtlich  iu  dem 
Verzweiguugspunkfce  ^  =  0,  in  welchem  die  n  verschiedenen  Func- 
tionalwerthe  einander  gleich  werden,  zusammenheften;  wird  dami 
von  ß  =  0  aus  nach  einer  Seite  hin  bis  zum  unendlich  entferuteu 
Punkte  ein  Schnitt,  welcher  VersweigimgssclmiU  genannt  wird,  durch 
die  n  Kugeln  hindurch  geführt,  so  mag  die  rechte  und  linke  Seite 
einer  jeden  Xugel  nach  der  rechten  und  linken  Seite  eines  Beo- 
bachters bestimmt  werden,  der  im  Nullpunkte  auf  den  Kugeln  stehend 
sein  Äuge  nach  dem  Schnitt  hin  gerichtet  hält.  Wenn  wir  nun  mit 
einem  bestimmten  Functionalwerthe  von  dem  Punkte  1  (s.  Fig.)  der 
linken  Seite  des  ersten  Blattes  ausgehen  und  in  einer  den  Nullpunkt 
umsehliessenden  Curve  die   Function   stetig    sich   ändern   lassen,    so 


wird  dieselbe,  sobald  sie  den  Punkt  1  der  rechten  Seite  des  ersten 
Blattes  erreicht,  also  einen  geschlossenen  Umfang  beschrieben  hat, 
nunmehr  bei  stetiger  Aenderung  im  Ueb  er  schreiten  der  Linie  zu 
einem,  demselben  Ausgangspunkte  angehörigen,  aber  von  dem  ersten 
verschiedenen  Functionalwerthe  gelangen  und  somit  für  die  Variable 
die  Möglichkeit  eines  stetigen  üebertretens  in  das  zweite  Blatt,  wel- 
ches den  Ort  der  Variabein  für  die  «fachen  Functionalwerthe  des 
ersten  darstellen  soll,  erheischen.*)  Dies  wird  nun  offenbar  erreicht, 
wenn  wir  die  rechte  Seite  des  ersten  Blattes  längs  dem  ganzen  Ver- 
zweigungssehnitte  mit  der  linken  des  zweiten  Blattes  zusammen- 
heften, und  da  bei  einer  nochmaligen  Umkreisung  von  Neuem  eine 
Aenderung  des  Functionalwetthes  in  das  a  fache  der  Fuuctionalwertlio 


*)  Woljei  au  bcmei'lcen,  dsisa   die  in  der  Figur  neben  oinanilei'  lipImiJlii^heu 
Pimlrfe  iibeveinander  t.n  (lenken  siiitl. 
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fui  dip  Vaiiabelii  des  zweiten  Blattes  eintritt,  so  werden  wir  wie- 
flprum  die  rechte  Seite  des  zweiten  Blattes  mit  der  liiilien  des  dritten 
zusammenheften  u  s  w  ,  so  dass  je  n  übereinander  liegende,  dem- 
selben z  entepiecheniie  Punkte  Repräsentanten  der  Variabein  für  die 
zugehörigen  n  verschiedenen  Functionalwerthe  sind.  Da  endlich  für 
eine  nuchmiligf  Umlieiamig  des  NTillpuiilites  die  Amplitude  in 

V  +  2.« 
übergeht,    und    Sümit  der  Fuuctionalwerth    wieder    deu    Anfangswertli 


annimmt,  so  werden  wir  die  rechte  Seite  des  «'^"  Blattes  längs  dem 
Verzweigungsschnitte  mit  der  linken  Seite  des  ersten  Blattes  zu- 
sammenheften müssen,  damit  in  der  nunmehr  hergestellten  ßiemann'- 


schen  Fläche  der  Function  j/i3  die  stetigen  Wege  der  Variabeln  kei- 
ner weiteren  Beschränkung  unterliegen,  und  jedem  Punkte  derselben 
nur  ein  Functionalwerth  entspricht,  wobei  zu  beachten,  dass  jedem 
avithmetiscben  Werthe  von  0  n  übereinanderliegende  Punkte  dieser 
Riemaun'sehen  Fläche  angehören. 

Nachdem  die  Construction  der  Riemanu'acben  Fläche  dieser  spe- 
ciellen  Function  durchgeführt  worden,  wird  die  folgende  allgemeine 
Auseinandersetzung  leichter  verständlich  sein.  Ist  f{s)  eine  Func- 
tion, welche  in  jedem  ihrer  Punkte  im  Aügemeinen  n  von  einander 
verschiedene  Wertlie  hat,  wobei  n  eine  endliche  Zahl  bedeuten  soll, 
so  mag,  wenn  «  einen  Verzweigungspunkt  dieser  Function  darstellt, 
ein  einmaliger  Umlauf  der  Variabeln  um  diesen  Punkt,  ohne  dass 
andere  Verzweigungspunkte  mit  eingeschlossen  sind,  den  einen  von 
den  einem  bestimmten,  aber  beliebigen  Punkte,  der  kein  mehrfacher 
Punkt  sein  soll,  angehörigen  Function alwerthen  f^  in  /„  verwandeln, 
ein  nochmaliger  Umlauf  mag  f^  m  fb  überführen  u.  s.  w.,  bis  end- 
lich nach  einer  gewissen  Reihe  von  Umläufen  der  Functionalwerth 
fi,  in  den  Ausgangswerth  f^  übergeht.*)  Ist  mit  diesen  Werthen 
die  Reibe  der  n  Fun ctional werthe  für  diesen  Punkt  noch  nicht  er- 
schöpft,  und  z,  B,  /l  einer  der  noch  übrigen  Werthe,   so   mag   ein 


*)  Dass  f/ ,  wenn  es  in  einen  dei"  schon  bei  der  Umkceienng  Yorgekoninieiien 
ranctionaiiverlhe  übergehen  eoU,  eich  in  f^  verwandeln  musa,  geht  daraus  hervoi', 
dass,  wenn  ea  z.  B.  in  fj  überginge,  ein  einfacher  Dmlauf  um  den  Veraweigungs- 
puDkt  a  die  Panction  von  den  beiden  verschiedenen  Functionalwerth en  f^  und  y^ 
in  denselben  Werth  /"j  überführen  mfisste,  und  somit  der  beliebig  gewählte  Aub- 
gangBpunht,  da  verschiedene  Functionalwerth e  nach  Durchlaufen  desselben  Weges 
einen  gemeinsamen  Werth  annehmen,  ein  mehrfacher  Punkt  sein  würde,  welcher 
Fall  oben  ausgeschlossen  wurde. 
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Umlauf  um  jenen  einen  Bingulärea  Punkt  z.  B.  /i  in  /i  und  /i  in  f^ 
überführen  u.  s.  w.,  so  dass  sich  für  die  n  einem  bestimmten  Pnükte 
zugehörigen  Functionalwerthe  eine  Reihe  cycliaeher  üebergäuge  von 
der  Form 

ffi  f.  ■■■■  f,  f,.\      (f,  r,\ 
\üh  .... /,.  fj  •  \r.  fJ '  ■■■ 

ergieht,  von  denen  einzelne  auch  aus  einem  Elemente  bestehen  können. 
Sei  ß  ein  zweiter  Verzweig ungsp unkt,  so  mag  bei  demselben  Aus- 
gangswerthe  /^  die  Reihe  der  Cyclon,  welche  diesem  Punkte  zuge- 
hÖren , 

(-/,/;■.../.■•)      (f.- f.- f.,) 

sein,  worin  die  Grossen 

/.-,  f.-, ■•■-/■.',  •■• 

die  früheren  Functionalwerthe  nur  in  anderer  Reihenfolge  genommen 
darstellen,  und  so  mögen  zuvörderst  alle  den  eiEzelnen  Verzweigungs- 
punkten zugehörigen  Cyclen  ermittelt  werden.  Mau  nehme  nun  wieder 
zur  Darstellung  der  Riemann'scben  Fläche  der  vorgelegten  Func- 
tion n  unendlich  benachbarte  Kugeln  mit  unendlich  grossem  Radius, 
iixire  auf  den  einzelnen  Blättern  jenen  beliebig  gewählten  festen 
Punkt  und  bezeichne  die  n  Blätter  nach  dem  Index  der  jenem  Punkte 
entsprechenden  Functionalwerthe.  führt  mau  nun  durch  diejenigen 
Blätter,  welche  dem  ersten  Cyclus  des  Punktes  a  angehören,  von  « 
nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  einen  Schnitt,  ohne  einen 
andern  Verzweigungspunkt  zu  treffen,  und  heftet  die  rechte  Seite  des 
\i.sa  ajj  die  linke  des  o'"",  die  rechte  des  a^™  an  die  linke  des  ft'™, 
u.  8,  w.,  eudlich  die  rechte  des  !%'■'"'  an  die  linke  des  l"'";  führt  ferner 
eine  ebensolche  Schnittlinie  t^on  «  aus  durch  das  ¥^  und  V'  Blatt 
und  heftet  die  rechte  Seite  des  Ü^™  an  die  linke  des  l^°"  und  die 
rechte  des  J'""  an  die  linke  des  h'"",  u.  s.  w.,  stellt  endlich  die  ent- 
sprechende Verbindung"  für  alle  Blätter  und  alle  Verzweigungapuukte 
her,  so  werden,  wenn  man  von  dem  beliebig  gewählten  Punkte  des 
ersten  Blattes  mit  dem  Functionalwerthe  f^  ausgeht,  die  weiteren  von 
den  Wegen  der  Variabela  vorgeschriebenen  continuir liehen  Aende- 
mngen  der  Function  fest  bestimmt  sein,  und  es  werden  somit  fUr 
alle  Punkte  der  n  Blätter  bestimmte  Functionalwerthe  sich  ergeben. 
Fügt  man  endlich  noch  hinzu,  dass,  wenn  für  einen  Verzweigungs- 
punkt die  den  einzelnen  Gruppen  von  Blättern  zugehörigen  Func- 
tionalwerthe, von  denen  stets  einer  einer  ganzen  Gruppe  gemeinsam 
ist,  ebenfalls  einander  gleich  sind,  die  Blättergruppen  selbst  noch 
aneinander  zu  heften  sind,  damit  auch  ein  contiuuirlicher  Uebergang 
durch  die  gleichen  i\mctionalwerthe  von  einer  Gruppe  zur  andern 
möglich  ist,  so  wird,  wie  an  einem  Beispiel  nachher  noch  ausführlich 
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gezeigt  werden  soll,  die  vorgelegte  mehrdeutige  Function  eine  ein- 
deutige Function  des  Ortes  ihrer  Variabelu  sein,  indem  nunmehr  alle 
Wege  zwischen  zwei  Punkten  der  Riemaun'schen  Fläche  zu  dem- 
selben Function alwerthe  führen.*)  Dass  jeder  beliebige  Weg  auf  der 
Riemann'sehen  Fläche  auch  wirklich  die  zugehörige  Functional Ver- 
änderung liefert,  geht  unmittelbar  aus  dem  früher  bewiesenen  Satze 
hervor,  dass  sich  jeder  geschlossene  Weg  durch  die  Aufeinanderfolge 
von  geschlossenen,  die  Verzweig ungspunkte  einzeln  umkreisenden 
Wegen  ersetzen  lässt,  so  dass  ein  richtiges  Zusammenheften  der  Blätter 
der  Riemann'schen  Fläche  an  den  einzelnen  Verzweigungspunkten 
auch  für  jeden  Weg  das  algebraische  Ergebniss  mit  der  geometrischen 
Repräsentation  identificiren  wird.  Endlich  mag  noch  erwähnt  werden, 
dass  der  im  unendlich  entfernten  Puni.te  duieh  die  analj  tischen 
Eigenschaften  der  Function  Jixirte  Zusammenhing  unter  den  Bht 
tern  thatsächlich  schon  von  selbst  duich  die  bezuglich  dei  im  End 
liehen  liegenden  Verzweigungspunkte  vollführte  Constiuction  heige 
stellt  ist,  indem  früher  nachgewiesen  woiden,  dass  eine  Umkieisung 
bämmtlicher  im  Endlichen  liegenden  Vcrzweigungspunkte  als  iden 
tisch  mit  einer  Umkreisung  des  unendlich  entfernten  Punktes  anzusehen 
ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Verzweigungspunkte  von  dem  Punkte  s=oo 
abgesehen  sich  auf  einen  endlichen  Raum  der  Ebene  vertheilen  und 
nicht  in  unendlicher  Anzahl  sich  in's  Unendliche  hinein  erstrecken. 
Anstatt  wie  es  die  oben  auseinandergesetzte  allgemeine  Methode 
der  Zerschneidung  der  Riemann'schen  Fläche  vorschreibt,  einen 
Verzweigungsschnitt  vom  Verzweigungspunkte  aus  in  die  Unendlich- 
keit zu  führen,  wird  es  in  speciellen  Fällen  vorzuziehen  sein,  die 
Riemann'sche  Fläche  durch  die  Verbindungslinie  zweier  Verzwei- 
gungspuukte  den  gestellten  Bedingungen  gemäss  umzugestalten,  und 
es  werden  sich  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür  leicht  ergeben.  Seien  nämlich  a  und  6  zwei  Verzweigungs- 
puntte  der  Function,  und  verwandle  ein  Verzweigungsschnitt,  von 
a  nach  h  geführt,  längs  welchem  die  Blätter  passend  verbunden  sind, 
die  mehrdeutige  Function  in  eine  eindeutige  (in  dem  oben  angegebe- 
nen Sinne  und  innerhalb  eines  Raumes,  in  dem  ausser  a  und  Ö  keine 


*)  Es  ist  des  Folgenden  wegen  nicht  überflüssig  au  bemerken,  dass,  wenn 
auch  die  vececliiedenen  Blätter  einer  fiieinaiin'schen  Fläche  in  den  Verzwei' 
gungspuniteu,  in  deaen  sie  aneinander  geheftet  sind,  gleiche  Function alwerthe 
haben,  dies  doch  nicht  für  die  längs  einem  VerzweigiingEschnilte  freilich  auch 
aufeinander  Hegenden  Punkte  der  einzelnen  Blätter  der  Riemann'schen  Piäohe 
statt  hat,  da  sie  nicht  sämmtlich  mehrfache  Punkte  der  Function  sind,  und  man 
wird  eich  somit  den  Veraweiguags schnitt  als  eine  Reihe  übereinander  liegender, 
aber  mit  einander  nur  im  Vevzweigungspunkte  in  Berührung  stehender  Geraden 
zu  denken  haben,  von  denen  je  eine  immer  den  coatinuirlichen  Uebergang  von 
einem  Blatte  aura  andern  vermittelt. 
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andern  Verzweigimgspunbte  der  Function  liegen),  so  werden  offenbar, 
wenn  h  Blätter  längs  dem  Verzweigungsschnitte  zusammenhängen, 
'für  jeden  der  einem  beliebigen  Punkte  angehörigen  h  Werthe  der 
Function  als  Ausgan gswerth  geschlossene  UmJireise,  welche  a  und  i 
eiuschüessen ,  keine  Functionalveränderung  hervorbringen;  aber  diese 
nothwendige   Bedingung  wird   auch  die  hinreichende   sein:   denn  da 


eine  die  Punkte  a  und  6  eiiischli  essen  de,  in  einem  der  /,;  Blätter  be- 
findliche geschlossene  Curve,  innerhalb  welcher  keine  andern  Ver- 
zweigungspunkte liegen,  nach  dem  Vorhergehenden  durch  zwei  die 
Punkte  a  und  b  einzeln  ums  ch  lies  sende  Umkreise  ersetzt  werden 
kann,  so  wird,  wenn  ^q  der  betrachtete  Ausgangspunkt  ist,  und  der 
erste  geschlossene  Weg  f^  (g^  in  f^  (^Sj,)  überführt,  der  zweite  /j  (.Sq) 
in  /°i  (^u)  übergehen  lassen  müssen,  wobei  in  beiden  Fällen,  wie  aus 
dem  Früheren  hervorgeht,  die  Umkreisung  in  derselben  Drehungs- 
richtung  auszuführen  ist;  dasselbe  wird  für  jeden  der  k  Ausgangs- 
wertlie 

stattfinden  müssen,  und  es  folgt  somit,  dass  in  den  beiden  Verzwei- 
gungspunkten bei  verschiedener  Drehungsrichtung  die  Functional- 
veränderungen ,  d.  h.  der  Oyclus,  identisch  sein  müssen,  dass  sich 
somit,  wie  man  sich  aus  der  obigen  Figur  unmittelbar  überzeugt, 
die  Verbindung  der  Blätter  derart  wird  herstellen  lassen,  dass  man 
längs  der  Linie  «&  als  Verzweigungsschnitt  die  untere  Hälfte  des 
Blattes  1  (worunter  die  in  der  gegebenen  Ansicht  unterhalb  ai  He- 
gende gemeint  ist)  an  die  obere  Hälfte  von  2,  die  untere  von  2  an 
die  obere  von  3,  die  untere  von  3  an  die  obere  von  4,  u.  s.  w.,  end- 
lich die  untere  von  Je  an  die  obere  von  1  heftet,  indem  durch  diese 
Aneinanderreihung  in  der  That  die  Identität  der  beiden  Cyelen  bei 
verschiedener  Drehungsrichtung  hergestellt  wird.  Zugleich  folgt  aber 
noch  aus  der  Figur  unmittelbar,  dass  auch  der  nothwendig  zu  er- 
füllenden Bedingung  von  selbst  genügt  wird,  dass  die  geschlossenen 
Wege,  welche  keinen  der  beiden  Verzweigungspunkte  a  und  h  ein- 
schiiessen,   auch  keine   Fuactionalveränderung    hervorbringen;    denn 
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entweder  schneidet  ein  solcher  geschlosaener  Umkreis  den  Verzwei- 
gungsschnitt  gar  micht,  und  dann  versteht  es  sich  von  selbst,  da  die 
Linie  in  ein  und  demselben  Blatte  verläuft,  oder  er  tritt  so  oft  unter- 
halb ab  als  oherhalb  und  wird  dann,  wenn  er  z.  B.  vom  ersten  Blatte 
oberhalb  ah  ausgehend  beim  Durchschneiden  des  Verzweigungaschnit- 
tes  in  das  vierte  Blatt  tritt,  bei  der  Rückkehr  in  den  oberhalb  ab 
gelegenen  Raum  wieder  in  das  erste  Blatt  zurückführen. 

Wenn  sich  in  einem  Verzweigungspunkte  ein  Cyclus  von  h  Fuuc- 
tionalwerthen  ergiebt,  d.  h,  längs  einem  durch  jenen  Punkt  gehenden 
Verzweigungsschnitte  k  Blätter  zusammeohängen,  so  wird  dieser  Punkt 
ein  Ver0weigwigs-  oder  Winäungspunlit  h  —  l'"'  Ordnung  genannt, 
wobei  natürlich  derselbe  Punkt,  wenn  eich  die  m  Elemente  in  Cyclen 
von  k,  l,  m,  ...  Elementen  sondern,  zu  gleicher  Zeit  ein  Windungs- 
puukt  k  —  1'",  l  —  l"^'',  m  —  1%  u.  s.  w.  Ordnung  sein  kann. 

Vorausgesetzt  nun,  dass  es  uns  aus  den  bekannten  Eigenschaften 
einer  gegebenen  Function  gelingt,  die  einzelnen  Windungspunkte  und 
die  dazu  gehörigen  Cyclen  zu  ermitteln,  so  wäre  im  Vorigen  eine 
allgemeine  Methode  für  die  Construction  der  Riemann'schen  Fläche 
gegeben,  von  deren  Punkten  als  Ort  der  unabhängigen  Variabein 
eine  gegebene  mehrdeutige  Function  eindeutig  abhängt,  und  wir  wol- 
len nur  noch  zum  Schlüsse  dieser  Vorlesung  die  obigen  Äuseinander- 
setzuügeu  und  .Methoden  durch  ein  etwas  complicirteres  Beispiel  er- 
läutern. 

Sei  "</^'Zrh       n 

die  zu  untersuchende  mehrdeutige  Function,  imd  mögen  drei  beliebige 
Werthc  der  drei  Wurzelgrössen 

(s  —  Ol)  y'^  —h,    "y~^,    ^g  —c 
resp.  mit 

I,  1,  t 

bezeichnet  werden,   so  lassen  sich  nach  der  ersten  Vorlesung,   weun 

a  =  cos  — -  -(-  *  sin    -  -     und     ß  =  cos \-  i  sin  ^^— 

gesetzt  wird,  die  m  .  n  verschiedenen  Wertlie  jener  Function  w  in 
der  Form  darstellen: 

»1-    l  +  E,   «.+1-    ~  +  K> »(.-.i.+i -    \+l<-'i 


Da  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  folgt,  dass  s  =  (Lkeiii  Ver- 
zweigungspunkt ist,  so  wird  es  sich  somit  nur  um  die  Untersuchung 
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der  zu  den  Yerzweigungspuntten  s  =  1},  0,  c  gehörigen  Cycien  han- 
deln. Eine  einmalige  Umkreisung  des  Punktes  6  in  positiver  Dre- 
huiigsrichtiing  wird  aber  ^  mit  der  m^""  Einheitswurzel  «  behaften, 
nnd  es  werden  somit  die  Werthe  tVy,  w^,  ■  •  ■  ■  w,^  der  Reihe  nach  in 
einander  übergeben;  dasselbe  gilt  von  den  Gruppen  einer  jeden  Verti- 
calreihe,  und  es  ergeben  sich  somit  für  den  Verzwoigungspunlst  S 
die  folgenden  Cycleii 

/Ä*,  44   .  .  .  .   U.-.  0„A 

\co.,  ci.j  .  .  .  .       «,„  Ol  /  ' 

\fi)„f4.ao™+3  -■-■  Cäm    <»™+i/  Vß'(«-i|,i,+.3ra(«-i)«,+3  ■•■■  w„,,     (ö(,_,,,„_|_i/ 

Wird  dagegen  der  Nullpunkt  einmal  umkreist,  so  wird  ij  die  w'" 
Ei nheits Wurzel  «  zum  Factor  erhalten,  also  —  den  Factor  —  oder 
K'"—'-,  und  es  wird  somit  Wj  in  w,„,  w„^  in  w,«—!,  .  . .  .  «P^  in  w, 
übergeben;  dasselbe  wird  wiederum  für  die  andern  Gruppen  einer 
jeden  Yerticalreihe  gelten,  so  dass  wir  für  den  Verzweigungspunkt 
s  =  0  die  Cycien  erhalten 

Der  Verzweigungspunkt  s  =  e  endlieh  wird  bei  einmaliger  Umkrei- 
sung für  g  als  Factor  die  n"*  Binheitswurzel  ß  liefern,  und  es  werden 
sieb  somit  die  aus  den  Horizontalreihen  bestehenden  Cycien  ergeben: 

/W,  lV,n  +  l     ....   5(V_a),„  +  i  W(„_i)m  +  i\  /-iü™     i(l2,„   ....   Wjn-iim  «"nmX 

V^m  +  1  JCani'+I    ....    W(„_i)m  +  1  W^  /  Vwim  Wj  m    ....    Wnm  "^tii  / 

Nachdem  nun  die  Cycien  für  die  einzelnen  Veczweigungsp unkte  ge- 
funden, wird  es  leicht  sein,  nach  der  früher  gegebenen  Methode  die 
Construction  der  w  .  m  blättrigen  Riemann'schen  Kugelfläche  aus- 
zuführen. Bemerkt  man  nämlich,  dass  z.  B.  die  beiden  zu  den  Ver- 
zweigungapunliten  &  und  0  gehörigen  Cycien 

/»,»,....»,._,».A       ^,    p    ...       ».^.....»-A 

Wj  iCj    .  .  .  .    tV,a         Wi  }  \Wia  tß,a^t  if^-2   ....    Wj 

Übereinstimmen,  wenn  die  Drehungsriebtun  gen  für  die  resp.  Umläufe 
entgegengesetzt  genommen  werden,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehen- 
den, dass  man  diese  m  Blätter,  wie  die  beistehende  Figur  zeigt, 
längs  einem  von  6  nach  0  gezogenen  Verzweigungsschnitte  zusammen- 
heften kann,  und  dasselbe  wird  von  je  zwei  entsprechenden  Cycien 
von  w,  Elementen  der  beiden, Verzweigungspußkte  6  und  0  gelten, 
so  dasa  somit  immer  je  w  Blätter  längs  dem  Verzweigungsschnitte 
&0  zusammenhängen.  Was  endlich  den  Punkt  ?  =  e  betrifft,  so  ziehe 
man  von  diesem  Punkte  aus  einen  Vcrzweiguugsschüitt   nach   dem 
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imendlich  entfernten  Punkte  und  hefte  längs  demselben  je  n  Blätter, 
wie  es  die  oben  aufgestellten  Cyden  bestimmerij  aneinander. 

Dass  nun  aber,    wie   aus   den  obigen   allgemeinen   Auseinander- 
setzungen hervorgeht,   der  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  hier- 


durch fisirte  Zusammenhang  der  Kugeln  in  der  That  ein  richtiger 
ist,  ergiebt  sich  aus  der  Untersuchung  der  Verzweigung  für  den 
Punkt  s  =  oo  oder  /^  0,  wenn 


gesetzt  wird;  für  diese  Substitution  geht  nämlich  unsere  Function  in 

über  und  lässt  durch  ihre  Form  unmittelbar  erkennen,   dass  /  =  0, 
also  ^  =  cxj  ein  nfacher  Verzweigungapunkt   ist,  für   welchen,  wie 
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aus  der  obigen  Weithezasammenstelluiig  hervorgeht,  die  folgenden 
Cjclen  statthaben: 

/M),  W(n-l)m  +  l    ....    Ü>m-t-i\  /Wm     W„m  ....    lVi„\ 

\MI(„_H„,4-1  W{„_s)„i  +  1    .  .  .  .   tf!i        )  XM'am  tD^^  —  l)m    ....    W/n   / 

Man  erkennt,  dasa  die  Cjclen  für  den  unendlich  entfernten  Punkt 
und  s  =  e  bei  entgegengesetzter  Drehiingsrichtung  dieselben  sind, 
und  es  lässt  sich  somit  in  der  That  ein  Verzweigungs schnitt  von 
s  =  c  nach  s  =  oo  legen,  längs  dem  die  Blätter  in  der  angegebenen 
Weise   zusaranieuhängen. 

Hierdurch  ist  die  Riemann'sche  Kugelfläche  für  jene  Function 
IV,  welche  im  Allgemeinen  für  jeden  Werth  der  Variabein  mn  ver- 
schiedene Werthe  liefert,  der  geometrische  Ort  von  Punkten  gewor- 
den, von  denen  w  eindeutig  abhängt. 
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Die  Verwandlung  der  nt&ch  Zusammenhang  enden  Eiomann'schen 
Fläche  in  eine  einfach  aus  am.menhäng  ende. 

Nachdem  in  der  letzten  Vorlesung  die  nblättrige  Uiemann'sche 
Flächü  als  geometriaelier  Ort  von  Punkten,  von  welchen  die  ursprüng- 
lich n  deutige  Function  jetzt  eindeutig  abhängt,  definirt  und  die  all- 
gemeine Methode  zu  ihrer  Coiistruction  angegeben  worden,  wird  es 
iiötbig  sein,  um  später  Unterbrechungen  zu  vermeiden,  an  dieser 
>Stelie  einige  weitere  geometrische  Betrachtungen  anzustellen,  deien 
analytische  Bedeutung  erst  nachher  bei  Einführung  dei  complesen 
Integrale  klar  hervortreten  wird. 

Man  nennt  Theile  einer  Flache  zusammenliängmd ,  wenn  man 
von  einem  Punkte  des  einen  Theiles  zu  einem  Punkte  des  andern 
durch  einen  continuirlichen  Zug  auf  der  Flache  gelangen  kann,  ohne 
die  Begränzung  der  Theile  zu  schneiden,  und  sagt,  cm  zusammen- 
hängender Theil  einer  Fläche  ist  vollständig  begränzt,  wenn  man 
nicht  von  einem  Punkte  dieses  Theiles  zu  einem  Punkte  des  an- 
stoBsenden  Theiles  gelangen  kann,  oder  besser,  wenn  man  nicht  von 
einem  Punkte  desselben  zu  der  Gränze  der  ganzen  Flache  geUngen 
kann,  ohne  die  Begränzungslinien  jenes  Stückes  selbst  ^u  treflen, 
wobei  wir  ein  für  allemal  im  Folgenden  voraussetzen  werden,  dass 
nur  solche  Begränzungslinien  in  Betracht  gezogen  weiden,  welche 
nicht  durch  Verzweiguugs punkte  gehen,  Soll  diese  Definition  des  voll- 
ständig begränzten  Flächen  Stückes  auch  auf  geschlossene  Flächen*), 
wie  z.  B.  die  ganze  Eiemann'sche  Fläche  es  ist,  anwendbar  sein, 
so  muss  die  geschlo's'^ene  ilache  daduich  zu  einer  bcgiinzten  ge- 
macht werden,  dass  wu  iigend  einen  Punkt  deiselben  duich  eine 
unendlich  kleine  £feschlo'.;>ene  Linie  aussondern  welche  dann  die  Be- 
gränzungslinie  der  geaamniten  Flache  bilden  wnd  Aus  diesei  letzten 
geometrischen  Anschauung  geht  abei  unnuttelbai  hervor,  d<tss,  wenn 
eine  Begränzungslinie  ein  Jlachenstuck  emer  geschlob'^eneu  Rie- 
mann'scheu  Flache  nicht  vollständig  begränzt,  es  möglich  sein  wird, 

*}  Gesehlossese  Fliehen  (.ollen  solche  genannt  werden  weli.te  dea  unend- 
lichen Ea'in!  in  KWta  iiicht  zusimmenhängPuUe  1  heile  zeilegen  d  h  m  zwei 
Continua  pon  Punkten  in  h  eichen,  n  an  \on  dem  einen  statig  iu  dem  andern 
nur  dadurch  gelangen  kann,  da«»  mii   jene  Fläche  durchtth neidet 
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von  jedem  Puukte  dieses  F lachen si.ück es  zu  jedem  Punkte  der  Fläche 
(als  Gränze  derselben),  also  auch  von  emem  der  einen  Seite  <!er  Be- 
gränzungslinie  uuendlich  benachbarten  Punkte  zu  dem  auf  der  andern 
Seite  derselben  unendlich  nahe  liegenden  in  einem  continuirlichen 
Zuge  auf  der  Fläche  zu  gelangen,  ohne  die  Begränzungslinie  zu  tref- 
fen, oder  anders  ausgesprochen,  einen  Punkt  der  einen  Seite  der 
Begränzungslinie  mit  dem  unendlich  benachbarten  Punkte  der  andern 
Seite  derselben,  ohne  die  Grenzlinie  zu  schneiden,  durch  eine  con- 
tinuirliche  Linie  zu  verbinden;  dass  umgekehrt,  wenn  dies  möglich 
ist,  das  Plächenstßck  der  geschlossenen  Fläche  nicht  vollständig  be- 
gränzt  ist,  ist  unmittelbar  einleuchtend,  da  die  beiden  zu  verschie- 
denen Seiten  der  Begränzungslinie  liegenden  Punkte  zu  verscliiedenen 
Fla  eben  stücken  gehören*),  und  mit  der  Existenz  jenes  continuirlichen 
Zuges  angenommen  wird,  dass  man,  ohne  die  Begränzungslinie  zu 
überschreiten,  von  dem  einen  Flächenstück  in  das  andere  gelangen 
kann. 

Vor  allen  Dingen  wird  es  leicht  sein,  sieh  von  dem  verschiedenen 
Charakter  einzelner  Flächen  in  Bezug  auf  die  Art  und  Anzahl  der 
Linien  zu  überzeugen,  welche  die  vollständige  Begranzung  von  Thei- 
len  derselben  bilden.  So  wird  jede  innerhalb  des  in  einem  Blatte 
der  Riemann'schen  Fläche  vollständig  begränzton  Flächen  stück  es 
ahcdO  beüiidliche  geschlossene  Curve  a'Vcä'  wieder  eirien  Flächen- 


theil vollständig  begränzeu,  und  dasselbe  wird  bei  der  zweihlättrigen 
Fläche,  deren  Verzweigungspunkt  0  ist,  stattfinden,  da  jede  geschlos- 
sene Linie  diesen  Punkt  garnicht  oder  zweimal  umkreist,  und  es  daher 
nicht  möglich  ist,  von  Funkten  innerhalb  der  Curve  a'  V  c  d'  zu  der  Gränze 

*)  Wobei  natiirlicli  nur  uon  einfachen  Begränzungalinien  und  nicht  von 
Doppellinien  die  Eede  ist,  wie  ee  die  später  zu  definirenden  Qnerschnitte  sein 
werden,  die  in  ihre»  beiden  Seiten  Gründen  desselben  Flach enstückea  sind. 
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der  ganzen  Fläche  ab  cd  zu  gelangen,  ohne  die  Begränzungslinie 
jenes  Theiles  zu  durchschneiden.  Ebenso  wird  endlich  die  geschlos- 
sene zweiblättrige  Riemann'sche  Fläche  mit  den  beiden  Verzwei- 
guiigspunkten  a  und  h  und  dem  Verzweigungsschnitte  ab,  durch  die 
im  ersten  Blatte  befindliche,  in  sich  zurücklaufende  Curve  p  in  zwei 
Theile  zerlegt,  von  denen 
'  der  eine  das  abgewandte 


"■■x  unendliche       Ku  gelstück 

^/</V  "■••,_            des  ersten  Blattes  ist,  der 

/           \  '\        andere  aus  dem  übrigen 

/                  \  '\     Theile  des  ersten  Blattes 

/                      \  \    und  dem  ganzen  zweiten 

-'"I 6    [  '    Blatte   be&teht,    und  füi 

'  jedes  diesei   lieiden  Flä- 

f  chenatucke   ist   unmittel- 
bar zu  sehen,  dass  man, 

y  ohne  die  Granzlmie  ji  zu 

^  nbersubreiteu,  nicht  zwei 

~  "  diesei  Linie  unendlich  he- 


nachbarte,  also  in  dem  ersten  Blatte  befindliche  Punkte  durch  einen 
continuirlichen  Zug  mit  einander  veibinden  kann,  und  dass  somit 
die  beiden  Flächentheile  vollständig  begranzt  sind  *) 

Wesentlich  anders  wiid  es  sich  mit  der  von  den  Cuiven  ab  cd 
Pjg^  19  und  ab  CiX  begranzten,  m  emem 

* Blatte   gelegenen  Ringfiäche   ver- 

halten, indem  eine  innerhalb  jenes 
Raumes    befindliche    geschlossene 
Curve   ß"  h"  c"  d"  keineswegs  hin- 
/  /    j^^^^  \      «lert,    von    irgend    einem    Punkte 

""^°^~"^  der    zu    beiden    Seiten    derselben 

5  ajistossenden  Theile,  ohne  diese 
Curve  selbst  zu  überschreiten,  in 
continuirli ehern  Zuge  zu  den  Grän- 
zen  der  gegebenen  Ringfläche  zu 
gelangen  und  somit  keinen  Fläehen- 
theil  jenes  Ringes  vollständig  be- 
gränzt. 

Aehnlich  gestaltet  es  sich  für  das  durch  die  geschlossene  Linie  ^ 
begränzte  Plächenstück  einer  geschlossenen  doppelb^ttrigen  Fläche 
mit  den  drei  Verzweigungspunkten  a,  b,  c,  von  denen   aus  drei  Ver- 

*)  Wir  werden  von  nun  am,  wenn  nac  awei  Blätter  einer  Pimclion  in  Be- 
tracht kommen,  die  im  ersten  Blatte  verlaufen  de  Linie  anszielien,  wiilirend  wir 
die  im  zweiten  Blatte  liegende  piiiiktiren. 
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ZW  ei  gl]  iigs  schnitte  nacli  dem  unendlich  entfernten  Punkte  gelegt  sind, 
längs  denen  das  erste  und  zweite  Blatt  zusammenhängen;  denn  es 
iässt  sich,   wie   aus    der  Figur   unmittelbar   zu  ersehen,   der   Punkt  a 


auf  der  einen  Seite  der  p-Linie  mit  dem  unendlich  benachbarten 
Puntte  ß  auf  der  andern  Seite  dieser  Linie  durch  einen  continuir- 
lichen  Zug,  welcher  die  Begränzungslinie  p  nicht  schneidet,  verbinden, 
und  ea  ist  somit  das  von  p  begränzte  Flächenstiick  nicht  vollständig 
begränzt. 

Man  nennt  nun  nach  Eiern  ann  diejenigen  Flächen,  in  welchen 
jede  geschlossene  Linie  einen  Fläch  entheil  vollständig  begränzt, 
einfach  zusammenhängende,  und  solche,  in  denen  dies  nicht  stattfindet, 
mehrfach  eusammenkängende,  und  es  soll  das  Ziel  der  nachfolgenden 
Untersuchung  sein,  durch  Einführung  gewisser  Schnitte  jede  mehr- 
fach zusammenhängende  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende 
zu  verwandeln. 

Um  vor  allen  Dingen  eine  Eintheilung  der  mehrfach  zusammen- 
hängenden Flächeu  zu  gewinnen,  müssen  wir  den  folgenden  Hülfs- 
satz  vorausschicken: 

Wenn  ein  System  von  geschlossenen  Ciirven  a,  auf  welchen  kein 
Versweigungspunkt  liegt,  mit  einem  System  von  eben  solchen  Ourven  b 
ein  ConÜmmm  von  Fmikten  einer  Biemannscken  Fläche  vöüstmdig 
begränsi,  wenn  ebenso  das  erste  System  der  Curven  a  mü  einem  eben- 
solchen System  von  Curven  c  ein  anderes  Contimiitm  von  Pwiklen 
derselben  Flüche  vollständig  begrünst,  so  wird  das  System  der  Curven 
h  mit   dem  System   der   Gtirven   c   die   vollständige  Segränmng    des- 
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jmigen  Continwims  von  Funhien  bilden,  welches  am  den  heiden  Funkte- 
coinplexen  zusammengesetzt  ist,  wenm  di^entgen  Punkte  ausgeschlossen 
werden,  die  jenen  heiden  gemeinsam  sind. 

Wäre  nUmlich  jenes  dritte  Contiiiuum  durch  die  h  und  c  Linien 
nicht  vollständig  begränzt,  so  mOsste  es  nach  den  obigen  Auseinan- 
dersetzungen möglich  sein,  ohne  üeberschreitung  der  Gränzlinien  zu 
der  Begräuzung  der  gegebenen  Fläche  zu  gelangen,  oder,  wenn  die- 
selbe geschlossen  ist,  zwei  zu  beiden  Seiten  der  &-  oder  c-Linien  un- 
endlich nahe  liegende  Punkte  durch  einen  continuir liehen  Zug  auf 
der  Fläche  mit  einander  zu  verbinden,  ohne  die  Begränzungslinien  zu 
treffen.  Dass  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  folgt  unmittelbar  aus  dem 
Anblick  der  drei  möglichen  Fälle  der  Lagen  der  a,  6,  c  Curven,  in 
denen  sich  die  in  Frage  kommenden  Räume  ausschli essen,  einschliessen 
oder  zum  Theil  decken.  Denn  da  im  ersten  Falle  sämmtHche  Punkte 
der  beiden  Käume  dem  neuen  Räume  angehören  und   nur   diese,  so 


müsste  ein  Üebergang  zur  Begräuzung  der  Fläche  oder  ein  coiiti- 
iiuirlicher  Zug  von  einer  Seite  der  Granzlinie  zur  andern  von  den 
zwischen  a  und  b  oder  zwischen  a  und  c  befindlichen  Punkten  aus 
möglich  sein;  da  jedoch  die  Räume  der  Voraussetzung  nach  vollstän- 
dig begräuzt  waren,  so  könnte  dies  nur,  wenn  der  Uebergaug  nicht 
durch  die  Gränziinien  b  und  c  geschehen  sollte,  durch  Punkte  der 
«■Linie  stattfinden,  welche  Annahme  unzulässig  ist,  da  die  Linie  a, 
auf  welcher  der  Voraussetzung  nach  keine  Verzweigungspunkte  liegen, 
offenbar  nach  ihren  beiden  Seiten  hin  nur  in  die  Flächenräume  ab 
oder  ac  führt,  und  man  somit  beim  U  eher  schreiten  derselben  in  dem 
betrachteten  Flächenraume  verbleibt.  Im  zweiten  Falle  ist  leicht  ein- 
zusehen, dass,  weil  der  Raum  ic  ein  Theii  des  vollständig  begränzten 
Raumes  ac  ist,  man  von  Punkten  des  Raumes  bc  aus  zu  Punkten, 
welche  ausserhalb  ac  oder  innerhalb  ab  liegen,  nur  gelangen  kann, 
wenn  eine  der  Gränziinien  b  oder  c  überschritten  wird.  Denn  da 
man  von  y  aus,  weil  ah  ein  vollständig  begränzter  Raum  ist,  nach 
a  nur  durch  üe  her  schreiten  der  Gränziinien  a  oder  b  gelangen  kann, 
also,  da  b  und  e  nicht  durchschnitten  werden  sollen,  von  y  ungehin- 
dert nach  ß  muss   kommen  können,   andererseits   aber    dies  letztere 
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wegen  der  vollständigen  Begränzung  des  Eaumes  ac  auch  mcht  mög- 
lich ist,  so  wird  mau  von  y  aus  in  ausserhalb  des  Baumes  he  gelegene 
Theile  nur  durch  Uebevschreiten  der  Gränzlinien  &  oder  c  gelangen 
können  und  somit  der  Raum  6  c  ein  vollständig  begränzter  sein. 
Endhch   ergieht   sich   uu  ^      22 

inittelbai  ans  den  beiden 
vorigen  lallen  lueh  für 
den  dritten  Fall  die  Rich- 
tigkeit dei  ausgesproche- 
nen Satzes,  der  nui  noch 
an  zwei  einfachen  Bei- 
spielen erlauteifc  werdpu 
soll  So  weiden  in  dei  dop- 
pelblattngen  Flache  mit 
den  diei  Doppelpunkten 
a,  &,  c,  in  welcher  die 
Curven  j»  und  g  sowohl  als  5  und  r  einen  Theil  dieser  Riemann'- 
schen  Fläche  vollständig  begränzen,  da  man,  ohne  die  Begränzungs- 
linien  zu  durchsehneiden,  aus  dem  Flächentheil  nicht  heraustreten 
kann,  auch  die  Curven  jo  und  v  die  vollständige  Begränzung  eines 
Continuums  von  Punkten  bilden,  und  es  werden  ebenso  in  der  doppel- 
blättrigen  Fläche  mit  zwei  Verzweigungspunkten  a  und  \>,  welche 
durch  einen  Yerzweigungsschnitt  mit  ^ 

einander  verbunden  sind,  die  Curven 
q  und  r  einen  Eaum  vollständig  be- 
gränzen,  da  ^  und  5  sowohl  als  ^ 
und  r  die  vollständige  Begränzung 
von  Räumen  dieser  Riemann'schen    / 
Fläche  bilden,   und  zwar  liegt  der  / 
von  p  und  g;  begränzte  Baum,  wie  | 
unmittelbar    zu    sehen,    im    ersten  1 
Blatte,  während  die  von  j9  und  r, 
sowie  von  g  und  1  begrenzten  Rrtume 
aus  den  entspiechenden  Bäumen  des 
ersten  Blattes  und  dem  gesammten 
zweiten  Blatte  bestellen 

Bevor  wii  nun  zu  Emtheilung  dei  mehifach  zusimmenhängen- 
deu  Flächen  ubeigeheu  wiid  es  nothig  lem  zu  zeigen  diss  dieselben 
von  wesentlich  verschiedener  Natur  sein  können  denken  wir  uns 
namlich  ezneiseife  em  begianztes  &tuck  einer  einlachen  Biemann- 
»«ehen  IvugelÜiche  und  aus  demselben  einen  Theil  hei  ausgeschnitten, 
und  andeierseit»  ein  ebeuoolehes  btück,  aus  dem  zwei  deiartige  Theile 
ibgetreimt  -^  oiden,  welche  m  dei  Figur  durch  Sehraffiiung  angedeutet 
sind,  ao  werden  sich  m  der  ersten  t  lache  geschlossene  Linien  a  ziehen 
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käsen,  welche  für  sich  ein  Flächenstück  vollständig  begränzen  imd 
auch  solche  Linien  b,  welche  für  sich  allein  noch  nicht  die  vollstän- 
dige Begi-änzung  eines  Flächentheües  bilden,  jedoch  mit  jeder  belie- 
bigen andern  Linie  c,  welche  nicht  schon  für  sich  ein  Mächeiistiick 
vollständig  begränzt,  einen  aolchen  Fläehentheil  abschliessen;  in  der 
zweiten  Fläche  dagegen  giebt  es  zwar  auch  Linien  a  von  der  ange- 
gebenen Beschaffenheit,   doch  wird  je  eine  Linie  h,   welche  für  sich 


noch  keinen  Plächenraum  vollständi^begränzt,  nicht  mit  allen  ge- 
schlosseneu Linien  derselben  Art  die  voUständige  Begränzung  eines 
Flächentheiles  bilden,  wie  z.  B.  h^  und  Cj,  wahrend  6j  und  c,  einen 
solchen  Theil  vollständig  abschliessen.  Wenn  man  jedoch  in  dieser 
Fläche  von  zwei  geschlossenen  Curven  ausgeht,  welche  weder  für  sich 
noch  mit  einander  einen  Flächentheil  vollständig  begränzen  wie  &j 
und  öj,  so  sieht  man  unmittelbar  ein,  dass  jede  geschlossene  Curve 
der  angegebenen  Art,  z.  B.  q  oder  c^  mit  h^  oder  6^  oder  &j  und  öj 
zusammen  die  vollständige  Begränzung  eines  Flächentheiles  bildet; 
zugleich  ergiebt  sich  aber  aus  den  vorliegenden  Figuren,  dass  diese 
Eigenschaft  nicht  bloss  gewissen  Linien  6,  öj^S^  zukommt,  sondern 
dass  je  eine  oder  je  zwei  andere  geschlossene  Linien,  die  weder  für 
sich  noch  mit  einander  einen  Flächenraum  vollständig  begränzen, 
einzeln  oder  beide  zugleich  mit  jeder  andern  die  vollständige  Begrän- 
zung eines  Flächentheiles  bilden.  Diese  letztere  Eigenschaft  ist  aber, 
wie  jetzt  mit  Benutzung  des  oben  bewiesenen  Hülfssatzes  gezeigt 
werden  soll,-  eine  allen  Riemannschen  Flächen  und  denen,  welche 
durch  Abtrennung  einzelner  Stücke  aus  der  Riemannsehen  Fläche 
entstanden  sind,  eigenthümliche.     Denn  seien 

dl  a2  cit^  •  ■  • '  ci„ 
n  geschlossene  Curven,  welche  weder  für  skh  noch  unter  einander  emen 
Flächentheil  vollständig  hegränsen,  die  jedoch  smm  Theil  oder  alle  m- 
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sammen  mit  pdfit  hehekgen  gese}ilo'<sfnen  Cmve  Je,  die  wicht  schon  fm- 
sich  ein  Flackenstuck  vollständig  mnscUiesst,  die  vollständige  Begrän- 
stmg  eines  Flacheni mtmes  Inlden,  iö  soll  qesngt  wnden,  dass  je  n  l)e- 
Uebige  andere  Curven 

von  derselben  Beschaffenheit  wie  die  a-Cutvm,  ebenfalh  nuf  cinm' 
jeden  geschlossenen  Linie  h  ein  Contmuum  von  Punkten  voUstmiäig 
hegränsen. 

Es  ist  nämlich  leicht  einzusehen,  dass,  wenn 

geschlossene  Curven  bedeuten,  welche  weder  einzeln  noch  unter  ein- 
ander einen  Flächenraum  vollständig  begränzen,  eine  dieser  Curven 
durch  eine  andere  Curve  h  ersetzt  werden  kann,  welche  nicht  schon 
selbst  die  vollständige  Begränzung  eines  FlächenstÜclces  bildet.  Denn 
stellen  wir  uns  unter  k  eine  beliebige  aber  bestimmte  gesclilossene 
Linie  vor,  die  keinen  Flächentheil  abschliesst,  so  wird 

Ic  mit  «,  «2  ■  ■  ■  ■  (»„ 
zum  Theil  oder    mit   allen    zusammen   ein  Flächenstück    vollständig 
begränzen,  und  dasselbe  wird  für  die  specielle  Linie  b  gelton;  giebt 
es   nun   ein  gemeinsames  ar    für  die   Begränzungen  beider  Flärhen- 
theile,  so  wird  also 

ttr    mit    /;«!   «2   ■  ■  -  ör—l    öf  J-l  •  ■  ■  ßa 

und 

ür  mit  ba^  %  •  ■  -  ß^-i  a^+i  ■  ■  ■  a« 

also  auch  nach  dem  vorigen  Hülfssatze 

h  mit   Ö«!  «2  •  ■  ■    «r-l    ßr+l  ■  •  •  «n 

ein  FliLhenstiiek  vollständig  begränzen,  und  dasselbe  bleibt  bestehen, 
V,  enn  untei  den  a,  v,  eiche  mit  irgend  einem  h  zu  emei  i  ollst  mdigen 
Begränzung  verbunden  <5ind,  und  denen,  welche  mit  6  zu  emei  Be 
granzung  zusammengehören  sich  nicht  a  befandet,  indem  dann  1 
jedenfalls  auch  mit  deiijenigen  a,  welche  m  dem  Ehmmationsresultite 
enthalten  sind  eine  II liehe  vollständig  begimzt  Nichdem  nun  aber 
gezeigt  woiden,  diss  man  statt  einei  der  Linien  «^  a  ««  cm*' 
andere  geschlossene  Lime  b  setzen  ]  mu,  welche  für  sich  keinen 
Flichentheil  begranzt  und  zwai  --tatt  deijenigen  der  Limen  a,  welche 
auch  unter  den  mit  J  zu  einer  Begianzung  verbundenen  Linien  a 
enthalten  ist,  wird  ei  kicht  sein,  die  Kichtiakeit  de^  oben  ius^l 
sprochenen  "sitÄes  zu  eiwei'ieu,  dass  die  Linien 

dmch  den  C  Dmplex  dei  Linien 

Zj  h^        h 
ersetzt  werden  können,  wenn  diese  letzteren  weder  einzeln  noch  unter 
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eiiiaüder  einen  Fläebenraum  vollständig  begi'änzeii.  Den]i  ersetzt 
man  z.  li.  zuerst  a^  durch  &j,  so  wird  jede  geschlossene  Linie 

k  mit   &i  »1  %  ■  •  ■  ür-l    «r-I-l  ■  ■  •  «n 

ein  Kächenstück  vollständig  begränzen,  und  dasselbe  wird  also  auch 
62  thun,  wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  unter  den  mit  h.,  zur 
vollständigen  Begränzung  verbundenen  Linien  nothwendig  auch  eins 
der  oben  stehenden  a  enthalten  sein  muss,  weil  J,  mit  h^  der  Vor- 
aussetzung nach  nicht  die  vollständige  Begranzimg  eines  Flächen- 
stUckes  bilden  darf;  daraus  tbigt  aber  wieder  nach  dem  vorigen  Satze, 
dass  eine  dieser  «-Linien  durch  6^  ersetzt  werden  kann;  schliesst  mau 
so  weiter,  so  ergiebt  sieh  immittelbar,  dass  jede  geschlossene  Linie 
h,  die  nicht  selbst  ein  FlUchenstiick  abschliesst,  mit  den  Linien 

61  6j  ■  ■  ■  ■  6„ 
zum  Theil  oder  mit  allen  zusammen  einen  Flächenraum  vollständig 
begränzt.  So  wird  man  z.  B.  den  Complex  der  Linien  a^a^-  ■  ■  aa 
dm-ch  die  Linien  oi  «g  -  -  ■  (i'„  ersetzen  können,  wenn  a'i  mit  a\,  a'i  mit 
a^,  ■  ■  ■  a'n  mit  a„  einen  Flächentheil  vollständig  begränzen,  da,  wie 
leicht  zu  sehen,  die  Linien  al  «ä  ■  ■  ■  ■  a„'  weder  einzeln  noch  mit  ein- 
ander ein  Flächenstüek  vollständig  abschliessen.  Denn  wenn  einige 
der  «'  z.  B. 

a'a^'ß ßj, 

eine  solche  Begränzung  bilden,  so  wird,  weil 

a'a  mit  a'ß--  ■  ■  a'/,,  und  «'„  mit  Ua 
einen  Flächontheil  begränzen,  auch 

aaa'ß «;< 

dasselbe  leisten,  ebenso 

('.„  a^  ■■  - «;, 

u.  s.  w.j  endlich 

ß^  «^ a^, 

■was  nicht  sein  sollte.  Dasselbe  würde  statthuden,  wenn  z.  B.  (und 
diesen  Fall  werden  wir  brauchen') 

a'i  mit  öl  und  «„,  ai  mit  «3  und  a„,  •  ■  ■  •  ft'„—i  mit  n„„i  und  n„ 
einen  nächenraum  vollständig  begränzen,  indem  auch  dann 

«i  «i a'n~i  ö» 

w  geschlossene  Linien  sein  müssen,  welche  weder  einzeln  noch  mit 
einander  die  vollständige  Begränzung  eines  Fläch enstiickes  bilden. 
Denn  wenn  einige  der  a  mit  oder  ohne  n„  eine  soicho  Begränzung 
bilden  z.  B. 

fl«  ö^  ■  ■  öji  oder  a'a  cj*  ■  ■  ■  «J,  ff„, 
so  würde,  weil 

a'a  mit  a'j3  ■  ■  ■  a'/,  oder  a'a  mit  «^  ■  •  ■  «J,  «^  und  <i'^  mit  n^  und  n„ 
Flächentheile  vollständig  begränzen,  auch 
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die  voUatiindige  Begräiizung  eines  Flächentheilos  bilden  müssen,  was 
nicht  der  Fall  sein  sollte. 

Auf  Gcund  des  eben  bewiesenen  Satzes  aber,  dass  die  Eigen- 
schaft einer  Fläche,  die  darin  besteht,  dass  jede  in  ihr  befindliche 
geschlossene  Curve  mit  n  geschlossenen  Linien,  welche  weder  für 
sich  noch  unter  einander  die  Begränzung  eines  Flächensiückes  bilden, 
einen  Theil  der  Fläche  vollständig  begränzt,  von  der  Wahl  dieser 
w  Curven  unabhängig  ist,  d,  h.  dass  diese  Eigenschaft  der  Fläche 
besteben  bleibt,  welche  n  andere  Curven  von  derselben  Beschaffen- 
heit man  auch  an  die  Stelle  der  ersteren  setzen  mag,  lässt  sich  nun- 
mehr die  folgende,  fest  bestimmte  Definition  von  M-fach  zusammen- 
hängenden Flächen  aufstellen: 

Mne  Fläche  wird  eine  n  +  \-fach  smamtnenhängende  gencmnt, 
wemt  sieh  in  ihr  n  geschlossene  Owrven  ziehm  lassen,  welche  weder  fik 
sich  noch  unt^  einander  einen  Flächentheil  vollständig  hegrämen,  mit 
denen  ab^  (mm  Theil  oder  mit  allen  msammen)  jede  andere  geschlossene 
Curve  die  vollständige  Begränmng  eines  FlächensMlckes  bildet. 

Es  ist  mit  Hülfe  des  vorigen  Satzes  einerseits  unmittelbar  zu 
erkennen,  dass  die  wesentlich  auf  der  beliebigen  Wahl  der  n  ge- 
schlossenen Curvcü  beruhende  Definition  eine  völlig  bestimmte  ist, 
da  die  in  Bede  stehende  Eigenschaft,  wenn  sie  irgend  einem  Systeme 
von  n  Curven  zukommt,  nach  dem  vorher  gewonnenen  Resultate 
auch  für  ein  jedes  derartiges  System  bestehen  bleibt,  andererseits 
folgt  leicht,  dass  die  Klasse  der  n  -\-  1-fach  zusammenhängenden 
Flächen  von  der  Klasse  der  w-fach  oder  n  +  2-fach  zusammenhängenden 
vollständig  getrennt  ist,  indem  auf  der  «-fach  zusammenhängenden 
Fläche  n  geschlossene  Curven  stets  einen  Flächentheil  vollständig 
begränzen,  und  auf  der  n  +  2-fach  zusammenhängenden  nicht  be- 
liebige n  -\-  1  geschlossene  Curven  stets  die  vollständige  Begränzung 
eines  Fläch enstuckes  bilden  dürfen,  wie  es  bei  der  m+' 1-fach  zu- 
sammenhängenden Fläche  der  Fall  ist. 

Nachdem  somit  eine  Eintheilung  der  mehrfach  zusammenhängen- 
den Flächen  gewonnen  ist,  gehen  wir  unmittelbar  zu  der  Jjösung 
der  für  die  Theorie  der  Functionen  fundamentalen  Aufgabe  über, 
die  mehrfach  zusammenhängenden  Iflächen  durch  passend  geführte 
Schnitte  in  einfach  zusammenhängende  zu  verwandeln,  und  werden, 
um  diese  Zerschneidung  in  einer  für  alle  Riemannschen  Flächen 
gültigen  Form  darstellen  zu  können,   wieder,   wie  diese  schon  früher 
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geschehen,  annehmen,  iJi&s  bei  vollständig  geHchlosseiien  Riemaiin- 
sclien  Fhchen  ein  behebiger  Punkt  derselben  durch  eine  unendlich 
kleine  Luiie  ausgeschlossen  werde,  welche  als  Gräuze  der  ganzen 
Fläche  zu  betrachten  sein  wird. 

Gehen  wir  von  hestimrateu  einfachen  Fällen  ans,  so  ist  für  die 
erste  der  beistehenden  mehrfach  zusammenhängenden  Flächen  un- 
mittelbar klar,  dass,  wenn  zwei  Gränzpunkte  der  Fläche  a  und  ß  mit 
einander  verbunden  und  die  beiden  Seiten  dieser  Verbindungslinie 
aß  als  Gränzlinien  der  neuen  Fläche  aufgefasst  werden,  diese  Ring- 
fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  wird,  da  jede 
geschlossene,  in  der  neuen  Fläche  hegende  Linie  einen  Flächentheil 
voUsländig  begränzi,  wobei  jedocli  zu  bemerken,  dass  jene  Verbindunga- 
iinie  zwei  Gränzpunkte  der  Fläche  nicht  so  mit  einander  verbinden 


Fig.  25. 


darf^  dass  durch  diese  Linie  wie  z,  B.  durch  a  eine  Zerstückelung 
der  genannten  Fläche  eintritt;  und  ebenso  wird  in  der  zweiten  Figur 
die  dreifach  zusammenhängende  Fläche  durch  die  Schnitte  ttß  und  yd 
in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  werden. 

Definiren  wir  nun  allgemein  als  Querschnitt  der  mehrfach  zusam- 
menhängenden Riemannschen  Fläche  eine  Verbindungslinie  zweier 
Gränzpunkte  derselben,  welche  der  Bedingung  unterworfen  ist,  die 
Gränze  der  Fläche  nur  in  diesen  beiden  Punkten  zu  treffen  und  die 
Fläche  nicht  zu  zerstückeln  d.  h.  dieselbe  in  zwei  an  beide  Seiten 
des  Querschnittes  anstossende  Theile  zu  zerlegen,  die  mit  einander  im 
Zusammenhange  stehen,  so  soll  der  nachstehende  wichtige  Satz  be- 
wiesen werden: 

Eine  n  -\-  1-fack  susammmhängmäe  Flache  F  wird  äv/rch  einen 
Querschnitt  m  eine  nrfach  msaimnenhängmäe  F'  verwandelt,  wenn 
festgesetzt  wird,  dass  die  dureh  aUmahUge  Zersehneidung  enisiehenden 
Segrämimgsfheile  ftir  die  weitere  Zerschneidung  lereifs  als  Segrän- 
zung  gelten,  wid  somit  ein  Querschnitt  "keinm  Funkt  mehrfach  durch- 
schneiden,  ivohl  aber  in  einem  seiner  früheren  Ptmläe   enden   hann; 
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jede  einfach  msarninerhliängende  Fläche  dagegen  wird  durch  einen  sol- 
chen  Qua  schnitt  tset  stückelt  d.  h.  mswei  nidit  susammenhängende  TheÜe 
gerlegt 

Zum  bessern  Verständaiss  des  Beweises  dieses  Satzes  will  ich 
die  Richtigkeit  desselben  erst  für  eine  specielle  Gattung  von  Quer- 
schnitten erweisen  imd  den  zu  machenden  Auseinandersetzungen  ent- 
sprechend die  Cunstruction  der  Querschnitte  für  die  doppe] blättrige 
Riemannsche  Fläche  mit  den  drei  Verzweigungspwnkten  a,  ß,  y  für 
zwei  verschiedene  Lagen  der  Verzweigungsschnitte  beifügen;  stellen 
dann  in  den  folgenden  Figuren  a,  und  a^  zwei  geschlossene  Cur- 
Ten  vor,"  die  weder  für  sieh  noch  mit  einander  einen  Flächentheil 
vollständig  begr'änzen,  Ä  irgend  einen  beliebigen  Punkt,  welcher  der 
früheren  Annahme  zufolge  die  unendlich  Meine  Begränzung  der  ge- 
schlossenen Fläche  bildet,  jj  q^  <^^^  noch  genauer  zu  definirenden 
Querschnitt  und  l  eine  beliebige,  den  Querschnitt  nicht  schneidende 
geschlossene  Linie,  so  wird,  wenn  man  in  der  allgemeinen  Ausein- 
andersetzung die  Zahl  2  statt  n  setzt  und  die  Oonstmction  an  diesen 
beiden  Figuren  verfolgt,  das  folgende  Raisonnemeut  leicht  verständ- 
lich sein,  wenn  noch  bemerkt  wird,  dass  die  im  ersten  Blatte  befind- 
lichen Linien  ausgezogen,  die  im  zweiten  Blatte  liegenden  punk- 
tirt  sind. 

Seien  a^  a^  .  .  .  a^  n  geschlossene  Curven  einer  n  -[-  l  fach  zu- 
sammenhängenden Fläche  F,  die  weder  einzeln  noch  unter  einander 
einen  Flächentheil  vollständig  begränzen,  so  whd  man  von  gegen- 
überliegenden Punkten  der  Curve  «„  aus,  ohne  die  Begränzungslinien 
«1%  ...  ß«-i  zu  schneiden,  zwei  Linien  Qi  und  g^  continuirlich 
nach  zwei  Punkten  der  Granze  der  Riemann'schen  Fläche  fähren 
können,  welche  in  dem  gewählten  Beispiel,  da  die  Begränzung 
nur  aus  dem  Punkte  A  besteht,  beide  in  diesen  Punkt  hineinführen, 
während  dies  z.  B.  in  den  früher  behandelten  ßingflächen  nicht  der 
Fäll  sein  wird.  Wird  diese  Linie  g^  g,  noch  der  Bedingung  unter- 
worfen, dass  sie  sich  selbst  nicht  schneidet,  was  sich  offenbar  in 
jedem  Falle  erreichen  lässt,  so  kfmn  sie  der  obigen  Definition  gemäss 
als  ein  bestimmter  Querschnitt  der  n  -j-  1-fach  zusammenhängenden 
Eiemann'schen  Fläche  F  angesehen  werden*),  und  es  wird  sich 
fur's  erste  d^um  handeln,  nachzuweisen,  dass,  wenn  dieser  Quer- 
schnitt in  seinen  beiden  Seiten  als  neue  Begränzungslinie  der  ge- 
gebenen Fläche  F  aufgefasst  wird,  welche  in  ihrer  neuen  Begrän- 

*)  da  die  aus  gi  und  ga  bestehende  Linie  zwei  Begräazungap unkte  ver- 
bindet, eich  Beilist  nicht  achneidet  und  endlich  auch  die  Fläche  nicht  zeratäckelt, 
weil  die  Linie  a^^ ,  ohne  den  Quersclinitt  zu  schneiden,  von  einem  Punkte  der  einen 
Seite  deBEclben  in  einem  contiuuiirlichen  Zuge  zu  dem  gegenüberliegenden  auf 
der  andern  Seite  führt;  es  ist  hierdureli  Bogleich  die  Existenz  eines  Querschnittes 
einer  n  -}-  l-faeh  znsammeuhängenden  Fläche  nachgewiesen. 
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aung  mit  F'  bezeichnet  werden  soll,  diese  letzto  Flüche  mir  n-fach 
zusammenhängend  ist,  d.  h.  dass  jede  geschlossene  Curve  der  Flüche 
F'  mit  irgend  welchen  n  —  1  geschlossenen ,  weder  einzeln  noch 
unter  sich  einen  Flächentheil  von  F'  vollständig  einsebliessendeu 
Linien  die  vollständige  Begränzung  eines  Pläehenstückes  bildet.  Als 
solche   n  —  1    Linien    wird   es   offenbar    erlaubt   sein,    die    Curven 


Fig.  26. 


(Vj  a  ün    1  anzusehen,  da  dieselben  emerseit'^  der  Voi aussetz un^f 

nach  ^on  dom  Queischnitte  ni<.ht  getiofEen  werden  und  &omit  j,inz 
und  gir  der  ueupn  Fliehe  .F  ingehmcu,  andereiseits  ibei  auch  weder 
einzeln  noch  mit  eniandti  emen  Fkchentlieil  der  neuen  flache  F 
vollständig  bej,imzen,  und  zwar  folgt  dieses  letztere  unmitteUnr 
daraus,  dasa,  weil  jtne  Cir\en  dei  Ännihmt  nich  nicht  die  voll 
&t  mdige  Begianzung  eines  Theiles  dei  Flache  F  bildeten,  es  möglich 
sein  musate,  von  Punkten  des  m  ßede  =(tehenden  Theiles  an  die  Be 
grmzung  dei  gegebenen  Flache  F  zu  gelangen,  und  dahei  da  I 
aus  i^  nu  duuh  Einführung  einer  neuen  Granzlime  hervorgegangen, 
sich  die  Bpgrinzuiig  \ou  I     um  '50  ehei  eiifichpn  U^seu  mus«,  weil 
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laTft       1  p        Ilujit        IftlilulaB  gränzuiig 

]  h  j  11 Q  Int  h  d  ^  d  1  nut  w  1  her  selbst 
b        n    ng  Im      ^         d  n      t      Um      m  t     a  h  n     dass   f' 

n         f    h.        amm  n!   u     nd    Fla  h       t    w    1  n  thig  sein, 

hla  ul  g        1        d        —  IGirnn  ««^i  zuni 

J  h   1     d      all  mm  untjd  hl        nnud      Fische  F' 

1  ^  n  n  L  n      l     n  n  Th   1  d    s  Ib  n      11  t  ud      b        nzen.    Nun 
t    b       1     V    a       t    ng  na  h  da    C  nt  n  um  P     Lt  n,  welches 

von  der  Linie  1  in  Gemeinschaft  mit  einem  Theile  oier  dei  Gesammt- 
heit  der  Cuiven  a^a  a„    i  a    abgeschlossen  wirl    em  vollständig 

begianzteft,  und  es  ist  leidt  zi  erienuen  dis  untei  den  Gränzlinien 
dieses  abgeschlos Irenen  Raumes  die  Linie  a  selbst  nicht  vorkommeii 
I  tnn  weil  sowoll  von  der  einen  als  von  der  irdern  Seite  dieser 
Linie  ein  contmuirlichei  Zug  q^  und  q^  nach  der  Begrinzung  der 
Flache  F  gefuhrt  ist  ohne  die  übiigeu  GiÄnzIinien  zu  schneiden.  Es 
bilden   dahei   nur  die  Curven  O;  a  a„     il  die  vollständige  Be- 

granzmg  jenes  (  ontmuums  m&cfern  min  niLht  von  Punkten  des- 
selt en  an  de  Begi tnzune;  i un  JF"  g  langen  kann  min  ist  aber 
auch  eben  so  wenig  im  Stande  die  f  ii  2*  neu  hinzukommende  Be- 
gr  mzungelinie  namlith  len  Querschnitt  ^  j  zu  erieichen;  denn 
wäre  diet,  der  Pall  so  konnte  mtin  an  dem  Querschnitt  angekommen, 
in  diesem  entling  la  derselbt,  keine  der  Linien  a  n  .  .  a^-il 
Bchneidefc,  zur  Begrenzung  von  F  gelangen,  was,  wie  eben  gezeigt 
worden,  nicht  müglieh  ist.  Es  ist  somit  ersichtlich,  dass  die  Linie 
l  mit  einem  Theil  oder  der  Gesammtheit  der  Linien  cb,  «j  .  .  .  «s-i 
ein  Continuum  von  Punkten  einscliliesst,  von  dem  aus  es  nicht  mög- 
lich ist,  an  die  Begränzung  von  F'  zu  gelangen,  d.  h,  einen  Flächen- 
theil von  F'  vollständig  begränzt,  und  da  l  eine  jede  beliebige  ge- 
schlossene, in  der  Fläche  F'  befindliche  Linie  vorstellt,  so  wäre 
nachgewiesen,  dass  die  M  +  l-fach  zusammenhängende  Fläche  F 
durch  Einfahrung  eines  Querschnittes,  welcher  zwei  zu  beiden  Seiten 
von  ([„  einander  gegenüber  liegende  Punkte  durch  einen  die  andern 
Linien  ö[  ..  «n—i  nicht  schneidenden  continuirlichen  Zug  mit  der 
Begränzung  der  Fläche  J"  verbindet,  in  eine  »-fach  zusammenhängende 
Fläche  F'  verwandelt  wird. 

Der  eben  behandelte  specielle  Fall  der  Zerlegung  einer  Fläche 
vermittels  eines  Querschnittes  von  der  vorher  angegebenen  Beschaffen- 
heit regt  die  Frage  an,  ob  jeder  beliebige  Querschnitt  stets  mindestens 
eine  von  n  geschlossenen  Curven  schneiden  muss,  wenn  diese  weder 
einzeln  noch  unter  einander  einen  Theil  der  Fläche  F  vollständig 
begränzen.  Dass  dies  aber  in  der  That  der  Pall,  ist  leicht  einzu- 
sehen ;  denn  angenommen  der  Querschnitt  träfe  keine  dieser  n  Linien,  so 
ziehe  man  von  einem  Punkte  desselben  zu  dem  gegenüberliegenden  eine 
continiiirliche  Linie  auf  der  Flache  F  (was  möglich  ist,  da  der  Quer- 
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schnitt  die  Fläche  nicht  zerstückelt),  und  es  würde  danu  diese  n  +  1*° 
geschlossene  Linie,  welche  nicht  für  sich  einen  Flächentheil  vollsiäiidig 
abgränzt*),  mit  jenen  n  geschlossenen  Linien  einen  Fläehenraum 
vollständig  begränzen,  was  nicht  angeht,  da  der  Querschnitt  zwei 
gegenüberliegende  Punkte  dieser  Linie,  ohne  diese  selbst  und  die  an- 
dern n  Linien  zu  treffen,  durch  einen  continuirlichen  Zug  mit  der 
Gränze  der  Fläche  verbindet;  es  wird  somit  der  Querschnitt  mindestens 
eine  jener  n  geschlossenen  Linien  schneiden  müssen. 

Durch  diese  Bemerkung  ist  aber  der  Weg  vorgezeiehuet,  den 
der  Beweis  des  oben  ausgesprochenen  allgemeinen  Satzes  zu  nehmen 
hat.  Denn  angenommen  es  wäre  der  Zusammenhang  der  FJäche  F 
durch  Einführung  eines  Querschnittes  als  neuer  Gränzliuie  der  so 
entstehenden  Fläche  F'  nicht  erniedrigt,  so  müssten  sich  in  F'  n 
geschlossene  Linien  ziehen  lassen,  welche  weder  einzeln  noch  unter 
einander  einen  Theil  dieser  Fläche  vollständig  begränzen;  wäre  dies 
aber  der  Fall,  so  könnte  man  von  Punkten  dieses  Raumes  nach  den 
Begränzungen  der  Fläche  F'  gelangen,  ohne  die  Gränzlinien  selbst 
zu  Oberschreiten,  und  da  die  Begränzungen  von  F'  aus  den  Gränz- 
linien  von  F  und  dem  Querschnitt  bestehen,  und  dieser  letztere  die 
geschlossenen  Linien  nicht  trifft,  wenn  nöthig,  an  dem  Querschnitt  ent- 
lang, ohne  Gränzlinien  zu  schneiden,  jedenfalls  an  die  Begrenzung  der 
Fläche  F  kommen;  dies  ist  jedoch  de^shalb  unmöglich,  weil  dann  in  der 
Fläche  F  n  geschlossene  Curven  existireu  würden,  welche  weder 
einzeln  noch  untereinander  einen  Theil  dieser  Fläche  F  vollsiändig 
begränzen,  und  von  denen  keine  von  dem  Querschnitte  getroffen  wird, 
eine  Annahme,  die  dem  vorher  bewiesenen  Satze  widerspricht;  es 
wird  somit  in  der  Fläche  F'  höchstens  n  —  1  Curven  geben,  welche 
weder  einzeln  noch  mit  einander  einen  Flächentheil  vollständig  be- 
gränzen, die  Fläche  F'  also  höchstens  w-fach  zusammenhängend  sein. 
Und  nur  soweit  ist  auch  der  Satz  richtig,  so  lange  der  Querschnitt 
als  eine  zwei  tiränzpunkte  verbindende  und  die  Fläche  nicht  zer- 
stückelnde Linie  aufgefasst  wird;  unterwirft  man  denselben  jedoch 
noch  der  oben  ausdrücklich  hinzugefügten  Bedingung,  dass  derselbe 
nur  äwei  Punkte  mit  der  Gränze  der  Fläche  gemein  hat  (indem  er 
im  andern  Falle  aus  mehreren  solchen  Querschnitten  besteht),  so  l'asst 
sich  auch  zeigen,  dass  die  neue  Fläche  genau  «-fach  zusammenhangend 
ist,  oder  dass  ein  Querschnitt  eine  n-|-l-fach  zusammenhängende 
Fläche  nicht  in  eine  Fläche  von  niedrigerem  Zusammenhange  als 
dem  jj-fachen  verwandeln  kann.  Denn  wäre  der  Zusammenhang  der 
neuen  Fläche  F'  ein  n  ~  Ä-facher,  so  wurden  sieh  in  F'  nur  n  —  k—  l 
h  Curven  ziehen  lassen,  welche  weder  einzeln  noch  unter 


a  ihren  beiden  Seiten  nach  der  Begvänzung  der 
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einander  einen  Theil  von  F  volIstanJig  begrtnzen  mit  jeler  andern 
in  F'  liegenden  ge^ehlo=!senen  Cntve  iber  die  nicht  ein  besonderes 
Flächenstück  al  schlief  t  he  vollständig  Begi  nzung  e  nes  Fläehen- 
theils  von  F',  also  ai  b  lon  F  liHen  we  1  die  Granzen  von  i^  zu- 
gleich auch  üidtizen  von  F  sind  Nimmt  maa  niu  noch  zu  jenen 
%  —  h  —  r  Cmven  eine  n  —  A  *  &  hinzu  wel  he  von  einem  Punkte 
des  Querschnittes  aub^ehend  zu  dem  gegenubeibegenden  P  mkte  der- 
selben zurückffthit*)  so  behaupten  wu  lasb  jedt,  gea(,hlossene  Linie  l 
der  Fläche  JF',  wekhe  nicht  -lelbst  beieit')  ein  Flachenst  ick  abschliesst, 
mit  einem  Theile  odei  dei  tiesammtheit  dei  Curven 

«1  d^  ....«„_  i  _  1  6 
einen  Fläehentheil  von  F  vollständig  begräiizt.  Für  eine  den  Quer- 
schnitt nicht  schneidende  Linie  l  nämlich  ist  dies  unmittelbar  er- 
sichtlich, da  dieselbe  in  F'  liegt  und  daher  mit  »j  %  .  ,  ,  .  a„_t_i 
einen  Flächentheil  von  F'  also  auch  von  F  vollständig  begranzen 
muss,  und  es  bleiben  somit  nur  noch  diejenigen  geschlossenen  Linien 
l  zu  betrachten  Übrig,  welche  vom  Querschnitte  getroffen  werden. 
In  diesem  Falle  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  a  und  ß  die 
beiden  einzigen  Gränzpunkte  vorstellen,  welche  der  ganz  im  Innern 
der  Fläche  verlaufende  Querschnitt  verbindet,  man  die  Linie  l  in  jedem 
Falle  entweder  durch  eine  geschlossene  in  F'  befindliche  Linie  schnei- 
den kann,  welche,  ohne  selbst  einen  Flächentheil  abzuschliessen,  mit 
l  die  vollständige  Begi-änzung  eines  Flächenstückes  von  F  bildet,  oder 
durch  allmälige  Erweiterung  zu  einer  die  Linie  h  umschliessenden, 
den  Querschnitt  nicht  schneidenden"  Curve  auszudehnen  im  Stande 
ist,  welche  mit  l  und  b  einen  Raum  von  F  vollständig  begränzt. 
Wird  die  so  erhaltene,  ganz  in  F'  befindliche  Linie  mit  V  bezeichnet, 
so  muss  nach  der  Annahme 

ein  Flächenstück  von  F'  also  auch  ein  solches  von  F  vollständig 
umgränzen;  nun  bildeten  aber  auch  IV  oder  IV  h  die  Begränzung 
eines  Flächentheiles,  und  es  müssten  daher  auch  «j  «j  .  .  .  a„_i_i  6 
mit  jeder  geschlossenen  Linie  l  einen  Fläcbenraura  von  F  vollständig 
begränzen,  was,  da  F n  -\-  1-fach  zusammenhängend  ist,  nur  statt- 
finden kann,  wenn  Ä  =  0,  d.  h.  der  Zusammenhang  von  F'  eiu 
K-facher  ist. 

Nachdem  somit  bewiesen  worden,  dass  eine  jede  n  -\-  1-fach  zu- 
sammenhängende Fläche  durch  einen  beliebigen  Querschnitt  in  eine 
wfaeh   zusammenhängende  und   daher    durch    w Querschnitte  in  eine 

*)  Dass  diese  Linie  ftweder  für  aich  noch  miteiaer  der  Li!iieaaiOj.,«jj_  j_j 
einen  Fiäeheiiraum  von  F  vollständig  begr^uat,  geht  daraus  hervor,  dass  der 
Querschnitt  von  beiden  Seiten  der  Linie  6,  ohne  eine  Jener  n~rh  —  1  Linien  a 
zu  Bchaeiden,  nach  der  Begränzung  der  Fläche  führt. 
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einfach  zusammenhäDgeiide  Fläche  verwandelt  wird,  erübrigt  nur  noch 
zu  zeigen,  dass  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  durch  einen 
Querschnitt  in  zviei  nicht  zusammenhängende  Flächentheile  zerlegt 
wird,  wie  dies  für  die  beistehende  dreifach  zusammenhängende  Fläche, 
welche  durch  die  Querschnitte  p^  und  p^  in  eine  einfach  zusammen- 
biingcnde  verwandelt  istj   in   der  That  durch  den  Querschnitt  q  ge- 

Fig.  27. 


scbieht.  Wären  näoilieh  die  beiden  dem  Querschnitte  anliegenden 
Flu ch entheile  noch  zusammenhängend,  so  Hesse  sich  ein  Punkt  der 
einen  Seite  des  Querschnittes,  ohne  den  Gränzliiiien  der  Fläche  zu 
begegnen,  mit  dem  gegenüberliegenden  der  andern  Seite  desselben 
durch  einen  continuirlichen  Zug  verbinden,  und  man  würde  diese 
Verbindungslinie  als  eine  geschlossene  Linie  der  einfach  zusammen- 
hängenden Fläche  auffassen  können,  welche  dieselbe  in  zwei  Theile 
derart  zerlegt,  dass  man  von  beiden  Seiten  jenes  continuirlichen  Zuges, 
wenn  man  dem  Querschnitte  folgte,  zu  den  Gfranzen  der  Fläche  ge- 
langte, was  dem  Begriffe  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche 
widerspricht,  in  welcher  eine  geschlossene  Linie  einen  Flächentheil 
vollständig  begränzen  muss. 

Ist  nun  die  mehrfach  zusammenhängende  Fläche  durch  Quer- 
schnitte in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt,  in  welcher 
jetzt  jeder  der  Querschnitte  und  zwar  beide  Seiten  desselben  als 
Gränzen  der  Fläche  aufzufassen  sind,  so  wird  es  möglich  seiu  müssen, 
die  gesammte  neue  Begränzung  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche 
in  einem  Zuge  zu  durchlaufen;  denn  sei  a  ein  Punkt  der  Begränzung, 
von  dem  ans  man  diseontinuirlich  zum  nächsten  Begränzungspunkte 
ß  übergehen  müsste,  so  könnte  man  k  mit  ß  durch  einen  die  Be- 
gränzung nicht  schneidenden,  continuirhchen ,  im  Innern  der  Fläche 
liegenden  Zug  p   verbinden,   welcber  als  Querschnitt  der  einfach  zu- 
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sammenhiiii^ enden  Bliche  auf^efasbt  lie&elbe  nach  lei  letzten  oben 
gemachten  Bemerkung  zerstückeln  nilsste  min  ?ipht  jedccli  unmitte! 
bar,  di&&  mai  \on  7  zu  ö  in  einem  continuirhche  1  7\i^e  der  sich  in 
dem  Oieischnitte  und  der  Begianzungshnie  pntl  ng  zi  ht     ohne  die 


selbe  zu  schneiden,  gelangen  kann,  dass  somit  ein  derartiger  Qaer- 
sehnitt  p  nicht  möglich  ist,  und  die  gesammte  BegränKung  daher 
eine  continuirliche  Linie  bilden  muas. 
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Sechste  Vorlesung. 

Das  Integral  von  Functionen  eomplexerVariabeln. 

Nachdem  wir  gezeigt,  wie  ßiemanii  die  Fläche  einer  vieldeutigen 
Function  in  den  geometrischen  Ort  der  Variabein  einer  eindeutigen 
Function  verwandelt,  und  einige  Betrachtungen  Über  den  Zusammen- 
Lang  dieser  Flächen  und  deren  Zerlegung  durcli  Querschnitte,  deren 
Bedeutung  schon  in  dieser  Vorlesung  klar  hervortreten  wird,  daran 
geknüpft  haben,  müssen  wir  jetzt,  bevor  wir  auf  eine  Besprechung 
der  Entstehungsweiae  der  Functionen  und  deren  Classificirung  ein- 
gehen, eine  genaue  Untersuchung  derjenigen  arithmetischen  Gebilde 
voi-aus3chicten ,  welche  aus  der  unendlich  oft  wiederholten  Grund- 
operation der  Addition  hervorgehen,  nämlich  der  complexen  Integrale 
und  unendlichen  Reihen,  und  welche  von  den  einfachsten  Functionen 
abgesehen,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  Grundlage  für  die  Neu- 
bildung der  Functionen  liefern  werden. 

Sind  Sq  und  s^  zwei  im  Endlichen  liegende  Punkte,  und  werden 
auf  einer  fest  gegebenen  Curve  zwischen  diesen  beiden  Punkten,  die 
jedoch  nicht  unendlich  viele  Ecken  haben  darf,  n  —  1  Punkte 
Fig.  29. 


eingeschaltet,  ausserdem  innerhalb  eines  jeden  Jntervalles  willkürlich 
ein  Punkt  fixirt,  dessen  Lagen  durch 

s,,  t„  ■■■■?.. 

bezeichuet  werden  sollen,  so  soll,  wenn  f(js)  eine  Function  von  2  be- 
deutet, welche  der  Bedingung  unterworfen  ist,  für  keinen  Punkt  jener 
Linie  unendlich  zu'  werden,  während  sie  iur  eine  endliche  Zahl  von 
Punkten  jener  Ourve  endliehe  Stetigkeitssprünge  machen  dai-f,  der 
Gräüzausdrack 

lim.  =  .  {(»■-«.)«&)  +  (/--/)««  +  . ...  +  (2r-2"-'>)AS.)} 
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das  auf  dem  vorgelegten  Integrationswege*),  welcher  durch  die  Ourve 
zwischen  ^q  und  s,  dargestellt  ist,  genommene  bestimmte  complexe 
Integral  zwischen  den  Gränzen  Sß  und  3,  genannt  und  mit 


ß 


f{0)  d0 

bezeichnet  werden,   wobei  der  Integrationsweg  selbst  noch  in  irgend 
welcher  Weise  angedeutet  werden  muss. 

Die  erste  Fr^e  wird  nun  offenbar  die  sein,  ob  jene  Definition 
des  bestimmten  Integrales  überhaupt  einen  Sinn  hat,  d.  h.  ob  der 
obige  Ausdruck  nicht  unendlich  gross  wird  oder  bei  der  vollständig 
willkürlicii  gelassenen  Wahl  der  eingeaehalteten  Zwischeiiwerthe 


mit  anderen  Lagen  derselben  oseillirt.  Dass  nun  aber  der  Werth 
jenes  Ausdruckes  ein  endlicher  ist,  wird,  weil  der  absolute  Betrag 
einer  Summe  kleiner  als  die  Summe  der  absoluten  Beträge  und  daher 

ist,  unmittelbar  ersichtlich  sein;  denn,  wenn  der  grösste  absolut« 
Betrag,  den  die  Function  auf  dem  IntegrationswegCj  auf  welchem  sie 
nicht  unendlich  werden  sollte ,  annimmt,  mit  M  bezeichnet  wird,  so 
lässt  sich  die  obige  Ungleichheit  in  die  folgende  umsetzen 

und  da  die  Grössen 

mod  (s '  —  £■„■) ,  mod  {s"  ^  2 ')  mod  («^  —  Z*-"  -  ^1) 

die  geradlinigen  Entfernungen  dei  Punlvte  s  von  ^a,  g"  von  s',  . , .  3^ 
von  ^c  — 1'  bedeuten  und  daher  die  ftumme  aller  dieser  Moduln  fßr 
n  =  oodie  Länge  I  des  gegebenen  lntt;,iitiün^iweges  darstellt,  so  er- 
hält man 


•\P 


mod  jf{g)ds  <  M.l, 

und  somit  für  das  Integral  selbst  einen  endjichou  Werth,  wenn 
vorausgesetzt  wird,  dass  die  Länge  l  des  Integrationsweges  selbst 
endlieh  ist  d.  h.   der  Integrationaweg  sich  weder  in  das  Unendliche 


*)  wobei  nach  der  obigen  VorauBsetzung  im  Folgenden  nur  voa  solcliou 
Integration B wegen  die  Rede  sein  wird,  welciie  nicht  in  noch  so  hleinen  Tlieileu 
unendlich  viele  Eclien  haben. 
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erstreckt   noch    zwischen    den  beiden  im  Endlichen  liegenden  End- 
punkten unendlich  viele  Windungen  hat. 

Dass  aber  auch  keine  Oscillation  der  Werthe  des  bestimmten  In- 
tegrales für  die  verschiedene  Wahl  der  eingeschalteten  Punkte  ein- 
tritt, wird  man  aus  der  leicht  ausfülirbaren  Zerlegung  des  complexen 
Integrales  in  seinen  reellen  und  rein  imaginären  Theil  ersehen  können. 
Denn  zählt  man  die  Bogenlängen  der  Integrationscurve  vom  Punkte 
^,1  ans  und  betrachtet  die  Coordinaten  x  nnd  y  als  reelle  Functionen 
jener  Länge  s,  so  dass 

a;  =  9(s)    ?/  =  i)i(s) 
2  =  a;  +  ^i  =  g,(s)  +  zXs) 
ist,   so  wird,   wenn   für  eine  bestimmte  Wahl  jener  eingeschalteten 
Punkte 

und 

So  S]  Sj  .  .  ,  s„  _  1  Sn  «1  ^a  •  ■  ■  "■« ) 
worin  s^  =  0  ist,  und  s„  =  l  die  Länge  der  ganzen  Iiitegi-.ationscurve 
vorstellt,  zusammengehörige  Werthe  bedeuten,  und 

/I,,(s)  +  i*(s)]-y(s)  +  ir,(s) 

gesetzt  wird,  der  oben  aufgestellte  Gränzausdruck  für  das  bestimmte 
Integral  die  Form  annehmen 

lim„=«2  {'P(s*)+-i^(s*)~9'(s*-0— ^"^(st-i)}  {■f(*?*0  +  *"-^i («')}■ 
Durch  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären  ergiebt  sich,  wenn 
<p{h)  —  'pih^i)  .,        -. 

**  —  **-! 

gesetzt,  ausserdem  berücksichtigt  wird,  dass,  weil 


die  Cosinus  und  sinus  der  Winkel  bedeuten,  welche  die  Tangenten 
mit  der  positiven  ic-Achse  machen,  in  Folge  der  Annahme,  dass  die 
Curve  nicht  nnendlich  viele  Ecken  haben  dai'f, 

genommen  werden  darf*),  und  endlich 

V'[s)F(s)^>^'(s)i^.(s)mitxCs) 
9,'(s)i^i(s)  +  »^'(s)-F(s)mitx:(s) 

•)  indem  dadurch  cur  ein  unendlich  kleiiiei  Unterschied  \nn  dem  m-spröng- 
iioheu  Werthe  hervorgebracht  wird,  während  für  unendlich  viele  Ecken  dieser 
UntovBcliied  ein  endlicher  sein  kann. 
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beaeichnet  werden,  für  das  bestimmte  Integral  die  nachfolgende 
Form : 

oder 

J  X{s)ds-^iJ  X,{s]ds, 

welche  Ausdrücke,  wie  aus  der  Lehrevon  den  reellen  bestimmten 
Integralen  bekannt  ist,  unabhängig  von  der  Lage  der  auf  der  reellen 
Strecke  zwischen  0  und  l  eingeschalteten  Werthe,  auch  wenn  x{s) 
und  Xjls)  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  jener  Strecke  end- 
liche Discontinuitäten  haben,  sich  einem  festen  endliehen  Gränzwerthe 
unendlich  nähern,  weil  für  keinen  Wertb  des  Intervalles  zwischen 
0  und  i  x{s)  und  xA^)  unendlich  gross  werden,  indem  eine  Disconti- 
nuität  durch  den  Durchgang  durch  das  Unendliche  den  Functionen 
F{s)  und  F^  (s)  zufolge  der  für  f{s}  gemachten  Voraussetzung  nicht 
zukommen  kann.  Es  ist  somit  unter  den  oben  für  f{ä)  und  die  Inte- 
grationscurve  gemachten  Beschränkungen  die  Endlichkeit  des  Inte- 
grales und  die  Unabhängigkeit  von  der  Wahl  der  eingeschalteten 
Werfche  erwiesen. 

Wir  erweitern  nunmehr  die  Definition  des  complexen  Integrales, 
indem  wir  f{s]  nicht  mehr  der  Beschränkung  unterwerfen,  auf  dem 
ganzen  Integration swege  endlich  zu  bleiben,  sondern  auch  Disconti- 
nuitätspunkte  zulassen,  in  denen  die  Function  unendlich  wird.    Seien 

a^,  CC2,  ■  ■  ■  iXk 
derartige  Punkte,  so  soll  von  nun  an  unter 

jmd,,^) 

über  die  vorgelegte  Integrationscurve  e  genommen,  der  Oränzwerth 
verstanden  werden,  den  die  folgende  Summe  der  eomplesen  Integrale 

J'm  da + Jm  da  -\-Jm  «?^ + ■  ■  ■  +fm  äs 


als  Function  der  auf  dem  Integration  swege  liegenden  ( 

ij,,  «i,  S^,  s^,...di.  St 
aufgefasst,  annimmt,  wenn  sich  eben  diese  Grössen  der  Null  nähern, 
und  wir  werden  jenem  Integrale  einen  Sinn  und  eine  feste  Bedeutung 
zuschreiben,  wenn  jener  Ausdruck  sich   einem  von.  jenen   Grössen  S 
und  £  unabhängigen  Werthe  nähert.     Ebenso  soll  das  Integral 

*)  indem  wir  die  Bezeiclinung  des  Integration sweges  dem  Integrale  beisetzen. 
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über  eine  von  g^  in  die  ünendliditeit  sich  erstreckende  Curve  c  ge- 
,  als  der  Gränzausdruck  definirt  werden,  dem  sich 


Jmile 


als  Function  von  s^j  betrachtet,  nähert,  wenn  s,  auf  der  vorgelejften 
Curve  c  fortschreitend  sieh  in  die  Unendlichkeit  bewegt,  und  wir 
werden  auch  diesem  Integrale  wieder  einen  bestimmten  Sinn  unter- 
legen, wenn  jener  Gränzwerth  eine  von  2,  unabhängige  Grosse  wird. 
Aus  der  Definition  des  complesen  Integrales  geht  unmittelbar 
heiTor,  dass,  wenn 

eine  Reihe  irgendwo  auf  dem  Integration swege  eingeschalteter  Punkte 
bilden, 

ßiyin  ■=Jh')  i'  +jrmi  +  — h  Jtm^ 

ist,  indem  die.  unendliche  Summe,   welche   das  Integral   defi    it    n 
in  eine  Reihe  von  Einzelsummen  zerlegt  worden  ist.    El  enso  augei 
scheinlich  ist   die  Richtigkeit    des   Satzes,   dass   die   Umkei  rung    ler 
Integrationsgninzen   bei   Beibehaltung    des   Integration sweges.    e  i  en 
dem  urapriinglichen   Werthe    des  Integrales    entgegengesetzte  i  Ii  te 
gralwertli  liefert.     Denn  da 

Jm  ä^  =  lim„  =  oo  {  (/  -  ^„)  /■(?,]  +  {/'  -  ^■]  fit,]  +.-■■  +  (^,  -  gi"  -»)  fit,]  ) 


ist,  weil  es  für  den  Werth  eines  Integrales  gleichgültig  ist,  welche 
Zwischenwerthe  man  einschaltet,  so  folgt  die  Richtigkeit  unmittelbar, 
und  es  ist  somit  auch  für  complexe  Integrale  die  Gültigkeit  der  bei- 
den Sätze  erwiesen,  aus  denen  allein  in  der  Theorie  der  reellen  Inte- 
grale alle  weiteren  Sätze  abgeleitet  werden. 

För  die  Theorie  der  complexen  Integrale  tritt  jedoch  noch  eine 
fundamentale  Frage  hinzu,  die  dadurch  entsteht,  dass  der  Integra- 
tionsweg selbst  als  wesentliches  Element  in  die  Definition  dieser 
Integrale  hineingezogen  worden,  und  die  für  die  Theorie  der  reellen 
Integrale,   in   denen    der  Integrationsweg  stets  die  reelle  Abseissen- 
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achse  ist,  gegenstandslos  war;  es  wird  nämlieh  zu  uDtersuehen  sein, 
ob  verscliiedene  Integrationswege  zwischen  demselben  Anfangs-  und 
Endpunkte  auch  verschiedene  Resultate  geben  können,  in  welcher 
Form  sieh  die  Differenz  dieser  Resultate  darstellt  und  endlich,  welche 
Verwandlung  mit  der  Kiemann'sehen  jPläche  vorzunehmen  ist,  da- 
mit beliebige  Wege  zwischen  denselben  Punkten  dasselbe  Resultat 
liefern;  alle  diese  Fragen  werden  sich  unmittelbar  beantworten  lassen, 
wenn  wir  einen  Satz  über  die  Reduction  eines  gewissen  Doppelinte- 
grals auf  ein  einfaches  Integral  vorausgeschickt  haben  werden,  auf 
dessen  Beweis  wir  nunmehr  eingehen  wollen. 

Sind  P{x,y)  irnd  Q(x,y)  swei  reelle  oder  imaginäre  Functionen 
der  reellen  Varieibeln  x  und  y,  welche  fwr  jeden  Timht  eines  voll- 
ständig hegränsten  Theiles  einer  gegebenen  Riemann'schen  Fläche 
hestimmt  gegebene  Werthe  haben  imd  fwr  alle  Punkte  dieser  Fläche 
endUch  und  stetig  sind*),  während  ihre  partiellen  Abhikmgen  nach  x 
und  y  in-  einseinen  Funkten  unendlich  werden  dürfen,  so  soll  geseigt 
werden,  äass  das  Flächenintegral 


fß^^^?igfi),.„, 


ausgedehnt  auf  alle  Punkte  jener  völlig   begränsten  Fläche,  sich   auf 
das  Linienintegral 

fiFix,y)dcc~]-Q(x,y)dy) 
eurüekfukren  lässf,  welches  über  die  gesammte  Segränsung  jener  Fläche 
in  einan  Sinne  m  nehmm  ist,  wie  er  später  näher  j 
den  soU. 

Was  nämlich  das  erste  jener  Doppelintegrale 


Iß 


^-^^dxdy**) 


betrifft,  so  wird  man  nach  der  Definition  eines  reellen  Doppelinte- 
grales zur  wirkKcheu  Ausführung  der  Integration  die  Fläche  in  un- 
endlich schmale  Streifen  zerlegen  müssen,  von  denen  jeder  zu  einem 
Constanten  y  gehört;  da  die  Fläche  jedoch  im  Allgemeinen  aus  meh- 
reren Blättern  besteben  wird,  so  werden  diese  parallelen  Linien  durch 


*)  wie  z.  B.  der  reelle  und  imaginäre  TheU  einer  endliclieii  und  stetigen 
Function  von  s  für  einen  Theil  der  dieser  Function  zugehörigen  ßiemann'schea 
Flache. 

**)  welches  man  sich,  wenn  Q{x,'y)  eine  imaginäre  Function  der  reellen  Va- 
riabein fli  nnd  y  von  der  Form 

ist,  in  die  Summe 

zerlegt  denken  kann,  für  deren  einzelne  Theile  die  otiigo  Behandlung  gestattet  ist. 
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alle  Blätter  liiiidureli  211  führen  sdcin  und  daher  zu  einem  constanten  y 
Fig.  30.  1  g     1 


mehreie  untei  eiiiindei  liegende  Piia,llel&ti(.ifen  f,phoien  können, 
wobei  bemerlt  sein  mag  dasa,  wenn  ?icli  m  jenem  Biurne  em  Ver- 
zweig, ungspunkt  befindet  eine  dez  Parallellinien  duich  diesen  Ver- 
zweigungspunkt hmduicb  gefühlt  werden  soll  Von  den  b  ei- 
stobenden FIdchen  sei  die 
-^-—^  eibte    eine    Emgfl  iclie    einer 

\^  -  einfachen     Kugelsuhale       in 

der  zweiten  bilde  eine  ge- 
schlossene Linie  um  den  Ver- 
zweigungspunkt «  und  eine 
im  eilten  Blatte  hegende  ge- 
schlossene Linie  die  vollstän- 
dij,e  Begiauzung  eines  Flä- 
chenstuckeb  wahrend  m  der 
dritten  diese  letzte  Linie  durch 
eine  ebenfalls  den  Veizwei- 
gung  punbtumkiei'iendeLinie 
ersetzt  ist 

Die  nach  1   ausgeführte 
Integration  jenes  Doppelinte- 
grale   Wild  nunmehr  bekaunthch  dit  bumme  dei  Emzcldiffeieuzen  des 
unbestmimten  Integriles 


oder  der  Grösse  Q{cc,y)  für  den  Austritt  und  Eintritt  eines  behebigen 
solchen  Streifens    in    die  vorgelegte  Fläche   sein,    in   der  ersten   der 
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obigeil  Figuren  also  füi'  das  zu  dem  unteren  der  beiden  ParaUelstrei- 
fen  gehörige  y  die  Differena  der  Wertlie  von  Q{x,y)  in  h  und  a  ver- 
mehrt um  die  Differenz  der  Werthe  in  V  und  a',  und  es  bleibt  dies 
aucli  noch  richtig,  wenn  die  Ableitung  der  Function  Q(x,y)  nach  x 
genommen  in. jenem  Kaume  eine  Stetigkeitsunter brechung  erfährt.*) 
Da  nun  die  vorgelegte  Fläche,  wie  oben  angenommen  worden,  voll- 
ständig begränzt  sein  sollte,  so  darf  es  nach  der  früher  gegebenen 
Definition  vollständig  begränzter  Flächen  nicht  möglich  sein,  von 
Punliten  des  abgegränzten  Haumes,  ohne  die  Begränzungslinien  zu 
treffen,  an  die  Gränzen  der  gesammten  Fläche  zu  gelangen,  von  der 
jenes  abgegränzte  Stück  ein  Theil  ist,  und  es  wird  somit  eine  jede 
jener  Parallellinieu,  wenn  sie  einmal  durch  Ueherschreiten  der  Begrän- 
zungslinie  in  die  Fläche  eintritt,  auch  aus  jenem  Flächentheil  nicht 
wieder  austreten  können,  ohne  die  Grä.nzlinie  zu  schneiden,  mit  andern 
Worten,  es  wird  ein  solcher  Pai-allelstreifen  ebenso  oft  in  die  vollstän- 
dig begränzte  Fläche  mit  Durchschneiden  der  Begränzungslinien  ein- 
treten als  austreten,  was  för  die  obigen  drei  Mächen  unmittelbar  klar  ist. 
Seien  nun  die  zii  einem  beliebigen,  aber  bestimmt  gedachten  y 
gehörigen  Werthe  des  x  an  den  Ein-  und  Austrittsstellen  in  der 
ßichtung  der  wachsenden  positiven  x  genommen 


*)  Dunu  wenn  fiii'  eiii  bcBtininitea  y  zwischen  den  Integration sgränaen  «  und 
ö  des  Integrals 


/^^« 


unendlich  wird,  wilhrend  Q{a:,y)  selbst  endlich  und  stetig  ist,  so  witd  nach  der 
Definition  eiuea  solchen  bestimmten  Integrales 

/■1£|1!/) ,,  j  _  ,i„_^^_  .-„  j  eC«  -.,!,)  -  9(0,!/)  +  «(!.,  s)  -  8(«  +  .,  ,j)) 

seiu,  woraus,  wgü  vovniSge  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit    der  ITunction  Q[ä^,y) 
l.ni'=»  „.=  «{«(«-■.!/)-«(«  + «1,  J)  }- » 


■9(5,!/) -«(»,!/) 
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und  somit  die  WerUie  der  Function  Q(a^,ij} 

Qi^uv),  Q{^',y\  Q{^2,y),  Q{x",v),--; 

so  wird  das  noch  auszuführende  Integral 

/[-  Qi^uv)  +  Qi^',y)  -  Q[^2>y)  +  Qi^".  1)  -      ^^1'J 

über  alle  diejenigen  y  auszudehnen  sein,  welche  der  B6gid.nzungBliuie 
der  Fläche  entsprechen,  wobei  die  Grössen  x^ ,  x',  «2;  ■''  j  mit  "ißii 
y  variiren.  Wir  wollen  aber  die  Form  dieses  Integrales  noch  dadurch 
ein  wenig  ändern,  dass  wir  die  verschiedenen  Vorzeichen  dei  §  Func- 
tionen mit  den  entsprechenden  äy  in  der  folgenden  Weise  zusam- 
menfassen. Denken  wir  uns  nämlich  auf  derjenigen  Seite  der  a:y- Ebene 
stehend,  auf  welcher  man,  nach  der  positiven  ai-Ächse  hinsehend,  die 
positive  j/-Achse  zur  Linken  hat,  und  nun  die  Begränzungslinie  der 
Fläche  so  durchlaufen,  dass  stets  die  vollständig  begränzte  Fläche  zur 
linken  Hand  liegt  (also  in  der  ersten  der  obigen  Flächen  in  der 
Richtung  der  Pfeile),  so  wird, 
wenn  man  die  unendlich  kleine  Ver- 
änderung des  y  beim  Fortschreiten 
auf  der  Begränzungslinie  mit  dy 
bezeichnet,  offenbar  überall,  wo  ein 
Flächen  streifen  in  die  betrachtete 
Fläche  eintritt,  dy  negativ,  und 
wo  derselbe  austritt,  diese  Grosse 
positiv  sein,  und  daher,  da  dy  we- 
senthch  positiv  war,  die  obige 
Summe  sich  jetzt  in  die  Form 
setzen  lassen 

/[«(l,,!/)  +  <i¥,>l)  +  «(=»2,?)  +  e«!/)  +  •  •  -vn 

oder 

worin  das  Integral  über  alle  Punlcte  der  Begränzungslinie  auszudehnen 
ist.  Wir  können  diesem  Integrale  noch  eine  etwas  andere  Form 
geben,  wenn  wir  bemerkeu,  dass,  wenn  man  den  Winkel,  welchen 
die  nach  dem  Innern  der  Fläche  gerichtete  Normale  der  Begi-änzungs- 
curve  mit  der  positiven  Abscissenachse  macht,  mit  a  bezeichnet,  in 
jedem  Falle 

dy  =  —  äs  .  cos  K 
ist;  denn  da  beim  Einti-eten  eines  Parallelstreifens  in  die  Fläche  cos  a 
positiv  und  Sy  negativ,   während  beim  Austreten   cosk  negativ  und 
Sy  positiv  ist,  wie  aus  der  beistehenden  Figur  unmittelbar  zu  ersehen, 
so  wird  der  bekannten  Beziehung 
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durcb  die  angegebene  Form  genügt,  und  es  wird  somit  das  obige 
Integral  auch  in  den  Ausdruck 

—  fQ{x,y)co5ccds 
umgesetzt  werden   können,    dessen   Bedeutung  unmittelbar  klar  ist, 
sobald  man  sich  die  x  und  y,  welche  in  Q  und  cosß  enthalten  sind, 
mit  Hülfe   der   G-leichnng  der  Begränzungslinie   durch  s  ausgedrückt 
denkt.     Das  eben  erhaltene  Resultat  liefert  also  die  Gleichung 

/-*£—  '''"''J  -fQiVj)S<l  -  -/«(l,!/)  cosßÄs. 
Was  nun  das  zweite  Doppol  integral 

betrifft,   so  wird  sich  dasselbe  ohne  Werth Veränderung*)  durch  Um- 
kehrung  der  Integrationsreihen  folge  in  die  Form  bringen  lassen 
fdP{x,y)  ^ 

und  es  bed^il  keiner  nochmaligen  Auseinandersetzung,  dass,  wenn 
die  Fliehe  durch  Stieifen,  welche  dei  y-Achae  pai'allel  sind,  in  Ele- 
mental  stielten  zeilegt  wiid,  aut>  denselben  Gründen  wie  vorher  folgt, 
dass,  nenn  die  Begräinzungslinie  dei  Fläche  in  derselben  Richtung 
durchlaufen  wiid  wie  zuvor,  beim  Emtieten  eines  Streifens  da:  positiv 

*)  Et  wild  mcM  \iberfluEsig'  sein  'oi  diL=ier  SteOe  ein  Wort  ülier  die  Bedeu- 
tung ^ou  Doppelintesiilen  untt  die  Berechtigung  ihrer  Integcationsreihenfolge 
hinzazuf  Igen  für  den  1  ill  disa  die  Fi  nction  unter  dem  Doppelititegral  für  eine 
innerhalb  der  Glänzen  enthaltene  Weitteüombination  discontinuirlicL.  ■wird.    Sei 


fr 


-  dy  ä  X, 


m 


fix,y)dydx 


ein  Doppelintegral  mit  constanten  Gränze 
liegt)  und  f{3;,y)  eine  im  Punkte  x  =  ^,y 


(worin   offenbar  keine  Beschränkung 
=  Tj  discontiüuirliche  Fimction,    so   ist 


p 

$.6 

i 

*Sj 

die  Definition  des  mit  der  ohigen  lutegrationsreihenfolge  genommenen  Integrals 
bei  AüSBchlieeeuDg  des  einen  nnendlich  kloinen  singitläi 
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und  beim  Austreten  negativ  ist,  niid  sich  somit  jenes  Doppelintegral 
in  das  einfache  Integral 

umformen  lässt;  da  ferner  wieder 

Sx  =  äs.  cos  (3, 
wenn  ß  den   Winkel   bedeutet,    welchen    die    Richtung    der    in    das 
Innere    der  Fläche  gezogeneu   Normale    mit    der    positiven   y-Achse 
bildet,  so  geht  das  obige  Integral  in 

—  JP{x,y)  cos(3rfs 
über,    und    wir    erhalten    somit   für   das    zweit«   Doppelintegral    die 
Transformation 


// 


'^fi  dxiy  _  -JP(x,y)ax  -  -~JP[x,,j}coBßck, 


und  daher  durch  Zusammensetzung  beider  die  Beziehung 

flQix,V)^y  +  P{^,V]Sx]  =  -  f[Q{x,y)cmcc  -  F(x,tf)coäß]ds, 
tlurch  welche  Gleicliung  das  auf  der  linken  Seite  derselben  stehende 
Flächenintegral  auf  ein  Linienintegral,  über  die  Begränzungsliuien 
der  Fläche  genommen,  reducirt  ist,  für  welches  die  Richtung  der 
Integration  nach  der  obigen  Auseinandersetzung  so  zu  nehmen  war, 
daes  man  beim  Durchlaufen  der  Gränzlinien  die  eingeschlossene 
iläche  stets  links  behielt. 


i      lf{x,y]dydx  +  jjf{x,y]dyd:>:, 

■wüi'id  I,  (:,,  S,  ä,  uaendlicli  kleine  Grössen  bedeuten. 
Nach  derselben  Deflnitioa  wird 

^,   x,  ^1    i~-3  ij-E  l  +  rf, 

Jjf(.^,y)dx  dy  ^Jjf{x,y)dx  dy  +J   jf{x,y)axdy  + 

/     ff(x,y)dxdy+fff{x,y)dxdy, 

unl  man  sieht  unmittelbir  dasa  weil  in  den  letzten  viet  Integralen  det  zweiten 
blpichung  wegen  det  Continuitat  der  lunct  n  f{xy)  zwischen  Icn  lesp  Inte 
giat  onsgrdnzen  die  Umtelirung  der  Ii  tegrdt  onere  hpnlolge  erlaubt  iht  rat 
Hilfe  einfacher  Zerlegung  die  Identitit  jener  beiden  Doppebntegrale  wenn  die 
1  eiden  Se  ten  der  obigen  Gleiciungen  überhaupt  einen  Smn  haben  d  h  si  h 
omem  festen  endlichen  von  den  unendiiolt  Riemen  Grüssen  t  (i  S  di  völlig 
uuabhungigen  Wecthe  nELhem 
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Da  nun  P(x,  y)  und  Q{x,  y)  complexe  Fimetionen  «ler  reellen 
Vaiiabelii  x  und  y  sein  durften,  so  wird  es  erlaiibt  sein 

«(a:,  »)  -  •■«»  +  yi),  Fix,  9)  -  f{x  +  yi) 
ZU  setzeil,  wenn  f{x  +  yi)  eine  Function  einer  complexen  Variabein 
ist,  für  welche  der  betrachtete  Theil  der  ihr  zugehörigen  Riemann- 
schen  Fläche  mit  dem  Stücke  der  vorgelegten  Fläche  identisch  ist, 
und  welche  ausserdem  der  Bedingung  unterworfen  ist,  in  jenem  völlig 
abgegräneten  TJwile  dieser  Fläche  stetig  und  endlich  su  sein;  in  diesem 
Falle  geht  aber  die  obige  Gleichung  in 

//[•  -'^-i^-  ^af '^] "'  "y  -  ffc  +  y'>  [*«  +  ••'»1 

über,  und  somit,  wenn  angenommen  wird,  dass  f{x  -\-  yi)  sich  in  allen 
Punkten  der  eingeschlossenen  Fläche  der  Differentialgleichung  gemäss 

dy  dx 

ändert,  und 

x  +  yi-a 
gesetzt  wird, 

wenn  das  Integral  über  die  Begrängungslinien  jenes  vollständig  he- 
grunzten  Tkeües  der  Miemann'schen  Fläche,  m  dem  oben  angegebenen 
Sinne  genommen,  ausgedehnt  wird,  vorausgesetsst ,  dass  die  Fwnction 
f{z)  innerhalb  jenes  Baumes  endlich  und  stetig  ist. 

Der  Fall  aber,  dass  jenes  vollständig  abgegränzte  Flächenstück 
Punkte  oder  Linien  enthält,  in  denen  die  Function  unstetig  oder 
unendlich  wird  oder  sich  nicht  mehr  der  Differentialgleichung 
der  complexen  Functionen  gemäss  ändert,  lässt  sich  leicht  dadurch 
mit  dem  obigen  in  Verbindung  bringen,  dass  man  diese  singulären 
Punkte  oder  Linien  durch  jene  unendlich  nahe  gelegenen  Curven 
uraschliesst,  weiche  den  Raum,  in  dem  jene  singulären  Punkte 
oder  Linien  liegen,  vollständig  begränzen,  und  diese  Linien  mit  zu 
den  Begränzungslinien  des  von  dem  vorher  vollständig  abgegrenzten 
übrig  bleibenden  Flächenstückes  rechnet,  indem  jetzt  das  Gesammt- 
integral über  alle  diese  Begränzungslinien  genommen  den  Werth  Null 
haben  muss.  Denn  es  ist  einerseits  der  nunmehr  übrig  gebliebene 
Raum  wieder  ein  vollständig  begränzter,  da  von  dem  vorher  allseitig 
begränzten  Räume  nur  Punkte  abgesondert  sind,  zu  denen  man  nur 
durch  Ueberschreiten  der  neuen  Gränzlinien  gelangen  könnte,  anderer- 
seits erfüllt  die  Function  in  dem  abgegränzten  Räume  alle  oben  aus- 
gesprochenen Bedingungen,  und  es  wird  daher  das  Linienintegral  über 
die  gesammte  Begränzung  genommen  verschwinden,  wenn  festgehalten 
wird,  dass  wir  die  Begränzungslinien  in  einer  solchen  Richtung  zu 
umkreisen  haben,  dass  sich  die  eingeschlossene  Fläche  stets  zur  Linken 
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befindet*).     So 


Sechste   Vorlesung, 
ird   sich  in   der  beistellenden  Figui 


ünstetigkeitsiiuiikt,  während  die  Function  in  tiem  übrigen  Räume 
endlich  und  stetig**)  ist,  die  Beziehung  ergehen: 

fmdl  +  ffii)d!  +  Cf{i)d:  -  0, 

*)  Wir  wollen  hervorheben  da^'s  wenn  «ich  innerhalb  des  urspiunglich 
gegelenen  vollständig  legiäuzten  Fl^ch-^ntheils  ein  Punkt  odei  eine  Linie  le 
hndet  in  wekhen  »idi  die  JinctiDn  nicht  dei  Diffei  i  tiilgltn,h  lag 

dm  _ ,  ?m 

fceniws  andoit  w  iliiend  hie  sonst  für  diesen  uingiluen  Piinl  t  eudU  h  beim 
Deberschrpiten  dei  singulHren  Linie  stetig  bleibt  d^s  längs  jenei  diesen  Punkt 
oder  dieep  Linie  unendlich  nahe  umsehlieasend  n  Curve  genommene  Intpgial 
veisohwinden  muas  und  somit  die  AusBchhessung  jener  singuliren  P  nkte  \n 
lothig  st  Dpimwirdjene  Differentialgleichung  nur  tut  emen  Phmü.-«  nicht  lefne 
di^t  Bo  fulgt  darau",  dasa  A'^)  "1  läiesem  Punkte  endhoh  sein  soll  unm  ttelbai  dias 


hw    d  t 
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worin  die  ersten  beiden  Integrale  in  der  Richtung  der  Pfeile  über 
die  Curven  c  und  c'  zu  nehmen  sind,  das  letzte  über  die  unendlich 
kleine  um  «  beschriebene  Cnrve  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
des  Pfeiles,  was  durch  ( —  «)  bezeichnet  werden  soll;  da  nun  aber 
über  denselben  Integrationsweg  nur  in  verschiedener  Richtung  genom- 
mene Integrale  sich  nur  im  Vorzeichen  unter  scheiden,  so  folgt 


fmdl  +J'f[i>)äe  -Jmd0, 


wo  das  letzte  Integral  jetzt  über  die  unendlich  kleine  Umschliessungs- 
curve  des  Punktes  a  so  zu  nehmen  ist,  dass  man  beim  Durchlaufen 
derselben  die  unendlich  kleine  Kreisfläche  zur  Linken  hat,  wobei  be- 
merkt werden  mag,  dass  die  Gestalt  der  Begränzungscurve  von  k 
ganz  beliebig  ist,  da  jede  andere  mit  der  ersteren  einen  Raum  völlig 
abgränzen  würde,  der  keine  ünstetigkeitspunkte  enthält,  und  sich 
somit  für  die  beiden  Integrale,  über  die  beiden  unendlich  kleinen 
Curven  in  derselben  Richtung  genommen,  gleiche  Werthe  ergeben 
würden.  Genau  dieselben  Schlösse  werden  im  allgemeinen  Falle  zu 
dem  Satze  führen,  dass,  wenn  der  völlig  abgegrämle  Baum  UnsteUg- 
'keitspunlcte  enthält,  das  über  die  BegroMsung  dieses  Flächeniheils  aus- 
gedehnte Integral  der  Summe  der  üher  die  unenälich  Meinen,  die  Un- 
steUgJceitspunicte  umgebenden  Curven  genommenen  Integrale  gleich  ist, 
wenn  alle  diese  Curven  derart  durchlaufen  werden,  dass  mtm  die  un- 
endlich Ideinen  amgeschlossenen  Flächen  mr  Linkm,  hat. 

Wenn  wir  es  mit  einem  einfach  zusamraenhängenden  Theile 
der  der  Function  f{z)  zugehörigen  Riemann'sehen  Fläche  zu  thun 
haben,  so  wird  jede  geschlossene  Curve  eineu  Flächenraum  vollstän- 
dig begräuzen,  und  wir  können  daher  den  obigen  Satz  in  einfacherer 
Form  für  diese  Gattung  von  Flachen  so  aussprechen : 

Jedes  geschlossene  Linienintegral  einer  einfach  gusammenhängenden 
Fläche  ist  NuU,  wenn  innerhalb  des  abgegrämten  Baumes  die  Function 
endlich  und  stdig  ist*). 

Mit  Hülfe  der  eben  erhaltenen  Eeeultate  werden  wir  nunmehr 
die  Frage  beantworten  können,  ob  sich  Räume  angeben  lassen,  inner- 
halb deren  Integrale,  welche  auf  verschiedenen  Integrations wegen  von 
demselben  Änfangsjjuakte  zu  demselben  Endpunkte  hin  genommen 
sind,  zu  demselben  Resultate  führen.  Denn  seien  in  einem  einfach 
zusammenhängenden  Theile  einer  Riemann'sehen  Fläche  zwei  Inte- 
grationswege von  ^0  nach   ^^   gezogen,    so   werden  beide  zusammen 

*)  woliei  bemerkt  werden  kann,  dasa  aicli  icnerliall)  dieses  Flächenraumes 
Punkte  und  Linien  befinden  dürfen,  in  welchen  sich  die  Function  nicht  der 
DifFerentialgleichung  der  Functionen  complexer  Variabein  gemäss  äEdert,  wenn 
nur  die  Fanction  i»  jenen  Punkten  endlich  und  beim  Uebersclireiten  jener  Linien 
stetig  ist. 
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eine  geschlossene  Linie  bilden,  welche  einen  Raum  vollständig  ab- 
gränzt,  und  daher,  wenn  f{s)  in  dem  eingeschlossenen  Räume  end- 
lich und  stetig  ist, 


oder 


sein;  es  fuhren  also  verschiedene,  zwischen  äenselien  Grämsen  genom- 
mene Integrationswege  eines  einfach  susamtnenhängenden  Theiles  einer 
Biemann'schen  Fläche  m  demselben  Besultate,  wenn  die  Function 
in  dem  von  den  Wegen  vollständig  hegränsten  Baume  CfnMich  imd 
stetig  ist.  Ist  dieses  letztere  jedoch  nicht  der  Ifall,  sondern  sind 
a,  ß,  y,  ...  Unstefcigkeitsp unkte  der  Function,  dann  wird  dem  oben 
bewiesenen  Satze  zufolge*) 

Fig.  37. 


fmd^ + (md^  -  fmä^  +  fm  -^^  +  ■  ■  ■ 

oder 

jj\i]di-jmii  +Jmdi:  +y«2)Ä2  +  ■  ■  •, 

nnd  somit  das  Besuttat  der  Integtatton  auf  dem  Wege  c,  durch  clas 
auf  ätm  Wege  c  ethaltene  und  durch  die  um  die  einseinen  Unstetig- 
Imtsptmkte  genommenen  Inte-grah  aiisgediiickt  sein 

Man  sieht  somit,  dass  iar  einfach  stisammerihangtnde  i liehen  die 
tri^e  nach  den  Werthen   der  geschlossenen  nnd  der  zwischen  zwei 


*)  wobei  zu  beachten,  dass  sowolii  c  und  c,  als  auch  die  unentUieh  kleinen 
Curven  um  «  und  ß  sich  um  Veraweigungapankte  mehniiale  herumwinden  können. 
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Punkten  auf  verschiedenen  Wegen  ausgefüLrien  Integration  eine  vin- 
mittelbare  Beantwortung  findet;  es  lassen  sich  aber  mit  Hülfe  der  ge- 
wonnenen Resultate  noch  einige  andere  für  die  spätere  Einführung  der 
transcendenten  Functionen  wichtige  Punkte  erledigen.  Es  ist  nÜnilich 
zu  untersuchen,  ob  der  Ausdruck 


/ 


wenn  die  obere  Gränze  s  einen  bestimmten,  aber  beliebigen  Punkt 
darstellt,  eine  Function  von  s  ist,  oder  was  nach  der  Definition  einer 
Function  dasselbe  ausdrückt,  ob  die  Differenz  der  beiden  Integrale 


if{s)dz  xxiiA  jf{z)ds, 


das  erste  auf  irgend  einem  Wege  c'  genommen,  das  zweite  auf  einem 

Wege   e,    im   Verhaltniss    zur  „.^  „- 

Grösse  dz  von  (?3  unabhängig  "  ^^S'-^-^tdx 

ist.    Nehmen  wir  nun  an,  dass  ^^^,_,—— ""»"'"  *,, 

die    beiden    Integrationswege 

sich    innerhalb    eines    einfach 

zusammenhängenden  Fläehen- 

theiles     befinden,     in    dessen 

Punkten  f{p)  stetig  und  endlich  ist,    so  wird  die   auf  dem  Wege  c' 

ausgeführte  Integration   dasselbe  Resultat    liefern   als   dasjenige,    zu 

welchem  man  auf  dem  zwischen  demselben  Anfangs-  und  Endpunkte 

verlaufenden  Wege  c  und   c"  gelangt,   und  es  wird   somit  nach   der 

Definitionsgleichung  des  complexen  Integrales 

Vi- 
jf{^] d%  =  lim.^.,  [(/  -  ^„)/'(«,)  + +  (g  _  g(« -  D) /-(sC-il)] 

gesetzt  werden  können,  worin  s',  s",  . . .  ^f"— 'l  die  zwischen  ^^  und  s 
eingeschalteten  Zwischenwerthe  bedeuten,  und  für  die  Argumente  der 
Function /■(s)  die  Anfangspunkte  der  einzelnen  Strecken  gewählt  sind; 
da  nun  aber 


i 


\miz  =.  iim.=.  [(/-  Bjrw  +  — h  (2  -  2<— >)A2'"-")] 


ist,    so   folgt,    dass    die    Differenz    der    beiden    obigen   Integrale  den 
Werth 

md% 

hat,  und  dass  somit 
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Jf\g]äs-Jf{ß)d^ 


also  von  dB  uiiabLiingig  ist.     Wir  finden  daher,  dass  das  Integrcä 


■ß 


mds 


innerhalb  eines  einfach  susammetihängenäen  Baumes,  der  iveäer  ün- 
steUgheitspunkie  noch  Unendlichkeitsptmläe  der  Function  einscliliesst, 
eme  Fimdion  von  s  ist,  dass  der  DifFerentialquotient  dieses  Integrals 
durch  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  dargestellt  wird,  und 
dass  daher  das  Integral  seihst,  als  Function  von  s  aufgefasst  und 
vorausgesetzt,  dasa  alle  in  Frage  kommenden  Integrationswege  in 
jenem  Räume  verlaufen,  endlich,  wie  am  Anfange  dar  Vorlesung  ge- 
zeigt worden,  stetig,  weil  die  Differenz  hena(Jhbarter  Werthe 

md0 

also  eine  unendlich  kleine  Grösse  ist,  und  endlich  eindeutig  ist,  da, 
wenn  man  ß  in  jenem  Räume  irgend  einen  geschlossenen  Umkreis 
heschreiben  läast,  das  hinzukommende  geschlossene  Integral  den  Werth 
Null  hat,  und  somit  di^  Integral  seinen  ursprünglichen  Wcrtli  wie- 
dererlangt. 

Die  für  das  Integral 

innerhalb  eines  einfach  zusammenhängenden  Flächentheil  es  der  zur 
Function  f{ß)  gehörigeu^Eiemann'schen  Fläche  gefundenen  Sätze, 
lassen  sich  aber,  wie  nunmehr  gezeigt  werden  soll,  unmittelbar  auf 
mehrfach  zusammenhängende  Flächentheile  und  somit  auf  die  ganze 
ßiemann'sche  Fläche  der  Function  f(0)  übertragen,  in  der  sich 
ünstetigkeits-  und  Unendlichkeitspunkte  der  Function  befinden,  wenn 
wir  von  der  in  der  fünften  Vorlesung  behandelten  Zerschneidung  der 
mehrfach  zusammenhängenden  Flächen  Gebrauch  machen. 

Sei  nämlich  S  ein  vollständig  begranzter,  mehrfach  zusammen- 
hängender Theil  einer  Riemann'schen  Fläche  der  behebig  vorge- 
legten Function  /(s),  so  umschliesse  man  die  in  diesem  Theile  gelegenen 
Punkte  und  Linien,  in  denen  die  Function  unstetig  oder  unendlich 
wird,  mit  unendlich  nahe  gelegenen  geschlossenen  Curven,  welche 
als  weitere  Begränzungen  jenes  Theiles  der  Eiemann'schen  Fläche 
aufgefasst  werden  sollen,  und  zerlege  nun  die  neue  mehrfach  zusam- 
menhängende begränzte  Fläche  nach  früheren  Methoden  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende  S',  in  welcher  die  eingeführten  Querschnitte  an 
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ihren  beiden  Seiten  als  Begränzungslinien  der  neuen  Fläche  S"  zu 
betrachten  sind;  dann  ist  unmittelbar  einzusehen,  dass  einerseits  jede 
geschlossene  Curve  der  Fläche  ^  in  Folge  des  einfachen  Zusammen- 
hanges derselben  für  eich  einen  Flächenraum  vollständig  begränzt  und 
dass  andererseits  eine  solche  Linie  keinen  ünstetigkeits-  oder  Unend- 
lichkeitspunkt umachliessen  kann,  da  sie  im  entgegengesetzten  Falle 
nicht  allein,  sondern  mit  einer  oder  mehrei-en  der  jene  Punkte  nm- 
Bchliessenden  Cuvven  einen  Baum  vollständig  begränzen  würde.  Es 
folgt  daraus,  dass  jedes  geschlossene  Integral  der  Fläche  8'  den  Werth 
■Null  hat,  und  dass  sämtntliche  zwischen  denselben  beiden  Punkten 
sich  erstreckende  Integrationswege  dieser  Fläche  auch  zu  demselben 
Resultate  führen;  und  übertragen  wir  die  eben  gemachten  Auseinan- 
dersetzungen auf  die  gesammte,  nach  dem  Früheren  als  vollständig 
begränzt  aufzufassende  Biemann'sche  Fläche  F  der  Function  f(^], 
so  folgt,  dass  das  Integral 


J>w. 


im  Allgemeinen  für  beliebige  Wege  auf  der  Riemann'schen  Fläche 
F  zu  einem  bestimmten  0  verschiedene  Wege  liefern  kann,  also  im 
Allgemeinen  mehrdeutig  sein  wird,  dass  dagegen  das  Integral  nach 
den  eben  gemachten  Auseinandersetzungen  für  alle  diejenigen  Inte- 
grationswege, welche  auf  der,  nach  Absonderung  der  ünstetigkeits- 
und  Uneudlichkeitspunkte  durch  Querschnitte  zerschnittenen  und  nun- 
mehr einfach  zusammenhängend  gewordenen  Fläche  F'  liegen,  zu 
jedem  s  denselben  Integralwerth  liefert  und  daher  nach  dem  Früheren 
in  der  Fläche  F'  eine  eindeutige  Function  von  s  ist. 

Wenn  somit  die  Miemann'sche  Fläche  F  emer  mehrdeutigen 
Function  f(z)  diesdhe  su  einer  eindeutigen  Fundion  der  Funkte  dieser 
Fläche  macht,  so  liefert  die  nach  Ahsondertmg  der  Unstetigiceiis-  und 
Unendlichkeitspunlcte  mit  Mülfe  von  Querschnitten  in  eine  einfach  su- 
sammenkängenäe  Fläche  F'  venuandelte  Fläche  F  den  geometrischen 
Ort  der  Funkte,  von  denen 


fmä. 


eine  eindeutige  Function  ist. 

Mit  Hülfe  dieses  Resultates  wird  es  aber  nun  möglich  sein,  den 
Werth  eines  beliebigen,  auf  der  mehrfach  zusammenhängenden  Fläche 
F  hinlaufenden  Integrales  durch  die  Summe  des  entsprechenden, 
zwischen  demselben  Anfangs-  und  Bndpunkte  auf  F'  genommenen 
Integrales   und  der  Produete  gewisser  constanter   Grossen    in  ganze 

*)  wenn  äo  ein  beliebigßr,  nicht  singuläver  Punkt  ist. 
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Zahlen  auszudrücken,  die  durch  die  Beschaffenheit  des  Integrations- 
wegea  fest  hestimmt  sein  werden;  und  um  diese  Rednction  übersieht- 
lieh  darstellen  zu  können,  wollen  wir  die  mehrfach  zusammenhängende 
Fläche  nach  einer  ganz  bestimmten,  später  in  der  Theorie  der  Trans- 
cendenten  weiter  anzuwendenden  Methode  durch  Querschnitte  in  eine 
einfach  zusammenhängende  zerlegen. 

Sei  F  eine  behebig  gegebene  Eiemann'ache  Mäche,  welche 
n  -j-  1-fach  zusammenhängend  und  nach  Früherem  als  geschlossen  zu 
beti'aehten  ist,  nnd  sei  a^^  eine  geschlossene  Linie  auf  derselben, 
welche  einen  Flächenraum  nicht  vollständig  begränzt,  so  kann  diese 
Linie  jedenfalls  als  ein  erster  Querschnitt  der  Fläche  F  aufgefasst 
werden,  da  die  Gränze  einer  geschlossenen  Eiemann'schen  Fläche 
ein  beliebig  ausgesonderter  Punkt  deraelben  sein  sollte  und  ausser- 
dem, wie  leicht  zu  sehen,  die  Fläche  F  durch  a^  nicht  zerstückelt 
wird,  weil  man  vermöge  der  Eigenschaft  von  a^,  nicht  die  völlige 
Begränzung  eines  Flach  entheiles  zu  bilden,-  zwei  gegenüberliegende 
Punkte  derselben,  ohne  die  Begränzung slinie  zu  schneiden,  durch 
einen  continuirlichen  Zug  mit  einander  verbinden  kann.  Sei  diese 
stetige  Verbindungslinie  die  Curve  h^,  so  wird  diese  offenbar  als  ein 
zweiter  Querschnitt  der  gegebenen  Fläche  betrachtet  werden  dürfen, 

Fig.  39. 


weil  einerseits  h^  selbst  von  einem  Gränzpunkte  der  n-fach  zusam- 
menhängenden Flache,  für  welche  die  beiden  Seiten  des  Querschnittes 
a^  zu  Gränzen  geworden  sind,  zu  einem  andern  Gränzpunkte  führt, 
andererseits  eine  dem  Querschnitte  a^  unendlich  benachbarte  Linie 
zwei  gegenüberliegende  Punkte  von  h^  durch  einen  continuirlichen 
Zug  mit  einander  verbindet,  ohne  die  Gränzliriien  zu  schneiden. 
Dadurch  ist  nun  die  ursprüngliche  Fläche  F  in  eine  n  —  1-fach 
zusammenhängende  verwandelt  worden,  deren  gesammte  Begränzung 
—  und  dies  ist  für  das  Folgende   als  besonders   wesentlich  hervor- 
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zuhebeii  —  aus  den  beiden  Seiten  dieser  beiden  Querschnitte  besteht 
und  daher,  wie  aus  der  beistehenden  Figur  unmittelbar  au  ersehen,  in 
einem  continuirlicben  Zuge 

durchlaufen   werden  kann.  Fig.  40. 

Zieht  man  nun  ferner  in  der 
f  —  ]  f a  h  zusaramenliän 
ge  d  ntl  clee  negewHus 
&ene  L  e  a  wel  1  e  cht  , 
e  I  en  The  1  d  eser  neuen 
ilftcheToUstand  gabgranat 
nd  verb  det  e  ne  P  nkt 
d  ese  L  n  e  d  rcb  e  ne 
contm  1  hen  Zug  c  t 
e  ne     P  nkt    d     L  n  e  6 

eo  w  rd  !e  /  o  un  1  a  zu  m  neu  als  e  n  Q  e  chn  tt  der  —  1-fach 
zusamn  e  1  angende  lltche  zu  1  etracl  ten  se  dem  es  fub  t  diese  zu- 
faammenh^gende  Linie  von  einem  Begranzung&punkte  der  ^  i<iche,  näm- 
lich von  einem  Punkte  der  Linie  ij  aus,  ohne  sich  zu  durchschneiden, 
zu  einem  Punkte  von  sieh,  selbst  zurück  und  zerlegt  die  Fläche  in 
zwei,  noch  miteinander  in  Zusammenhang  stehende  Tbeile;  denn  da 
die  Linie  a.^  nicht  die  vollständige  Begränzung  eines  Theiles  der 
n  —  1-fach  zusammenhängenden  Fläche  bilden  sollte,  so  muss  es 
möglich  sein,  von  beiden  Seiten  dieser  Linie  an  die  Begränzung  der 
Fläche  gelangen  zu  können,  welche  aus  den  beiden  Seiten  der  zwei  er- 
sten Querschnitte  besteht;  aber  die  beiden  Treffpunkte  mit  dieser  Be- 
gränzung lassen  sich  ofl'enbar,  weil  nach  der  vorher  gemachten  Bemer- 
kung die  ganze  Begränzung   sich  in  ein&m,   Zuge   durchlaufen  lässt, 


Kg.  ^ 


durch  zwei  continuirliche,  an  der  Begränzung  unendlich  nahe  hin- 
laufende Linien  mit  einander  verbinden,  von  denen  die  eine  die 
Linie  c,  treffen  wird,  die  andere  nicht;  diese  letztere  mit  jenen  beiden 

KenigabergBr,  ellipt.  Fim=t,  ö 
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nach  der  Begvänzung  führenden  Linien  zusamnaengenommen  wird 
somit  einen  geschlossenen  Zug  von  einem  Punkte  jener  Linie  a.^  zu 
dem  gegenüberliegenden  liefern,  welcher  die  Begränzung  der  k  — l-facb 
zusammeiihäageuden  Fläche  nicht  schneidet,  und  daher  Cj  und  a.^ 
zusammengenommen  ein  Querschnitt  jener  Mäche  sein.  Sei  \  ein 
continuirlicher  Zug,  welcher  zwei  gegenüberliegende  Punkte  des  Quer- 
schnittes «2  mit  einander  verbindet,  so  können  wir  denselben  offen- 
bar als  Querschnitt  der  neuen  n  —  2-fach  zusammenhängenden 
Fläche  ansehen,  da  er  einerseits  in  dieser  Fläche  hinlaufend  zwei 
gegenüberliegende  Punkte  von  »j,  also  zwei  Gränzpunkte  derselben 
mit  einander  verbindet,  andererseits  aber  auch  die  n  —  2-fach  zusam- 
menhängende Fläche  nicht  zerstückelt,  da  man  z.  B.  auf  der  innern 
Seite  von  a^  in  einem  dieser  Linie  unendlich  benachbarten  Zuge 
von  einem  Punkte  von  6,  zu  dem  gegenüberliegenden  gelangen  kann. 
Somit  ist  jetzt  die  Fläche  n  —  3-fach  zusammenhängend  geworden, 
und  wenn  man  wieder  eine  geschlossene  Linie  a^  zieht,  welche  einen 
Flächentheil  der  neuen  Fläche  nicht  vollständig  begränzt  und  Ö^  und 
«3  durch  Cj  verbindet,  so  leuchtet  wiederum  ein,  dass  %  und  c^  zu- 
sammen einen  Querschnitt  der  n  —  3-fach  zusammenhängenden  Fläche 
bilden,  indem  sich  die  beiden  Seiten  jener  vier  geschlossenen  Linien 
«j,  hl,  a^,  Jj  und  der  Linie  c^,  wie  unmittelbar  aus  den  für  die 
Linien  a^  und  6(  gemachten  Auseinandersetzungen  hervorgeht,  wenn 
man  noch  zwei  zu  den  beiden  Seiten  von  c^  unendlich  benachbarte 
Linien  hinzunimmt,  wieder  in  einem  continuirlichen  Zuge  durchlaufen 
lassen.  Fährt  man  so  fort,  bis  die  Fläche  in  eine  einfach  zusam- 
menhängende verwandelt  ist,  so  sieht  man,  dass  jeder  neue  Quer- 
schnitt Ck—i  und  aic  auch  noch  einen  weiteren  Querschnitt  hk  nach 
sich  zieht,  so  dass  wir  eine  gerade  Anzahl  von  Querschnitten  erhajten 
werden,  und  daher  die  ZaJd,  welche  den  Zusammenhang  einer  ge- 
schlossenen Mi emann' sehen  Fläche  angiebt,  eme  imgerade  sein  mwss.  *) 
Die   eben  durchgeführte   Zerlegung  war  nur  för  den   Fall   ent- 
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wickelt,  dasa  wir  es  mit  einer  geschlossenen  Riemann'sehea  Fläche 
zu  thun  hauen;  werden  jedoch  Gräiizen  derselben  dadurch  eingeführt, 
dass  die  Unstetigkeits-  und  ünendlichkeitspunkte  sowie  der  unendlich 
entfernte  Punkt  durch  gescMosseae  Linien  ausgesondert  werden,  so 
zerlege  man  zuerst  die  geschlossene  Flache  nach  der  oben  angege- 
benen Methode  in  eine  einfach  zusammenhängende  und  ziehe  nunmehr 
von  je  einer  die  singulären  Punkte  umschliessenden  Curve  eine  Linie 
in  der  neuen  Fläche  nach  irgend  einem  Punkte  der  Begränzung  der- 
selben (wie  z.  B,  die  in  der  obigen  Figur  nach  einem  Punkte  der 
Curve  (ij  gezogene  Linie  d,),  so  jedoch,  dass  diese  Linien  sich  unter 
einander  nicht  schneiden;  es  werden  dann  die  auf  diese  Weise  sich  er- 
gebenden Curven  c\,  d^ .  .  .  wieder  Querschnitte  der  zuletzt  erhaltenen 
und  durch  Einführung  jener-  neuen  geschlosseneu  Linien  wieder  mehr- 
fach zusammenhängend  gewordenen  Fläche  sein  und  diese  offenbar 
in  eine  einfach  zusammenhängende  Flache  zerlegen,  da  eine  Umkrei- 
sung jener  Lücken  durch  diese  Querschnitte  gehindert  ist,  und  jede 
andere  geschlossene  Curve  schon  nach  der  ersten  Zerlegung  einen 
Plächenraum  vollständig  begräuzte*). 

Cehen  wir  nun  von  dieser  Art  der  Zerlegung  aus  und  stellen  jetzt 
die  Frage,  wie  sich  die  Werthe  der  auf  beliebigen  Wegen  zwischen 
denselben  beliebigen  beiden  Punkten  einer  Riemann'schen  Fläche 
genommenen  Integrale  zu  einander  verhalten.  Sei  l  irgend  ein  Quer- 
schnitt der  Fläche  F  und  der  Werth  des  Integrales  von  e^  bis  Si 
auf  dem  Wege  m  der  Fläche  F  gesucht,  so  wird  dieses  der  Definition 
der  bestimmten  Integrale  gemäss  aus  der  Summe  der  Producte  der 
Differenzen  der  aufeinanderfolgenden  Werthe  der  Variabein  und  der 
zugehörigen  Functionalwerthe  bestehen,  während  das  Integral  zwischen 
denselben  Gränzen  in  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  F  ge- 
nommen, da  dasselbe  für  beliebige  Wege  auf  dieser  Fläche  denselben 
Werth  annimmt,  aus  der  Summe  der' drei,  in  der  vorher  angegebenen 
Weise  zusammengesetzten  Integrale  bestehen  wird,  welche  längs  den 


*)  Ist  die  ßiemaan'ficlie  Fläche  nach  ihrer  ZerEchneidung  und  der  Anein- 
aaderheftung  der  Blätter'  bereits  eine  einfach  zusammenhängende,  so  diias  die- 
selbe gar  keine  Querechnitte  enthält  ^  welcher  Fall,  wie  oben  bereits  au  einem 
Beispiel  gezeigt  worden,  bei  «-blättrigen  Flächen  mit  mehreren  Veraweigimgs- 
pimfeten  m  der  That  eintreten  kann  —  und  werden  nunmehr  die  etwaigen  Un- 
stetigkeitsp unkte  oder  der  unendlich  entfernte  Punkt  durck  unendlich  kleine  ge- 
sehlosaene  Cnrven  ausgeschieden,  so  wird  man,  um  die  neue  mehrfach  znsaaa- 
menhängende  Fläche  wieder  in  eine  einfach  zusammenhängende  zu  verwandeln, 
wie  bei  jeder  Bingfläche,  deren  Begrünzungen  in  unaerm  Falle  nur  aus  jenen 
unendlich  kleinen  Cuvven  bestehen,  die  Zerlegung  au  bewerkstelligen  haben. 
Es  mag  ferner  an  dieäer  Stelle  noch  auBdrücklich  bemerkt  werden,  dass  alle 
vorherigen  Ausein  an  dersetauo  gen  nur  eine  Bedeutung  gewinnen,  wenn  dicRie.- 
mann'sche  Fläche  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Blättern  mit  einer  endliehen 
Anzahl  van  Verzweigung?]! unkten  besteht. 
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Wegen  g^apßg,  genoniinen  sind,  wean  p  eine  zwisclien  den  beiden, 
dem  Querschnitte  unendlich  nahe  gelegenen  Punkten  k  und  ß  in 
der  -  Fläche  F'  sich  ersü'eckende 
Linie  darstellt;  es  wird  somit  das 
iü  F  von  «D  nach  0^  genommene 
Integral  um  das  längs  dem  ge- 
schlossenen Wege  p  der  Fläche 
F'  in  der  durcli  den  Pfeil  bezeich- 
neten ßiehtung  genommene  Inte- 
gral kleiner  sein  als  das  von  s„ 
nach  Sj  in  der  Fläche  F'  sich  er- 
streckende. Genau  dasselbe  findet 
aber  auch  statt,  wenn  der  Tnte- 
'?  grationswcg  von  0,,  nach  ^j  den 
Querschnitt  l  in  einem  andern 
Punkte  schneidet;  ist  dann  näm- 
lich der  in  F'  verlaufende,  beide 
Seiten  des  Querschnitts  verbin- 
dende Integrationsweg  q,  und  sind 
r  und  s  dem  Querschnitt  l  unend- 
lich nahe  sich  hinziehende,  nach  a  und  ß  fährende  Linien,  so  bilden 
die  Linien  p,  q,  r,  s  zusammengenommen  eine  geschlossene,  in  der 
einfach  zusammenhängenden  Fläche  F'  befindliche  Linie,  welche  weder 
Unst^tigkeits-  noch  Unendltchkeitspunkte  einsc.hliesst,  und  es  wird 
daher  das  über  diese  Linie  genommene  Integral 

den  Werth  Null  haben;  da  jedoch  r  und  s  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchlaufen  werden,  und  die  Werthe  von  /(ß)  zu  beiden 
Seiten  des  Querschnittes  unendlich  benachbart  sind,  so  werden  sieh 
die  auf  die  r  und  s  Linien  bezüglichen  Integrale  herausheben '"), 
ujid  mit  Berücksichtigung  der  vei-schie denen  Integrationsriehtung,  in 
denen  p  und  q,  wie  die  Pfeile  andeuten,  durchlaufen  werden,  zeigt 
sich  somit,  dass  die  in  gleicher  Richtung  Über  die  geschlossenen 
Linien  p  und  q  genommenen  Integrale  denselben  Werth  geben,  vor- 
ausgesetzt freilich,  dass  wir  die  üebergangssteUe  über  den  Querschnitt 
l  nur  so  weit  vorrücken  lassen,  bis  ein  zweiter  Querschnitt  etwa  den 
ersten  trifit.  Wir  finden  daher,  dass  jedes  von  s,^  nach  s^  in  der 
Fläche  F  genommene  Integral,  dessen  IntegraUonsweg  den  Querschnitt  l 
einmal  schneidet,  jenem  'eindeutigen  in  F'  swischen  den  Grannen  ^0  und 

*)  was  auch  geschehen  würde,  wenu  ein  Theil  des  Querachoittes  mit  dem 
VeraweignngBSchnJtte  zusammenfiele,  iveil  die  beiden  Seiten  deBselben  verschie- 
denen Kugeln  angehören,  deren  Pimctional werthe  über  den  VerawoigmigEsohnitt 
hinüber  stetig  in  einander  übergehen. 
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01  genommenen  Integrale  gleich  ist  vermindert  um  das  von  irgend  einem 
PutiMe  des  (Verschnittes  —  in  der  ölen  heneichneten  Ausdehntm;/  des- 
selben —  £11  dem  gegeniibcrlieffenden  Punkte  in  der  angegebenen  Eich- 
timg  in  F'  genommene  Integral.  Wir  können  aber  eben  dieses  lle- 
sultat  iioeli  etwas  anders  aiissprechen;  während  nämlich  vorher  gezeigt 
woriJeii,  dass  das  Integral 

Jmio 

auf  der  Flache  F'  genommen  eine  stetige  Function  von  s  ist,  indem 
einer  Zunahme  von  s  am  ein  in  F'  befindliches  ds  ein  Diiferential  des 
Integrals  von  dem  Werthe  f{ß)ds  entsprach,  würde  für  die  durch 
jenes  Integral  definirte  Function  von  z,  wenn  die  Integratiouswege 
immer  noch  auf  F'  verzeichnet  werden,  einem  Differential  ds  der  Fläche 
F,  welches  über  den  Querschnitt  l  hinwegführte,  ein  endlicher  Zuwachs 
in  Form  jenes  geschlossenen,  in  der  vorgezeichneten  Richtung  über  ^ 
genommenen  Integrals  entsprechen,  und  wir  können  daher  sagen,  dass 
jenes  auf  F'  genommene  Integral  längs  dem  Querschnitte  l  eine  Dia- 
continuität  erleidet,  die  im  Laufe  jenes  Querschnittes  in  der  angegebe- 
nen Ausdehnung  constant  ist;  eben  dieser  Stetigkeitssprung  des  in 
F'  genommenen  Integrales  liefert  die  Differenz  der  Wetthe  des 
awischen  s^  und  s  in  F'  und  des.  zwischen  eben  diesen  Gränzen  auf 
dem  directen  Tntegrationswege  auf  F  genommenen  Integrales. 

Die  eben  gemachten  Auseinandersetzungen  sind  für  jeden  Quer- 
schnitt der  Fläche  F  gültig  und  lassen  sieh  offenbar  unmittelbar  auf 
Integrationswege  in  der  Fläche  F  übertragen,  weiche  mehrere  der 
Querschnitte  eine  beliebige  Anzahl  mal  schneiden ;  es  wird  sich  somit 
zur  Ermittlung  der  Integralwerthe  beliebiger  Integration swege  auf 
der  Fläche  F  mit  Hülfe  des  zwischen  denselben  Gränzen  in  F'  ge- 
nommenen Integrals  nur  darum  handeln,  die  Stetigkeitssprünge  des 
letzteren  an  den  einzelnen  Querschnitten  d.  h.  die  in  i*"  verlaufenden 
Integrale  zu  berechnen,  welche  von  einem  Quersehn  ittspunkte  zu  einem 
gegenüberliegenden  führen  und  welche,  wie  wir  wissen,  innerhalb 
einer  Strecke,  in  welcher  kein  anderer  Querschnitt  den  ersten  trifft, 
gleichwerthig  sind.  Zur  Herleitung  dieser  Werthe  gehen  v^ir  zu 
unserm  früher  aufgestellten  speciellen  Querschnittssystem  zurück. 

Behandeln  wir  zuerst  den  Fall  besonders,  in  welchem  /"(?)  keine  aus- 
zuschliesaendön  Punkte  hat*),  so  wird  die  Riemann'sche Fläche  durch 
die  früher  mit  n^,  6,,  e,,  «j,  h^,  c.^, .  ■  ■  bezeichneten  Linien  in  eine 
einfach  zusammenhängende  verwandelt  werden,  und  es  wird  sich  darum 

*}  oder,  wie  wir  nach  Jen  AuseiiianUevitetaungeii  der  folgenden  Vorlesung 
richtiger  sagen  miissen,  nur  solche  Punkte  hesitzt,  die  nicht  auageachlosaen  zu 
werden  braacheu. 
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handeln ,  die  in  F'  genommenen  Integrale  zu  ermitteln,  welche  von 
einem  Quersehn ittapunkte  zum  gegenüberliegenden  führen.  Was  nun 
die  Linien  c  angeht,  so  ist  klar,  dass  man  z.  B.,  um  von  «  auf  der 
einen  Seite  von  c^  zu  a  auf  der  andern  Seite  dieser  Linie  au  gelangen, 
an  den  Schnitten  «[  mid  ö,  unendlich  nahe  hingehen  und  diese,  wie 
oben  gezeigt  worden,  in  geschlossener  Linie  an  ihren  beiden  Seiten 
und  zwar  in  en%egengesetzter  Richtung  cturchlaufen  kann.  Da  sich 
in  Folge  dessen  die  einzelnen  Elemente  des  Integrals  zerstören,  indem 
die  Function  zu  beiden  Seiten  des  Querschnitts  und  in  Punkteji,  welche 
demselben  unendlich  nahe  liegen,  unendlich  benachbarte  Werthe  hat, 
so  wird  somit  das  Ueb  er  schreiten  des  c, -Querschnittes  gar  keine  Dia- 
continnität  hervorbringen,  und  man  wird  denselben  daher  als  nicht 
vorhanden  betrachten  dürfen;  genau  dasselbe  gilt  aber  von  allen 
c- Querschnitten,  indem  man  z.  ß.  für  Cj  nur  ßj  und  ft^  iii  ihren  beiden 
Seiten  zu  durchlaufen  und  Cj  zu  durchschneiden  hat,  -wodurch  aber 
nach  den  eben  gemachten  Auseinandersetzungen  eine  Werthverände- 
rung  nicht  eintritt.  Für  den  Queraehnitt  a^,  in  dessen  ganzer  Aus- 
dehnung der  Stetigkeitssprong  derselbe  bleibt,  wird  der  Werth  des- 
selben offenbar  durch  das  über  die  Curve  h^  ausgedehnte  Integral*) 
dargestellt  werden  können,  welches  wir  mit  A^  bezeichnen  wollen, 
während  der  Stetigkeitsspruag  für  den  Querschnitt  dj  der  über  die 
Ourve  «£  ausgedehnte  Integral  J3j  sein  wird,  wenn  das  TJeberschreiten 
der  Querschnitte  und  die  Integration  längs  jenen  Curven  in  den  durch 
die  Pfeile  in  der  obigen  Figur  angegebenen  Richtungen  vollzogen 
wird.  Ebenso  wird  das  üebei^schreiten  von  a^  das  Integral  A^ ,  über 
^2  genommen,  liefern  n.  s.  w.,  so  dass  sich  für  jeden  der  n  Quer- 
schnitte, deren  Zahl,  wie  früher  gezeigt  worden,  eine  gerade  ist,  als 
zugehöriger  Stetigkeitssprung  des  in  F'  genommenen  Integrals  ein 
Werth  ergiebt,  welcher  in  der  Reihe 

A^,  _Bi,  A.,,  B.„ 

entlialten  ist,  und  es  lässt  sich  daraus  mit  Hülfe  der  oben  für  den 
Querschnitt  l  gemachten  Auseinandersetzungen  unmittelbar  erkennen, 
daas  ein  beliebiger  auf  der  Fläche  gezogener  Integrationaweg  einen 
Integralwerth  w  liefern  wird,  welcher  sich  von  dem  zwischen  den- 
selben Gränzen  auf  der  Fläche  F'  genommenen  und  für  alle  auf 
dieser  Fläche  liegenden  Wege  eindeutigen  Werthe  iv'  nur  um  ganze 
Vielfache  jener  für  die  Stetigkeitssprünge  gefundenen  geschlossenen 
Integrale  unterscheidet,  ao  dass 

w  =  w'  +  mi^i-f  n,B, +  m,J-, +n2.B,  +  •  ■ -, 
worin  «f,    n^,  m^    n, ,       .  ganze  positive  oder  negative  Zahlen   be- 
deuten ,  die  unmittelbar  daraus  sieh  ergeben ,  wie  oft  jener  Weg  auf 

*i  eigentlich  diiicli  dat.  über  eine  der  Cui've  6,  unendlich  benachbarte  Li uie 
genommene  [nte^al 
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der  Mäche  F  und  in  welcher  Kichtung  derselhe  die  einzelnen  Quer- 
schnitte schneidet;  man  sieht  zugleich,  daas  m  den  m  F'  erlangten 
.eindeutigen  ItüegraUverthen  nur  Multipla  von  höchstem  so  vielen,  von 
dem  JvttegrationstDege  imabhängigen,  festen  Grössen  hmsutreten,  als 
Quersehnüto  nöthig  sind,  um  die  Fläche  in  eine  emfach  susammen- 
hmgende  gu  verwandeln. 

Gehen  wir  endlich  zu  dem  allgemeinen  li'alle  über,  in  dem  auch 
Punkte  der  Function  existiren,  die  in  der  früher  angegebenen  Weise 
ausgeschlossen  werden  sollen,  und  vermöge  deren  neue  Querschnitte 
dl,  ä^,  ■  ■  ■  eintreten,  so  wird,  wenn  wir  zuerst  die  Annahme  machen, 
(üi  sei  der  einzige  durch  singulare  Punkte  hinzugekommene  Quersclmitt - 
und  verbinde  jene  ausschliessende  Linie  mit  dem  Querschnitte  a^,  bei 
TTeberschreitung  der  Linie  ä^  in  der  Richtung  des  Pfeiles  ein  Stetig- 
keiissprung  sich  ergeben,  dessen  Werth  durch  das  in  der  Richtung 
des  Pfeiles  auf  der  ausschliessenden  Curve  genommene  Integra!  darge- 
stellt wird,  welches  mit  -D,  bezeichnet  werden  mag.  Für  den  Quer- 
schnitt Cj  werden  die  früheren  Auseinandersetzungen  nur  dadurch 
modificirt,  dass  bei  der  doppelten  UmkreisuAg  der  Querschnitte  «j 
und  l)^  der  Querschnitt  d^  einmal  und  zwar,  wie  leicht  zu  sehen,  in 
der  Richtung  des  Pfeiles  geschnitten  wird,  so  dass  sich  die  übrigen 
Integralelemente  wieder  zerstören  und  sich  daher  für'  die  in  der  Rich- 
tung des  Pfeiles  angedeutete  Ueherschreitung  von  c,  der  Stetigkeits- 
sprung  J)|  ergieht.  Ferner  wird  das  lieber  schreiten  des  Querschnittes 
ctj  in  dem  in  der  Figur  zwischen  ß  und  y  gelegenen  kleineren  Theile 
wieder  das  über  &,  genommene  Integral  A^  liefern,  au  dem  jedoch 
noch  der  durch  das  Schneiden  von  c^  in  einer  dem  Pfeile  entgegen- 
gesetzten Richtung  hervorgebrachte  Sfcetigkeitssprung  —  2)i  hinzutritt, 
während  ein  Ueb erschreiten  von  a^  in  dem  übrigen  zwischen  (5  und  y 
gelegenen  Theile  offenbar  nur  den  Integralwerth  A^  liefert;  ebenso 
wird  ein  Ueb  erschreiten  des  Querschnittes  Ö,  in  dem  zwischen  «  und 
■y  gelegenen  kleineren  Theile  den  Stetigkeitssprung  i'j  bewirken,  wäh- 
rend für  den  übrigen  Theil  desselben  Querschnittes  sich  B^  —  i)j  er- 
gieht. Das  Ueberschreiten  von  c^  wird,  wie  man  sich  leicht  durch 
Umkreisen  der  beiden  Ränder  'der  Querschnitte  a^  und  ö^  überzeugt, 
wieder  B^  liefern,  und  es  wird  sodann  der  fiir  den  Ideineren  Theil 
dB  von  a.i  entstehende  Stetigkeitssprung  A^,  der  für  den  Übrigen 
Theil  geltende  J.j -|- i)^  sein,  während  der  Querschnitt  h^  für  den' 
kleineren  Theil  Bt,  den  Werth  B^,  für  den  grösseren  B2  •■ —  B^  liefert 
(1.  s.  w.,  so  dass  das  Ueberschreiten  der  fünf  Querschnitte 

(?j,  ([j,  h^,  «2  -|-  Cj,  6^ 
wieder  nur  fünf  neue  geschlossene  Integrale 
i),,  ^1,  B,,  ^„  B., 
einführt,    aus   welchen   sich  durch  additive  Verbindung  juder  durch 
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üeberaehrßiten  jeuer  Querschnitte  liervorgebracfate  Stetiglteitasprung 
zusammensetzen  las  st.  Genau  dieselben  Betrachtungen  lassen  sich 
auf  die  noch  übrigen  Querschnitte  anwende^,  und  ebensowenig  wird 
au  diesen,  wie  leicht  zu  sehen,  irgend  etwas  geändert,  wenn  wir  statt 
eines  solchen  neu  hinzukommenden  Querschnittes  äy  mehrere  rfj,  d^, 
d^,  ...  voraussetzen,  so  dass  sich  somit  jedes  Integral  auf  der  Fläche 
F  wieder  aus  dem  zwischen,  denselben  Grammen  genommenen  Iiüegrale 
der  Fläche  F'  durcK  ffinsufugen  von  gamen  Vielfachen  eben  so  vieler 
Grössen  i),,  D^,  .  .  A,,  .B,,  A^,  B^,  .  .  .*),  als  Querschnitte  existiren, 
tvird  herleiten  lassen.    Mau  nennt  diese  geschlossenen  Integrale 

D,,  Dj,  .  .  .  J,,  £,,  A^,  B,,... 
die  Feriodiciiatsmoduln  des  Integrals 


Jh)ds*% 


weil  sich  sämmthche  Werthe  des  zwischen  g^  und  s  auf  der  Fläche 
F  genommenen  Integrales  in  der  Form 

J,m<is=J,f{')'ii+ti,i),+f,D,-\ — h«,A+«,J5i+«',A+%A+-- 

darstellen  lassen,  und  daher,  wenn  die  obere  Gränze  s  des  Integrals  als 
von  dem  Werthe  des  ganzen  Integrales  abhängig  aofgefasst  wird,  die 
neue  unabhängige  Variable  alle  diese  unendlich  vielen,  um  ganzzahhge 
A'^ielfache  bestimmter  constanter  Grössen  von  einander  verschiedenen 
Werthe  annehmen  darf,  ohne  dass  «  seihst  sich  ändert,  und  gerade 
diese  Eigenschaft  wird  später  von  uns  die  Periodicitat  genannt  werden. 

*)  Eä  ist  wesentlich  au  dieeer  Stelle  au  bemerken,  dass,  wenn  die  Gröeaen 

it|,  2>8, Nall  Bind,   d.  L.  die  um  die  einzelnen  Unstetigkeits-  oder  Unend- 

lichkeitepunkte  der  Pnnction  geiiommeueu  geaeliiossenen  Cnrvenintegrale  vei'- 
Echivinden,  diese  singulären  Punkte  bei  der  Zerlegung  der  Fläche  nicht  mehr 
ansznschlieaseii  sind,  weÜ  dann  Integrationswege  zwischen  denselben  Punkten, 
welche  einen  Eaum  begränzen,  der  singulare  Punkte  der  bezeichneten  Art  ent- 
hält, zu  demselben  Resultate  führen. 

**)  wobei  zu  beachten  ist,  dass  die  Periodicitätsmoduln  selbstverstämdlicL 
nicht  von  der  imtern  Grunze  ^p  dos  Integrals  abhängen. 
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Analytische  Ausdrücke  und  allgemeine  Bigenschaften  der 
Functionen   und   ihrer   Integrale   in   Qindeutigen   Boreichen. 

Die  Einführung  des  complexeii  Integrales  giebl  ein  Mittel  im  die 
Hand,  nra  aus  gegebenen  charakteristischen  Eigenschaften  einer 
Function  die  Werthbestimmuiig  derselben  durch  analytische  Ausdrücke, 
welche  in  unendlichen  Beihen  bestehen,  für  sämmtliche  Punkte  der 
Riemann'schon  Fläche  herzuleiten  und  aus  jenen  analytischen  For- 
men  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Functionen  überhaupt  zu 
ermitteln 

Sei  '  eine  in  et)iem  Bliite  der  Riemann'schen  Fläche  der  Func- 
tion ip{t)  du  complexen  Variabein  t  gelegene  einfach  geschlossene 
Cufve,  inneihilb  weLhei  sich  kein  Verzweigungspunkt  der  Function 
befindet  —  m  ■welchem  Jalle  die  Function  in  diesem  Berdche  ein- 
deutig genannt  wurde  —  und  werde  der  von  der  Curve  c  sowie  von 
den  elienfalls  emfacJi  ^feschloisenen,  innerhalb  jenes  Raumes  gelegenen 
Curven  c^,  (.„,  begi  inzte  H  mm  betrachtet,  so  wird,  wenn  das  System 
der  CurvLn 

(      Cf,   c,,    .  .  .  . 

mit  C  bezeichnet  wird,  und 


die  einzigen  in  diesem  Räume  befindlichen  Discontinuitätspunkte  sind, 
die  wir  mit  unendlich  kleinen  Curven  umgeben  wollen,  so  dass  auch 
der  übrig  bleibende  Raum,  in  welchem  (p{i)  endlich  und  stetig  ist, 
wiederum  vollständig  begräiizt  ist,  nach  den  Sätzen  der  letzten  Vor- 
lesung 

(1)     j<p(t)  cU-^ftpit)  dt-\-C<p{t)  dt-\ vffpit)  dt-Jtffpip)  dt 

sein,  wobei  die  Integrationsrichtung  so  zu  wählen,  dass  die  einzelnen 
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,  Mäclientheile  stets  zur  Linkeii  liegen*).  Fügt  mati  nunmehr  die 
Annahme  hinzu,  dass  <f)it)  im  Punkte  s  derartig  unstetig  sein  soll, 
daas  sich 

derseUien  endlichen  Grunze  nähere,  von  welcher  Hcite  aus  luan  auch 
in  den  Punkt  i  =  s  kommen  mag,  so  wird  das  letzte  Integral  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (1)  in  die  Form 

J\  CO  C  -  2)  ^  -  Iin,  = .  {((-«),>  (')}f,^, 

gebracht  werden  können,  wobei  die  den  Punkt  is  umgebende  Curve 
durch  einen  einfachen,  unendlich  kleinen  Kreis  ersetzt  werden  kann, 
weil  die  Function  fp{t)  in  jenem  völlig  begränzten  Bereiche  keinen 
Verzweigungspunkt  besitzen  sollte.  Nun  ist  aber  das  unendlich  kleine 
Kreisintegral  um  s  leicht  zu  erhalten,  wenn  man 
t  ^  g  =^  r  (cos  ip  -\'  i  &m  ip) 
setzt,  in  welchem  Falle 

wird,  und  es  geht  somit  die  Gleichung  (1)  in 

(2)     2xilim,^,{(t~-s)tp(t)}'=  f(p{i)cU~ l'tp{i)dt- ~  (g>(t)dt 

1«  («ii  («() 

über. 

Sei  nun  f{t}  eine  innerhalb  des  oben  angenommenen  Bereiches 
ebenfalls  eindeutige  Function  von  t,  die  gleichfalls  in  den  Punkten 
ff^,  ß^,  .  .  .  .  «i  unstetig  wird,  in  allen  übrigen  Punkten  jenes  Be- 
reiches jedoch  stetig,  so  wird 

m 

für  g>{t)  gesetzt  werden  können,  weil  diese  Function  sämmtliche  für 
q>(f)  angenommenen  Eigenschaften  besitzt,  wie  unmittelbar  aus  der 
Endlichkeit  des  Werthes 

zu  ersehen  ist,  und  es  wird  somit  die  Gleichung  (2)  die  Form  an- 
nehmen 


Das.  elbe     c  rde    ofF    l  1  n    lu    1       nfach      es  1  lo    c 

u  e  Blatte  ve  laute  de  Cur  voll  t<i  h^  beg  3  atea  Hau  ne  f,elteu  im  c 
liall  dessen  b  ch  ke  n  Verzwe  g  nifsp  nkt  befl  det  f  r  le  aler  V  zwe  g  ng 
pu  kte  nuerhalli  der  e  u  elaen  Curve  exist  reu  kOunen  we  n  u  de  £Ug 
lior  gen  Verzwe  gungsach    tte  s  ch  ganz    unerbalb  ler    esp   Curve    hu  z  ehen 
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[5)  (Ol)  W0 

da  aber  dieselbe  Gleieliuiig  für  jeden  andern  Punkt  s  jenes  Bereiches 
sich  herleiten  lässt,  so  werden  wir  in  (3)  einen  Ausdruck  gewonnen 
haben,  welcher  die  /"-Function  für  jeden  Werth  der  Variabein,  wel- 
cher in  jenem  eindeutigen  Bereiche  derselben  liegt,  mit  Hülfe  der- 
jenigen Werthe  ausdrückt,  welche  die  /"-Function  auf  den  G-ränz- 
curven  ü,  Cj,  c^  .  .  .,  und  den  die  singulären  Punkte  umsehliessenden 
Linien  annimmt. 

Wird  die  Function  f{p)  für  keinen  Werth  jenes  Bereiches  un- 
stetig, so  werden  die  um  die  a  Punkte  genommenen  Integrale  aus 
(3)  h er Liusf allen j  und  sich  in  diesem  Falle 


(■4) W  =  ö/S 


ät, 


ci^cbin,  wo  das  lang^  dem  (Jun ensy Sterne  C  genommene  Integral, 
wenn  jenes  aus  r  mci  einfachen  gebchlossenon  Ourve  bestellt,  auch  durch 
ein  andeies  eisetzt  werden  darf,  welches  längs  einer  im  Innern  jenes 
eindeutigen  Baumes  befindlichen,  einfach  geschlossenen  Curve  ge- 
nommen ^iid,  die  nur  den  Punkt  .r  noch  ums chlieesen  muss,  da  diese 
beiden  geschlo^'^enen  Integiale  wegen  dei  Eindeutigkeit  uud  Stetig- 
keit dei  Function 

iii  dem  übrig  bleibenden  Räume  nach  früheren  Au  sein  au  der  Setzungen 
denselben  Werth  haben. 

Die  aus  (4)  resultirende  Gleichung 

/(2  +  d2)  i 

giebt  mit  (4)  verbunden 


*j  Dasa  de  algebr-i  sei  e 'bumme  compleiPi  Integrale  deieulnteg  itonsweg 
dpi&ell  e  ist  gleich  dem  Integiale  det  algel  raiBchei  S  mme  der  einzelnen  vi  te 
den  Integralen  befliidliehen  Functionen  ist  wollen  w  i  a  dieser  Stolle  d  ir(,h 
einen  Satz  hegriändei  den  wir  Bjäter  in  der  eben  aufeuatellen  len  Form  noch 
weitei  bra  icheu  werdei  Es  soll  namlich  gezeigt  werden  dasa  wenn  die  tb 
soluten  B  traje  lei  co-fjTwim  Gliedei  einet  Reihe  selbst  eme  coniergente  MeSie 
bilden  die  Seihe  der  eomilexer  Glossen  unaAhänjtg  lon  det  Meil enfolgo  der 
Glieder  eomeigi  t  (was  fit  Integrale  wenn  dieiunction  unter  dem  Integral  auf 
dem  Integration owege  endlich  bleitt  nach  den  ersten  Betiaehtui  gen  der  sechster 
■\  Olles  [g  atets  dei  Fall  istj  Sind  namlich  die  GheJer  1er  Beihe  leell  positiv 
nl    e  dt       0  fol^t  1pi  Sitz   dass  dipse  Bp  lie  von  de    A  ord     cg  derfhedpi 


i_  /•_     /(() 
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und  man  erhält  somit  für  die  erste  Ableitung  der  Function  f{/)  den 
Ausdruck 


unabhängig  convergent  ist,  wenn  die  Reite  aller  Gliedei',  positiv  genommen,  con- 
vergirt,  einfach  aus  der  Üolicrlegung,  dase,  wenn  wit  mit 

die  positiven,  mit 

&,,  (.j,  ... 
die  negativen  Glieder  der  vorgelegten  Reihe  heaeichnen,  die  Reihe  in  einer  be- 
stimmten A-nurdnuiig  der  Glieder  genommen,   nichtB  anderea  bedeutet  ala  dea 
Ausdruck 


2"- 


in  welchem  awiachen  n  und  m  eine  irgendwie  festgesetzte  Beziehung  besteht; 
eine  Veränderaug  dieser  Beaiehung  liefert  eine  andere  Anordnung  der  Glieder. 
Da  aber  der  VorauBsetzung  gemilss 

eine  convergentc  Reihe  bildet,  also 

an  sich  positive,  endhche  Zahlen  bedeuten,  so  wird  für  jede  Relation  zwiecheii 
»(  und  n  der  erste  obige  Gränzauedruck  oH'enbar  in 

P-8 

Übergehen,  also  eine  endliche,  von  der  Anordnung  der  Glieder  unabhängige 
Summe  haben,  während,  wenn  jene  VorausBetzung  nicht  statthat,  also  die  Reihen 


.^".°«"™.=.5v 


liveigonte  sind  die  Difieioni  dieser  beidtn  Unenthdikeiteii  wenn  sie  überhaupt 
endliLh  ist  von  deJ  Art  des  TJnendliohwerdens  beider  d  h  von  der  Beziehung 
iwi^cheii  m  und  w  tbhangig  ist 

Beatehen  nun  die  eiD^eluen  Gbeder  dei  ^oigelegten  Reibe  aus  reellen  niid 
im-^airen  1  hellen  to  fclgt  lua  der  Annahme  dtaa  die  absoluten  Beträge  dieser 
(ilieder  eine  convergonte  Eeihe  bilden    Jist   ■wenn  mit 

das  allgemeine  Glied  der  Reihe  heeeichnet  wird,  nicht  bloss 
sondern  auch 
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(G) fMis)  =  '--\-^^^  f—-ix-,  <''> 

(0) 

•und  es  sind  dahei-  die  Ftmction  f{s)  und  alle  ihre  Ableitungen  für  alle 
Vimkte  des  hetraehteten  Baumes  durch  Integrale  ausgedrückt,  für  welche 
mir  die  Werthe  der  Function  am  Bande  jenes  Raumes  gegeben  m  sein 
hrattchen;  man  sieht  ausserdem,  dass  die  Ableitungen  aus  dem  die 
Function  selbst  darstellenden  Integrale  durch  Differentiation  unter 
deoi  Integralzeichen  nach  der  Grösse  t  erhalten  werden, 

Zugleich  lässt  sich  aber  aus  den  für  die  Function  und  die  Ab- 
leitungen ebß]]  gefundenen  Ausdrücken  ein  ftir  den  weiteren  Fort- 
schritt dieser  Untersuchungen  wichtiger  Schluss  ziehen.  Aus  (6)  ist 
nämlich  unmittelbar  zu  ersehen,  dasa  /^"'(a)  für  alle  z  jenes  völlig 
begränzten  Raumes  endlich  ist,  weil  die  Function  unter  dem  Integral- 
zeichen der  Voraussetzung  nach  auf  der  Integrationaenrve  nie  unstetig 
wird,  und  ausserdem  stetig,  weil  die  Ableitung  endlich  ist,  und  dass 
daher  die  Äileitungcn  einer  in  einem  bestimmten  Sereiche  eindeutigen, 
endlichen  und  stetigen  Function  auch  sUmmtUek  eindeutig,  endlich  und 
stetig  sind*). 

Um  die  för  eindeutige  Functionen  gefundenen  Integi'alausd rücke 
zu  verallgemeinern,  sei  wieder  f(t)  eine  in  dem  durch  die  Curve  c 
vollständig  begränzten  Bereiche  eindeutige  Function  von  t,  welche 
in  den  Punkten 

«,,    «j, K* 

dieses  Bereiches  unstetig  wird,  auf  dem  Bande  dagegen  stetig  ist, 
und  ^(t)  ebenfalls  eine  in  dem  Bereiche  der  Curve  c  eindeutige 
Function  von  der  JSeschaft'enheit,  dass  dieselbe  für  alle  t  jenes  Be- 
reiches (den  Rand  eingeschlossen)  stetig  bleibt,  und  dass  femer,  wenn 

li-CO  =  ^' 
gesetzt,  und  (  als  Function  von  t'  aufgefasst  wird,  für  alle  diejenigen 
(',    welche   sich  als  Fun ctional werthe  von  ^(t)   für  die  t'  jenes  Be- 


worin  (kj)  uad  Iß^)  ^e  absoluten  Beträge  der  Grössen  «j.  und  j3j,  bedeuten,  end- 
liche Glänzen  habe»,  und  hieraus  ergiebt  sich  wiederum  genau  wie  oben,  Anas 
die  vorgelegte  Eeihe  in  beliebiger  Anordnang  der  Glieder,  diese  Anordnung  wie- 
der definirt  in  der  oben  festgeaeUien  Art,  eine  von  dieser  Anordnung  unab- 
hängige endliche  Convergenzgranze  beeitzt,  weil  die  reellen  und  imaginären 
Theile  eich  nicht  zerstören  können,  und  diese  Keilien  einzeln  nach  dem  Vorigen  in 
jeder  Anordnung  gegen  denselben  endlichen  Werth  hin  convergiren. 

*)  Dass  die  Ableitungen  eindeutig  sind,  geht  aus  deren  Definition  und  der 
Eindeutigkeit  der  Function  in  dem  vorgelegten  Bereiche  hervor, 
den  spätere  Betrachtungen  .diesen  Satz  noch  näher  präcisiren. 
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reiches  ergeben,  t  eine  für  diesen  Bereich  der  ('  eindeutige  Function 
ist*),  die  für  die  Punkte  dieses  Baumes  nicht  unendlich  wird,  dann 
wird,  wenn  s  irgend  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Punkt  .jenes 
.Raumes  vorstellt,  die  Function 

ebenfalls  in  dem  ursprün glichen  Bereiche  eindeutig  sein,  weil  jede  in 
jenen  Bereich  fallende  geschlossene  Curve  Zähler  und  Nenner  zu 
demselben  Werthe  zurückführt,  und  da  ferner  der  Nenner  vermöge 
der  aus  dem  Obigen  unmittelbar  folgenden  Bedingung,  dass  ■ij>(t)  nicht 
für  zwei  Punkte  jenes  Raumes  denselben  Werth  annehmen  kann*"'), 
nur  für  f  =  s  verschwindet,  der  Zähler  dagegen  in  jenem  Bereiche 
stets  endlich  bleibt,  so  werden  die  ünstetigkeits punkte  der  neuen 
Function 

sein  und  somit  genau  wie  oben  die  Gleichung  folgen 

IC)  («,)  ("1,)  (0 

worin  die  um  die  Unstetigkeitspunkte  a^,  a^,  . .  .  c^,  s  genommenen 
Integrale  in  beliebigen,  diese  Punkte  umschliessenden,  unendlich  klei- 
nen Curven  zu  nehmen  sind. 

Nun  ist  aber  für  ein  um  z  genommenes  unendlich  kleines  Kreis- 
intogral 

I 
da  %(f)  eme  m  jenem  t  ßeieiche  euideutig  md  ■!tetige  Tunetion 
und  dahei  hilIi  dem  oben  gefundenen  ^itze  ihre  Ableitung  immer 
endlich  ist  und  ausseidem,  wenn  ^{f)-=t  gesetzt  wird,  fiir  die 
dei  Voiaussetzung  meh  m  dem  entspiech enden  i  Bereiche  eindeutige 
Function  t 

*)  andei3  i.u'fj,eBpo  hpn  d^ii  lic  t  r  d  F  inofi  \\  t\  i  cxist  r  i  lo  Rie- 
maun  sehe  Flache  irmerlialb  jenea  c  Bereiehea  keiireii  Verzweigi  ngspuntt  haben, 
BO  dafis  einem  einfach  geacbloasiinen  ImliQfe  des  f  auch  m  geschlossener  Um- 
lauf der  (  Virialle  entspiicht  aber  es  soll  ^lch  fpiner  nach  ol  igei  Annahme 
einem.  geBChlobSCnen  Umlaufe  dei  (  Variable  mneihalb  des  eütiprechenden  ('-Be- 
reiche&  ein  geschlosBei  er  Umlauf  von  t  entsprechen 

**)  denn  wenn  ■^((J  fiu  zwei  Punkte  des  i  Raumes  denselben  "Werth  an- 
njhme  odei  disselbe  t  lieferte  so  wurde  einem  geachlosaenpn  Umlaufe  des  ('-Be- 
reiches ein  nicht  geschlossener  des  (  Bereiches  entsprechen  d  h  es  witide  (  als 
Function  von  t  aufgefasst  nicht  eine  fui  jenen  t  Ceieich  eindeutige  Function 
dieser  Vaiiibpln  sem 
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dt'         dt'         ^i'it) 
Tt 
nicht  unendlich,  ü.  h.  ■^'(0  ^^'^^  nicht  Null  sein  kann;  es  wird  sich 
somit 


J* 


ergehen,  so  dass  die  ohen  erhaltene  Gleichung  in 

oder  wenn  f{t)  in  jenem  Bereiche. keine  Unstetigkeitspunktc  hat,   in 


f(')  —    1     r      At) 


^(()— ^(S) 


üh  ergeht. 

Die  Bedingungen,  denen  i^(()  unterworfen  war,  dass  es  nämlicli 
in  dem  betrachteten  (-Bereiche  eine  eindeutige  Function  dieser  Va- 
riabeln,  und  dass  diese  letztere  in  dem  entsprechenden  Punetional- 
bereiche  eine  eindeutige  Function  von  ip(f)  selbst  sein  sollte,  oder 
dass,  wenn 

Mt)=^t',  t  =  x{i') 
gesetzt  wird,  die  Verzweigungsp unkte  der  Function  ipiß)  und  ^(0 
ausserhalb  jener  beiden  t  und  t'  Bereiche  liegen  sollen,  lassen  sich 
noch  einfacher  und  übersichtlicher  aussprechen,  wenn  wir  erst  einige 
Worte  über  die  sogenannte  Abbildung  der  Flächen  vorausgeschickt 
haben  werden. 

Es  war  in  der  zweiten  Vorlesung  gezeigt  worden,  dass,  wenn 
man  zu  einem  Gebilde  dadurch  sein  entsprechendes  construirt,  dass 
man  zu  jedem  Punkte  des  ersteren  vermöge  einer  beliebig  vorgelegten 
Function  von  s  den  für  jenen  Funkt  sich  ergebenden  complexen  Werth 
dieser  Function  als  den  entsprechenden  Punkt  fixirt,  die  beiden  Ge- 
bilde in  den  kleinsten  Theilen  ähnlieh  sind  ausgenommen  in  den 
Punkten,  für  welche  die  Ableitung  der  Hülfsfunction  verschwindet 
oder  unendlich  gross  wird.  Sind  nun  zwei  einfach  zusammenhängende 
Theile  zweier  Kiemann'schen  Flächen  durch  eine  Function  von  B  so 
auf  einander  bezogen,  dass  jedem  Punkte  des  einen  ein  und  nur  ein 
Punkt  des,  andern  entspricht,  so  nennt  man  den  einen  Theil  das  Ab- 
bild des  andern,  und  ich  will  im  Folgenden  einige  Beispiele  für  die 
Abbildung  von  einfach  zusammenhängenden  Mächen  auf  eine  um  den 
Nullpunkt  mit  dem  Radius  1  gezogene  Kreisfläche  behandeln,  welche 
in  ihrer  Yerschiedenartigkeit  das  klar  machen  sollen,  worauf  es  bei 
der  Abbildung  der  Flächen  wesentlich  ankommt,  und  die  selbst  im 
Folgenden  zur  Anwendung  kommen  werden. 
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zuerst,  die  unendliche  positive  Halbebene  (also  den 
oberhalb  der  Abscissenachse  ge- 
legenen Theil)  auf  eine  um  den 
Nullpunkt  mit  dem  Radius  1  ge- 
zogene Kreisfläche  abzubilden,  so 
ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  s„ 
und  z„'  irgend  zwei  fest  angenom- 
mene conjugifte  Punkte  der  «-Kbeue 
bedeuten,  von  denen  der  erste  auf 
der  positiven  Seite  sich  befiudet, 
die  Function 


das  Verlangte  leistet;  denn  bedeutet  s  einen  Punkt  der  Hauptachse, 
SU  ist  für  diesen 

mod  (s  —  !S„)  ■-=  niod  {z  —  zj), 
und  daher 

mod  s'  =  1 , 

d.  b.  es  beschreibt  für  die  Bewegung  des  s-Punktes  auf  der  uuend- 
lichen  Hauptachse  /  eindeutig  die  Peripherie  eines  mit  dem  Radius  1 
um  den  Nullpunkt  gezogenen  Kreises.  Ist  dagegen  s  ein  beliebiger 
anderer  Punkt  der  positiven  Halbebene,  so  ist  stets 

mod  (s  —  Sq)  <  mod  {^  —  Sj,') , 
d.  h. 

niüd/<  l, 

und  es  entspricht  daher  jedem  Punkte  der  Halbebene  ein  uud  nur 
ein  Punkt  der  Innern  Kreisfläche;  da  aber  s  ebenfalls  eine  in  dem 
ganzen  Bereiche  der  «'-Ebene  eindeutige  Function  dieser  Variabein 
ist,  so  ist  nachgewiesen,  dass  die  obige  linear  gebrochene  Function 
von  s  die  positive  Halbebene  auf  die  Kreisfläche  mit  dem  Radius  1 
in  den  kleinsten  Theilen  'ähnbch  abbildet.*) 

Sei  ferner  eine  mit  dem  Radius  r  um  den  Punkt  a  beschriebene 
Kreisfläche  gegeben,  und  für  diese  durch  die  Function 


*)  Wollte  man  die  Beziehungen  zwischen  den   entsprechenden' Cooidinateu 
der  Halbebene  und  des  Kreises  herstellen,  so  brauchte  maji  nnr 

au  actaen,  und  erhält  aus  der  obigen  Gleichung  durcli  Trennung  des  Reellen 
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das  entsprechende  Gebilde  gesucht,  so  ist  unmittelbar  zu  sehen,  dass, 
weil  für  die  Peripherie  des  Kreises 

mod  {s  —  es)  =  r 
wird,  für  die  diesen  Punkten  entsprechenden  Punktü 

mod  s'  =  1, 
d.  h.  die  /-Curve  eine  mit  dem  Radius  1  um  den  Nullpunkt  be- 
schriebene Kreislinie  ist.  Ausserdem  ist  klar,  dass  jedem  Punkte  im 
Innern  der  einen  Fläche  ein  und  nur  ein  Punkt  im  Innern  der  an- 
dern Fläche  entsprechen  wird,  dass  somit  der  um  den  Nullpunkt  mit 
dem  Radius  1  beschriebene  Kreis  das  Abbild  des  gegebenen  Kreises  ist. 
Für  eine  sich  um  einen  Verzweigungspunkt  a  m-fach  windende 
Kreistiiiche  wird  das  durch  die  Function 

^' -('-?-)'■ 

bestimmte,  entsprechende  Gebilde,  weil  auf  dem  Rande 

mod  [s  —  a)  =  r,     also     mod  /  =  1 
ist,   eine  mit  dem  Radius  1   um  den  Nullpunkt  gezogene  Kreislinie 
zur  Gränzlinie  haben,  und  es  wird,  wenn  für  den  Rand 

s'  =  cos  95'  +  i  sin  95',     s  —  a=^  r  (cos  95  +  i  sin  tp) 
gesetzt  wird, 

cos  fp  -\-  i  sin  9/  =  cos  —  -j-  i  sin  — 

sein,  und  daher  die  Variable  /,  während  s  die  vollständige,  m-fach 
gewundene  Umkreisung  macht,  ihren  Kreisrand  nur  einmal  beschrei- 
ben; dasselbe  gilt  offenbar  für  jeden  im  Innern  der  Fläche  um  den 
Verzweigungspunkt  herum  gewundenen  Kreis,  und  es  ist  daraus  zu 
ersehen,  dass  jedem  Punkte  eines  der  beiden  Gebilde,  der  «»-fach 
um  a  gewundenen  imd  der  einfachen  um  den  Nullpunkt  beschriebenen 
Kreisfläche,  wieder  ein  und  nur  ein  Punkt  des  andern  Gebildes  ent- 
spricht. 

Wird  endlich  für  eine  Lemniseaten fläche,  deren  Mittelpunkt  im 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  und  für  welche  das  Product  der  von 
den  Brennpunkten  (zwei  in  der  Entfernung  +  1  ujid  —  1  vom  A.n- 
fangapunkte  auf  der  Abscissenaehse  gelegenen  Punkten)  nach  der 
Peripherie  geführten  Radien  gleich  a  ist,  diejenige  Function  gesucht, 
welche  diese  Fläche  auf  einen  mit  dem  Radius  1  um  den  Nullpunkt 
beschriebenen  Kreis  abbildet,  so  wird  aus  der  für  die  Peripherie- 
punkte der  Lemniseate  gültigen  Gleichung 
(a)  .  .  .     mod  (s  —  1)  mod  (4;  -f  1)  =  mod  {2^  —  1)  =  «  *) 

.*}  indem  mod  (z  —  1)   und   mod  (s  -|-  1)   die   Entfernungen   eines  FuHktes  z 
von  den  Punkten  4-  1  und  —  1  angeben. 
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nnmittelbar  folgen,  dass  die  Abbildungsfunction 

(i) /_i(.=  -i) 

für  die  Peripheriepunkte  des  neuen  Gebildes 

mod  s'  ==  1 
liefert,  und  somit  wieder  der  Lemniaeatenfläche  eine  mit  dem  Radius 
1  um  den  Kulipunkt  bescbriebene  Kreisfläche  zugeordnet  wird.  Es 
ist  ferner  leicht  zu  erkennen,  dass  jedem  Punkte  s  der  Lemniscaten- 
fläche  ein  und  nur  ein  Punkt  der  inneren  Kreisfläche  entsprechen 
wird,  da  z  eine  eindeutige  Function  von  s  ist,  und  das  Innere  der 
Lemniscate  von  den  Punkten  erfüllt  wird,  für  welche  das  Product 
der  Entfernungen  von  den  Brennpunkten  kleiner  als  «  ist.  Doch 
das  Umgekehrte  findet  im  Allgemeinen  nicht  statt;  untersucht  man 
nämlich,  wann  auch  stets  jedem  Punkte  der  Kreisfläche  ein  und  nur 
ein  Punkt  der  LemniscatenÜäche  entspricht  oder  nach  Früherem, 
wann  z  als  Function  von  s  aufgefasst,  keinen  in  die  Kreisfläche  fal- 
lenden Verzweigungspunkt  besitzt,  so  folgt  aus 

dass  der  einzige  Verzweigujigspunkt  dieser  Function 

ist  und  daher  für  k  >  1  innerhalb,  für  a  <  1  ausserhalb,  für  k  ^  1 
in  die  Peripherie  jener  mit  dem  Radius  1  um  den  Nullpunkt  be- 
schriebenen Kreisfläche  fällt;  es  wird  somit  für  die  den  beiden  letzten 
Grössen  Verhältnissen  des  a  entsprechenden  Leniniscaten,  d.  h.  be- 
Pig.  43. 


kanntlieh  für  die  aus  gesonderten  Tbeilen  bestehende  oder  mit  einem 
Doppelpunkt  veraebene  Lemniscate,  die  durch  die  Gleichung  (b)  defi- 
nirte  Function  z  die  Abbildung  eines  der  beiden  Theile  derselben 
auf  jene  Kreisfläche  liefern  *),  und  es  bleibt  somit  nur  noch  für  die 
aus  einem  einfachen  F^chenstück 
^'S-  ^'  bestehende  Lemniscate,  für  welche 

K  >  1  ist,  die  Bestimmung  der 
Function  übrig,  welche  die  von  der- 
selben begränzte  Fläche  auf  einem 
mit  dem  ßadius  1  um  den  Null- 
punkt beschriebenen  Kreis  abbildet.     Dass  dies  aber  die  Function 


*)   Für  den  Fall,   daas  der  Verzweigungspimkt  auf  der  Peripherie  des  ab- 
gehildeten  Kreises  liegt,  leuchtet  die  Behauptung  ans  der  ZusanuaenBtellnng  der 
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leistet,  wird  leicht  zu  zeigen  sein;  denn  setzt  man  mit  Berücksich- 
tigung der  Gleichung  (a)  für  den  Rand  der  Lemaiscate 

ä'  —  1  =  ß  (cos  <p  -\-  i  sin  <p)j 
so  wird 

müd  s'^  =  («  cos  ip  -\-  ])'■'  -\-  a'^  sin^  (p  ^^  a^  -j-  1  -{-  2  a  cos  (p, 
also 

mod  g  =^  j/a'^  -|-  1  -|-  2  a  cos  (p 
sein,  und  genau  denselben  Werth  wird 

mod  ya  4- -i  {s'^  —  1)  =  y{a  +  eöä^yH- äSi^?'  =  /«^+T+2"k" cos^ 
annehmen,  so  dass  aus  (c) 

mod  s'  =  1 
folgtj  d.  h.  der  Lemniscatenrand  wird  in  der  Kreisperipherie  abge- 
bildet sein.  Es  bleibt  somit  nur  noch  zu  untersuchen,  wohin  die 
Verzweigungspunkte  von  0  als  Function  von  s'  und  von  s'  als  Func- 
tion von  ^  aufgefasst  fallen.  Nun  liegt  aber  der  Verzweigungspunkt 
von  /  offenbar  in  demjenigen  ^-Punkte,  welcher 

«  +  i  («'  ^  1)  -  0 
macht,  also  in 

s  =  /l  —  «^ 
d.  h.,  weil  «  >  1,   in  der  Ordinatenachse  und,   wie  mau  sich  leicht 
überzeugt,  ausserhalb  der  Lemniscate,  da  der  Schnittpunkt  derselben 
mit  der  Ordinatenachse  die  Entfernung 

vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  hat.  Umgekehrt  ist  aber  auch 
s  als  Function  von  s'  aufgefasst  innerhalb  des  Bereiches  jenes  Kreises 
eine  eindeutige  Function  dieser  Variabein ;  denn  da  sich  aus  (c) 

ergiebt,  so  folgt,  dass  der  Verzweigungspunkt  dieser  Function  diireli 

bestimmt  wird  und  somit  ausserhalb  der  Kreisfläche  liegt;  die  durch 
(c)  definirte  Abbildungsfunction  liefert  daher  die  um  den  Nullpunkt 
mit  dem  Radius  1  beschriebene  Kreisfläche  als  Abbild  der  Lemnis- 
catonfläche. 

uneiidlieh  benachbarten  Lorunisnate  ntid  des  unendlich  hena.chbarten  Kreises  von 
seihst  ein. 


y  Google 


100 


Siebente  Vorles 


vollständig  begränzter  1 
Fig.  45. 


Sei  nun  ein  Ton  mehreren  einfacli  geschlossenen,  in  demselben 
Blatte  der  Riemann'sehen  Fläche  verlaufenden  Curven  c,  c^,  c^,  ■  ■  ■  e,. 
eben,  und  die  betrachtete  Function 
f{z)  in  dem  von  c  begränzten  Be- 
reiche eindeutig,  im  Innern  und  auf 
dem'  Bande  des  betrachteten  mehr- 
fach zusammenhängenden  Kaumes 
""X  stetig,  sei  ferner  -^{z)  eine  Fnnc- 
/  tion  von  s,  welche  die  von  der  ein- 


fach geschlossenen  Curve  c  be- 
gränzte  Fläche  auf  eine  um  den 
Anfangspunkt  mit  dem  Radius  r 
gezogene  Kreisfläche  ähnlich  ab- 
bildet*), während  die  Curven  c,,  c,,  ...  c  der  Beschränkung  unter- 
worfen werden ,  dass  ihre  durch  die  Function  i/f  (ß)  bestimmten  Abbil- 
dungen ebenfalls  Kreise  werden,  deren  Mittelpunkte  wir  mit  a, , 
«2,  , . .  üx  bezeichnen  wollen,  so  wird  die  oben  gefundene  Formel  (8)  in 


.kA 


f{i) 


^  (t)  -  V  (a) 


dt 


Fig.  4(!. 


iibergehen,  worin  die  Integrale  in  der  Richtung  der  Pfeile  der  o 

Figur  zu  nehmen  sind,  und  es  ist  un- 
mittelbar einzusehen,  dass  für  das  auf 
dem  Umfange  der  c-Curve  genommene 
Integra! 

mod  ^  (d)  <  niod  ^  (i) 
n  und  für  die  folgenden  Integrale  oä'en- 
I  bar  die  Ungleichheit 

mod  [^  (s)  ^  d\  >  mod  [^  {t)  —  a\ 
bestehen  wird. 

Setzt  man   zur  Entwickelung  des  er- 
sten Integrales 

*)  Icli  will  liier  oiaeii  von  Eiemann  mit  Hülfe  des  sogenannten  Dirich- 
iet'Bohen  Prmcips  bewieseneo  Satz  mit  der  iier  hioreiclienden  Einschränkong 
erwähnen,  auf  dessen  Beweis  iot  jedoch  in  diesen  VorleBongen  uicM  weiter  ein- 
gehe, da  er  im  Laufe  der  nachfolgenden  Untersuchungen  nicht  benutzt  wird, 
dessen  Inhalt  aber  das  Verständuisa  des  Folgenden  erleichtert.  Derselbe  lautet: 
Eine  heliebige  dwdh  eine  emfadt  gesMosaene  Curve  volktä/ndig  begrämte  Fläche 
jtarm  stets  auf  ^ne  um  den  NuUpitnkt  mit  dem  Badius  1  beschriebene  Kreisfläche 
in  de»t  kleinsten  Theüen  iämtich  abgebildet  werden  und  zwag-  nur  auf  eine  Art 
so,  dass  dem  Mittelptmkt  ein  beliebig  gegebener  irmerei-  Punkt  und  irgend  einem 
Punkte  det-  Per^hei-ie  ew  beliebig  gegebener  Segränfimig^utiM  jene^'  vorgelegten 
Flache  entspneht. 
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(10). 


9  l'J 


i  den  Reat  der  Entwickelung  bedeuten  soll,  so  ergiebt  sich,  da 

^  —  i 


"T  ij.  (ij  ~f"  V^'  (i)/     T    '    ■ 

lach  einfacher  Umformung 


/jflMy  +  i 


(10): 

■^  ti)  - '/'  (ß) ' 

30  dass  durch  Einsetzen  dieses  Ausdruckes  in  (10)   die  für  jedes  po- 
sitive gaiizzahlige  n  identische  Gleichmig 

i'vWV  +  i 

__  _        _  W  (t)/ 

V  It)  "^ " " "" 


(11) 


-f 


^(f)"' 


i  + 


1J,  (i)  ~  1/1  (a) 


und  hieraus  durch  Multiplication  mit 
und  Integration  längs  der  Curve  c 


folgt.     Da  aber  die  Function 


f(t) 


unter  dem  letatern  Integralzeichen  für  die  Punkte  der  c-Curve  nicht 
unstetig  wird,  da  ferner  der  Modul  der  Grösse  i>  {0)  für  diese  Inte- 
gration kleiner  als  der  JWodul  von  i!)(t)  ist,  so  wird,  weil 

\^  tty 
mit  unendlich  wachsendem  n  sich  der  Null  nähert,  für  sehr  grosse  n 
das  ganze  letzte  Inte^rxl  welches  als  Rest  der  obigen  Integral  reihe 
(12)  aufzufassen  ist,  veischwinden,  und  wir  erbalten  somit  die  nach 
ganzen  steigenden  positiven  Potenzen  von  ip  {ß)  fortschreitende  Reiben- 
entwicHuns;; 


Wilrden  -«n  son  it  d  R 

die  Carve  c  gar  keiner  B  di  "1  t 

Function  ^        von  1er  ob      aJig  g  b 
von  diesem  batze  ab    so  mt   t 
für  welche  der  von  ihnen       g     hl 
dem  Radius  1  beschiieben    Kr  ufla  h 


J  dn 


Q  d      N  Hl     kt      1: 
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('=)  /.J^fi,  *  i'iM '' + *<^W,  ^' + *«/li 


dt- 


bei  welcher  zu  bemerken  ist,  dass  die  Integrale  der  rechten  Seite 
überhaupt  nur  über  einfach  geschlossene  Curven  ausgedehnt  zu  werden 
brauchen,  welche  mit  der  c-Curve  einen  Raum  eins chli essen,  der  weder 
einen  Unstetigkeitspunkt  von  f  {p)  noch  den  NuUpunkt  von  i/f  (s)  ent- 
hält, indem  dann  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  in  dem  so 
entstehenden  Ringe  eindeutig  und  stetig  ist,  und  wir  es  somit  mit 
gleich  werthigen  Integralen  zu  thun  haben. 

Was  nun  ferner  z.  B.  das  erste  der  über  c^,  c,,  ...  genom- 
menen Integrale  der  obigen  Gleichung  betrifft,  so  ist,  wenn  der  dem 
Mittelpunkte  a^  des  abgebildeten  Kreises  entsprechende  Flächen- 
punkt*) mit  «j  bezeichnet  und 

«!  =  '/'  («l) 

gesetzt  wird. 


-rp^i:)  —  ^  [«,) 
und  es  wird  vermöge  der  oben  gefundenen  Ungleichheit; 
mod  [i^  (t)  —  ii>  {ccj]  <  mod  [^  (3)  —  i/;  («j)] 
und  genau  nach  den  eben  gemachten  Schlüssen:; 

(14)  ....    /w™iW  *-"i^W^¥Mi«'>'" 

-  iii,j~fj..)r ff 'f>  [*(*)  -*(«.)]'" 


ifjl\t)y>{i 


'')  In  Betrfiff  der  de  Cu  ven  c»  ■  -  .  auferlegten  Beschränkung,  ver- 
möge der  Function  ip{i)  "Ke  e  z  m  Abbild  za  haben,  mag  bemerkt  werden, 
dass  Bicli  zwischen  den  Gle  chungen  1er  e  ,  c,,  ...  -Curven  und  der  der  c-Curve 
unmittelbar  die  folgendp  Beziehun  1  e  le  ten  läBBt.  Eb  ist  nämlich  für  die  Punkte 
der  )''t7teien  Cuive 

mod  1^  (z)  —  )■ 
und  daher    wenn 

gesetzt  wird    die  Ulei  hung  dieser  Curve 

Andereiaeifa  wird   ibei,  wenn  s  wieder  die  Variable  der  Ci-Curve,  und  (.,  den 
Radius  des  abgebildeten  Kreiaea  bedeutet, 

mod  [{-^  (3)  — V  («,)]  =  e, 
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sein,  und  Ulmliche  Botwickelungen  liefern  die  übrigen  Integrale,  so 
dass  sich  somit  die  für  alle  Funkte  t  des  von  den  emfack  geschlossenen, 
im  Uebrigen  den  obigen  Bedingwngen  unterworfenen  Curven  c,  Cj, 
Cj,  ...  Cx  vollständig  hegränsten,  mehrfach  zusammenhängenden  Bau- 
mes giUtige  Entwickelmig  der  in  dem  c-Bereiche  eindeuHgen ,  in  dem 
mehrfach  ztisammenhängenden  Saume  stetigen  FwncHon  f{s)  ergiebi: 

W  ,7/    .    .. 


(15) .  fi.)^mß.i^dt+^^fmm,,^^^^ 

-,Jfii)ät 

'^^.Jfim{t)-H^^^dt-^... 


+  .4i-  ^i.)-';'(..i]-/n')  [♦■  w  -  *  («-)]  -"  +  ••• 

Nimmt  man  an,  dasa  die  Abbildungsfun etion  auch  auf  der  Cutve 
c  selbst  ieinen  Verzweigungspunkt  besitzt,  also  ibre  Ableitung  auf 
allen  Punkten  des  Bandes  stetig  ist,  so  ist  es  erlaubt,  in  (9)  und  (15) 
statt  der  Function  f{z)  die  Function 

zu  setzen,  und  man  erhält  in  diesem  Falle  die  Function  f{s)  in  Form 
von  Integralen  und  nn endlichen  Reihen  dargestellt  von  folgender 
Gestalt: 

■■■        2^ijv(()-^(s)  ""^ 
und 

(")  ■■  n^)-^f^^'^-"  +  mfW'  '"  +  •■■ 

(=i) 

sein,  und  somit  tlie  Qleiohung  der  c,-Curye,  woiin  der  I'uukt  a,  durch  die  Coor- 
dinaten  ^,,  jj,  repräaentirt  wird, 
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+  ^<  ■  [?-(,)  i»wr../'«'>  *■("  [*(')  -  *(•')]  '"  +  ■■■ 
+ "• 

+  1^'  — ,  ■    '     ,   -i  ff{t)  1>'l.t)  dt 

+  sif  i^w -'»(■..)]■/«')  *■ « [*  (')  -*(«.)]■«  +  ■■• 

Dass  übrigena  die  Reih enentwi ekel UDg  unabhängig  von  dem  RadiuK 
r  des  abgebildeten  Kreises  ist,  geht  unmittelbar  daraus  hervor,  dass, 
wenn  z'^-<i>{g)  eine  geschlossene  Fläche  auf  einen  um  den  Null- 
punkt mit  dem  Radius  r  gezogenen  Kreis  abbildet,  dis  Function 
/'  =  —  i/j  (?)  die  Abbildung  derselben  Flache  auf  einen  ebensolchen 
Kreis  mit  dem  Radius  r  leistet,  und  wie  aus  der  obigen  Entwieke- 
Inng  folgt,  die  constantea  Pactoren  der  i/j-Funetion  sich  herausheben. 
Dass  eine  Function  f(s)  nur  auf  eine  Weise  nach  Potenzen  de]- 
Abbildungsfun ction  in  eine  Reihe  von  der  Form  (15)  entwickelbar 
ist,  soll  dadurch  gezeigt  werden,  dass,  wenn  zwei  derartige  Reihen 
auch  nur  für  die  Peripheriepunkte  von  x  +  1  in  jenem  begränzten 
Räume  befindlichen  geschlossenen  Curven 

l,  \,  k,  .  .  .  L, 
von  denen  l^,  (j,  ...  ly  die  Punkte  kj,  «j,  ...  ««  einzeln,  l  eben 
diese  Punkte  sämmtlieh  und  zu  gleicher  Zeit  den  dem  Mittelpunkte 
des  begränzenden  Kreises  entsprechenden  Punkt  umschliessen,  den- 
selben Werth  annehmen,  die  innerhalb  des  betrachteten  Raumes  gül- 
tigen Eut Wickelungen  identisch  sein  müssen.  Denn  setzt  man  die 
beiden  Ent Wickelungen  für  die  Punkte  dieser  k  -|-  1  Curven  einander 
gleich,  so  dass  sich 
(18)  .  .  a^tl>-i0)+  a,i^-(^)^K2)H +  a,.t'{^)i>i^r+  r,^-'(s) 

_i_    m        ^'(g) |_    PI         -^'(^1 

-r  «!     ^(a)_.^(„,). -r  «3   [^  (;!)  _  1/,  [„,)p 

^     ^     [^  c^)  -  iK«.)r  ^  "  ^  ' 

+ 

=  A'^'C^')  +  ^if  (^)*(^)  H h  A^^'(ß)t(_sy  +  B.i'-{^) 


.  +  A'-'' ^1^^^ +  Ji"'  H,'  {.) 
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die  nach  dem  Früheren  für  unendlich  grosse  n  sich  der  Null  nähern- 
den Reste  der  einzelnen  "Reihen  bedeuten,  so  werden,  wenn  die  Glei- 
chung mit 

* »-' 

mnlfciplicii't ,  und  über  den  Umfang  der  einfach  geschlossenen  Curve 
l  integrirt  wird  —  was  wegen  der  Gleichheit  der  Werthe  der  beiden 
Seiten  von  (18)  für  alle  Punkte  der  Curve  l  erlaubt  ist  —  von  den 
Kestintegralen  abgesehen  jedenfalls  nur  Grössen  von  der  Form 

zu  betrachten  sein.  Was  nun  das  erste  dieser  beiden  Integrale  be- 
trifft, in  welchem  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  vorstellt, 
so  wird  jedenfalls  die  Function  unter  dem  Integralzeichen,  wenn 
überhaupt,  dann  nur  für  denjenigen  Werth  von  ^,  welcher 

*  (i,)  _  0 
macht,   d.  h.  für  den  dem  Mittelpunkt  des  abgebildeten  Kreises  ent- 
sprechenden Punkt  unendlich,   und  da  sie  sonst  eindeutig  und  stetig 
ist,  so  wird  man  statt  über  l  auch  über  c  integriren  können,   welche 
Curve  zum  Abbild  den  Kreis  mit  dem  Radius  r  haben  sollte,*) 
Setzt  man  daher: 

ip(g')  =  r  (cos  gu  -]-  «  sin  if) 
und  also 

ij)'  {s)äs  =  ri  (cos  (p  -{-  i  sm  cp)drp, 

da  r  für  die  Integration  auf  der  Curve  c  constant  bleibt,  so  wird, 
indem  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet 
(0  eingeschlossen  und  — ■  1  ausgeschlossen) 


/ 


V (2)  i/f  (^)"' t?^  =  »>'"+'  r[cos(m-|~  1)9)  +  ^  sin  (hs  +  \)rp'\d<p=^0, 


während  für  m  = 


im'^'-'h-" 


ist,  so  dass  die  erste  Horizontalreihe  der  linken  Seite  der  Gleichuug 
(18),  da  sich 

y;-„^'(.)t^(.)-*rf^ 


*)  vorausgesetzt,  dass  ^  (?)  auf  der  GränKOurve  c  keinen  "Verzweigungs- 
punkt  besitzt,  in  welchem  Falle  man  der  Linie  c  diejenige  unendlich  benach- 
barte Curve  subBtituiren  könnte,  deren  Abbild  der  dem  Gränzkreise  des  Bildes 
unendlich  benachbarte  Kreis  ist. 
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für  unendlich  wachsende  n  wegen  des  verschwindenden  r„  seibst  der 
Nul!  nähert,  in 

übergeht.  Für  das  zweite  der  oben  bezeichneten  Integrale,  deren 
Werthe  zu  untersuchen  waren,  darf  man,  weil  die  Function  unter 
demselben  nur  für  diejenigen  z,  welche 

i,{s)  =  0  und  t  ii)  =  ^  («) 
machen,  unendlich  wird,  und  die  Curve  l  der  Voraussetzung  nach 
diese  Punkte  umschliesst,  ebenfalls  als  Integrations curve  die  begrän- 
zende  Curve  c  substituiren  und  findet  mit  Hülfe  der  schon  oben  an- 
gestellten Betrachtungen  über  die  Integration  einer  nach  Potenzen 
von  iji  {e)  fortschreitenden  Reihe  und  mit  Berücksichtigung  der  Un- 
gleichheit 

mod  i/f  («)  <  mod  ip  (z), 

deren  beide  Seiten  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  abgebildeten 
Kreises  von  einem  Punkte  resp,  seiner  Fläche  und  seiner  Peripherie 
bedeuten,  die  folgende  Entwicklung 

J  (♦»-♦Ml»     J     '^  L        »wJ 

Vw*W-'-»[i+i>*W*C2)-'  +  ^/^*Wi'(«)-'  + ■■•]«!«. 

Die  oben  eingeführte  Substitution 

jp(^)  =  r  (cos  q>  -i-iain  tp) 
zeigt  nun  wieder  unmittelbar,  dass  alle  in  dem  vorstehenden  Aus- 
drucke enthaltenen  Einzelintegrale  den  Werth  Null  haben,  und  da 
ferner  die  aus  den  RestausdrÜcken  resultirenden  Integrale  verschwin- 
den, ausserdem  dieselben  Schlüsse  für  die  rechte  Seite  der  Gfleiehung 
(18)  statt  haben,  so  folgt  unmittelbar 

a*_i  =  Äk-i- 
Multiplieirt  man  ferner  die  Gleichung  (18)  mit 
[*  (3) -*(..)]• 
und  nimmt  wiederum  über  beide  Seiten   der  Gleichung  das  Integral 
längs  der  Curve   \,   so  wird  man,   da   die   Functionen   der  zweiten 
Horizontalreihe  unter  den  Integralen  nur  für  5^«,  unstetig  werden, 
statt  der  Curve  ?,  die  Integrationscurye  Cj  substituiren  dürfen,   deren 
Abbild   der  Voraussetzung  nach   ein  um  a^  mit  dem  Radius  pj  be- 
schriebener Kreis  ist  und  erhält  somit,  wenn 

■iIj(s)  —  TP  («,)  =  e,  (cos  q)  -\-ism  (p) 
gesetzt  wird,  durch  genaue  Wiederholung  der  oben  gemachten  Schlüsse, 
und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Functionen  der  andern  Horizontal- 
reihen innerhalb  der  Integrationscurve  Cj  gar  nicht  unstetig  werden. 


7/^ 
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und  ähnliehe  Resultate  für  die  andern  Hori zon talreihen ,  so  dass  die 
Identität  der  beiden  Entwicklungen  und  somit  die  Eindeutigkeit  der 
Entwicklung  von 

nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 

i/'  (^"1     und     — r\ r-r\ 

erwiesen  ist. 

Aus  der  oben  gegebenen  Entwickelung  einer  Function  f(ß)  von 
näher  angegebener  Eigenschaft  innerhalb  eines  mehrfach  zusammen- 
hängenden Raumes,  der  nur  der  Bedingung  unterlag,  dass  die  einfach 
geschlossenen  Ourven  c^,  c^,...Ct  vermöge  derjenigen  Function 
^(3),  welche  als  Abbild  des  von  der  Curve  c  begränzten  Raumes 
einen  um  den  Anfangspunkt  gelegten  Kreis  lieferte,  sich  ebenfalls 
als  Kreise  abbildeten,  ist  es  leicht,  die  Entwickelung  einer  innerhalb 
des  von  einer  einfach  geschlossenen  Curve  c  begränzten  Raumes  ein- 
deutigen Function  f{n)  herzuleiten,  die  nur  in  den  Punkten  «,, 
ß^,  .  .  .  a„  unstetig  werden  soll.  Denn  da  man  offenbar  stets  jeden 
dieser  Punkte  durch  eine  derartige  unendheh  kleine  Gurve  ausschliessen 
kann*),  dass  die  durch  die  Abbildung  der  be^Tanzendtn  Gurve  c 
bestimmte  Function  -^{z)  auch  diese  m  emem  unendheh  klemen 
Kreise  abbildet,  so  wird  mau  11  dei  obiL,en  Betrachtung  nur  die 
Punkte  Kj,  ßj,  ,  .  ,  a,.,  welche  he  Bilder  der  Mittelf  inkte  iei  emzel 
nen  Kreise  waren,  die  Un Stetigkeit sj  ml  te  bede  iten  /u  lassen  biiuchen 
und  somit  als  Entwickelung  lon  /i^  ")  welche  m  lem  ganzen  von 
der  einfach  geschlossenen  Cnn  e  t  be^i  nzten  Ra  ime  j,  iltig  i^t  die 
folgende  erhalten; 


^^.''H- 


-„;,  Jam^ti  m.^"^'LjJmt^'^  -  ^(«0]^^ 


+■■ 


+ 


+^im^)ß^'^''*+2i-i(^m^^ 


{"") 


*)  Es    bt    1  es     t  tc,   mogl    1     weil  nn     nur    wenn   ^()=         n  1      =j;(s') 
gesetzt  ist  neu     neudl  ch  kle  nen  Kre  8  um  den  B  Idpunkt       n  u  be    1   ei- 

ben  an  lassen  und  das  2  gel  ur  ge  Contmuum  le  Werthe  als  je  e  I  n  P  nkt 
a  aBctl  essen  le  nendlich  He  e  Cuive  ^u  betrachten  traucM  un  1  man  kdim 
zugleich  bemerken   dasB   wahrend  d  e  c  Curvo  der  Gleichung 
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worin  jetzt  die  über  (k,),  (a^),  :  ■  (a^)  genommenen  Integrale  unend- 
lich kleine  Curvenintegrale  bedeuten,  die  aucli  dnrcb  Integrale  über 
unendlich  kleine  Xreise  ersetzt  werden  können.  Die  Eindeutigkeit  der 
Entwickelung  folgt  aus  der  oben  durcbgefOhrten  Untersuchung  un- 
mittelbar. 

Wenn   die  Function  f{s)  innerhalb  des  von  der  Curve  c  abge- 
gränzten  Raumes  keine  Un Stetigkeitspunkte  besitzt,  so  wird 


di- 


{M).  r {s)  —  -j~.  j --^j^at  +  — g--.— J ^(-j-,c((  +  — giT""  J  -^If? 

welche  Reihe  nach  dem  Obigen  für  alle  Punkte  des  von  der  Curve 
c  begränzten  Raumes  convergent  ist,  und  in  der  die  geschlossenen 
Integrale,  welche  die  Coefficienten  darstellen,  auf  unendlich  kleine 
Curven  beschränkt  werden  können,  welche  nur  noch  den  Punkt 
i^(()  =  0  oder  denjenigen  Punkt  der  gegebenen  Fläche  umschliessen 
müssen,  welcher  dem  Mittelpunkt  des  abgebilduten  Kreises  entspricht. 
So  würde  z.  B.  die  für  eine  der  Hälften  einer  aus  zwei  getrennten 
Theilen  bestehenden  Lemniscate  convergente  Reihenentwickehmg 
einer  innerhalb  dieser  Fläche  eindeutigen  und  stetigen  Function 
f{s),  da 

ist,  foJgendermassen  lauten: 

'  W  ~  ^Ti  /  <^T '"*  +  ^r J  i^^X)-'^^'^  ^  ^Ti    Jr^W''^ 

und  ähnlich  liease  sich  mit  Hülfe  der  früher  hergeleiteten  Ausdrücke 
die  Reiheneatwickelung  der  Function  /(s)  innerhalb  einer  aus  einem 
einfachen  Flächenstflck  bestehenden  Lemniscate  aufstellen. 

Betrachten  wir  nunmehr  als  speciellen  Fall  der  oben  aufgestell- 
ten allgemeinen  analytischen  Ausdrücke  die  Entwicklung  einer  inner- 
halb eines  Kreisringes,  der  von  zwei  um  einen  beliebigen  festen 
Punkt  a  mit  den  Radien  r  und  p  gezogenen  concentrischen  Kreisen 
begränzt  ist,  eindeutigen  und  stetigen  Function  f{s),  so  werden  diese 
beiden  Kreisflächen  durch  die  Function 

ii>(ß)  =  B  -a 
sieh  ebenfalls   in  concentrischen,    um    den  Nullpunkt  beschriebenen 
Kreisflächen   abbilden,  und   daher  die  Entwickelung  (15)  in   diesem 
Falle  anwendbar  sein  und  die  Form  annehmen 

mod  a'  =  mod  i/if^)  =  r 
genügt,   die   gesuchte  unendlich  kleine   Curve,    welche   a,   umschliesst,   offenbar 
durch  die  Gleichung 

mod  [■ip{s)  —  '^(a,)]  =  3 
erhalten  wird,  worin  S  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet. 
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-+^ii-h  fm^*  +  ^  (^»7 /^«** ^* - "''^^  +■■■■' 

es  is^  somit  die  Function  f(s)  innei-halb  jenes  Kreisrmges  nach  gans^ii 
steigenden  positiven  und  negativen  Potenzen  von  s  —  a  entteickelbar. 

Ebeuso  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  leicht,  dass  eine 
innerhalb  einer  Fläche,  welche  von  einem  um  den  Punkt  a  mit  dem 
B'adius  r  beschriebenen  Kreise  begränzt  wird,  eindeutige   Function, 

die    nur    in  den   Punkten  «j,   k^, Kg  unstetig  wird,   für  diesen 

gesammteu  Bereich,  welcher  durch  die  Function 

auf  eine  um  den  Nullpunkt  mit  dem   Radius  1  gezogene  Kreisfläche 
abgebildet  wird,  nach  Gleichung  (19)  in  der  Form  darsteUbar  ist 

+  ■■••"; " 

l-i'ür  den  Fall,  dass  die  Function  in  jener  ganzen  Kreisfläche  ein- 
deutig und  stetig  ist,  erhält  man  die  Taylorsche  Reihe 

und  für  a  ^  0  die  Maclaurinsche  Reihe 

oder  mit  Benutzung  des  früher  gefundenen  Ausdruckes 

die  beiden  bekannten  Formen^ 

(23) m  -  /■(«)  +  '^.r  w  +  ''E-f /"  («)  +  ■•• 

(24) /W  -  «0)  +  {nO)  +  ^f{0]  +■■■■ 

Da  die  Entwickelungen  (21)  und  (22)  von  dem  Radius  des  um 
den  Nullpunkt  beschriebenen,  abgebildeten  Kreises  unabhängig  sind, 
so  wird  man  die  Gültigkeit  dieser  Entwickelungen  in  concentrischen 
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um  a  resp.  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreisen  so  weit  ausdetnen 
ki5nnen,  als  nicht  Verzweigungs-  oder  Unstetigkeits punkte  in  die  so 
anstehenden  Käume  eintreten,  und  es  ist  somit  der  um  a  resp.  den 
Nullpunkt  beschriebene  Kreis,  dessen  Radius  die  Entfernung  dieser 
Punkte  von  dem  nächsten  Verzweigungs-  oder  Unstetigkeitspunkte  ist, 
der  Bereich  der  Reihen  (21)  und  (22),  innerhalb  dessen  dieselben  in 
allen  Punkten  die  Function  f[s)  darstellen ;  wir  erhalten  daher  den  Satz : 

Eine  Function  von  s  lässt  sich  nach  der  Taplorschen  Meihe  nach 
steigenden  positiven  ganzen  Potenzen  von  e  —  a,  worin  a  weder  ein  Ver- 
gweiffungs-  noch  JJnstetigkmtspunkt  der  Function  ist,  nach  der  Madau- 
rinschen  Rdhe  nach  steigenden  positüen  gangen  Poiemen  von  0,  wenn 
der  NuMpmkt  Jcein  solcher  Punkt  ist,  enkcickeln  innerhalb  eines  Be- 
reiches, der  dwrch  einen  um  a  resp.  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreis 
heeeichnet  ist,  dessen  Badius  der  Entfernung  der  resp.  Mittelpmikte 
von  dem  nächsten  Verzweigungs-  oder  Unstetigkeitspunkte  gleidi  ist. 

Nachdem  wir  für  Functionen  innerhalb  der  Bereiche,  in  denen 
sie  eindeutig  sind,  analytische  Darstellungen  in  Form  von  geschlossenen 
Integralen  und  unendHehen  Reihen  erhalten  haben,  ist  auch  die 
Möglichkeit  gegeben,  die  allgemeinen  Eigenschaften  derselben  in  den 
Punkten  dieser  Bereiche  zu  untersuchen. 

Sei  die  Riemann'sche  Fläche  einer  Function  f{ß)  entweder  ein- 
blättrig oder  bestehe  dieselbe  aus  einzelnen  Kugeln,  die  den  Eigen- 
schaften der  vorgelegten  i'unction  zufolge  keine  gemeinsamen  Punkte 
haben  mögen,  so  wird  für  jede  geschlossene  Curve  c,  innerhalb  deren 
kein  Punkt  sich  befindet,  in  welchem  die  Function  f(/)  unendlich  ist, 
nach  Gleichung  (4)  dieser  Vorlesung 

sein,  auch  wenn,  wie  aus  einer  in  der  letzten  Vorlesung  gemachten 
Anmerkung  hervorgeht,  innerhalb  des  von  c  begränzten  Raumes 
Punkte  sich  befinden,  in  denen  die  Function  durch  endliche  Stetig- 
ke its Sprünge  *)  vieldeutig  ist,  wenn  nur  diese  Punkte  keine  continuir- 
liche  Linie  bilden,  was  im  Folgenden  für  die  Functionen,  die  wir 
betrachten,  nicht  stattfinden  soll. 

Um  nun  die  Frage  nach  der  Existenz  von  Punkten  zu  erledigen, 
in  denen  eine  eindeutige  Function  unendlich  wird,  wollen  wir  an- 
nehmen, die  Function  f{0)  würde  für  keinen  Punkt  der  unendlichen 
Kugel  unendlich  gross;  dann  würde,  wenn  wir  fürs  erste  den  Fall 
ausschliessen,  dass  der  unendlich  entfernte  Punkt  durch  endliche 
!   ein  Vieldeutigkeitspunkt  wird,    die  Curve  c  durch 


{dt 


*)  DasE  Bolclie  Punkte  bei  eindeutigen  Functionen  liberhaupt  nicht  vorkora- 
men  können,  ohne  daes  in  ihnen  die  Function  zagleich  unendlich  gross  ist,  wird 
sich  nachher  unmittelbar  ei^ehen. 
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einen  mit  unendiich  grossem  Radius  um  den  Nullpunkt  beschriebenen 
Kreis  ersetzt  werden  können,  und  wenn  sodann  das  Integral  iu  die  Form 


gebraclit  und  berilcksiehtigt  wirti,  dass  für  unendlich  gi'osse  t 

sich  der  Einheit  nähert,  so  wird 

d.  h.  eine  von  b  unabhängige  endliche  Coustante,  indem  die  Function 
unter  dem  Integral  in  Folge  der  gemachten  Voraussetzung  nur  für  i=0 
unendlich  wird  und  die  Integrationscurve  auf  eine  beliebige,  im  End- 
lichen gelegene,  nur  den  Punkt  f==0  umschliessende  Curve  reducirt 
werden  kann;  dieser  Widerspruch  wird  zu  dem  Satze  führen,  dass 
f[z)  für  einzelne  Punkte  der  Ebene  unendlich  sein  inuss,  wenn  noch 
der  Fall  berücksichtigt  sein  wird,  dass  der  Punkt  s=cio  ein  viel- 
deutiger Punkt  der  oben  bezeichneten  Art  der  Function  f[z)  sem 
kann.  Setzt  man  desshalb,  wenn  h  einen  Punkt  vorstellt,  der  kein 
Vieldeutigkeitspunkfc  von  f{z)  ist, 

so  wird  die  Function  /(«)  in  eine  andere  eindeutige  Function  (p{?/) 
übergehen,  für  welche,  weil  dem  y  =  oo  der  Werth  s  '='k  entspricht, 
der  unendlich  entfernte  Punkt  kein  Vieldeutigkeitspunkt  ist,  und 
daher  rp{y)  also  auch  f{s)  in  einzelnen  Punkten  unendlich  werden. 

Somit  ist  gezeigt,  dass  jede  m  der  ganzen  Kugel  eindeutige  Func- 
tion fii/r  gewisse  Werthe  der  Variabdn  unendlich  wird,  und  daraus 
folgt  wieder  unmittelbar,  wenn  man  beachtet,  dass,  wenn  f(z)  eine 
eindeutige  Function  ist,  auch 

^-i.undf{^)-^ 
es  sind,  dass  jede'eifulmtige  Function  auch  den  Werth  Null  und  den  be- 
liebigen endlichen  Werth  Ä,  also  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  muss. 
Aber  nicht  bloss  Functionen,  die  in  der  ganzen  Kugel  eindeutig 
sind  (einzelne  Punkte  der  angegebenen  Art  ausgenommen)  müssen 
wenigstens  in  einem  Punkte  derselben  unendlich  werden,  sondern 
auch  für  jede  w-deutige  Function  muss  dies  der  Fall  sein,  wenn  wir 
unter  einer  n-deuUgen  Function  von  n  eine  solche  verstehen,  welche 
mit  Berücksichtigung  aller  beliebigen  geschlossenen  Wege  des  0  für 
jeden  Werth  dieser  Varidbeln  stets  n  verschiedene  Werthe  anmmmt, 
nur  eimepne  Werthe  des  s  misgenommen.    Bezeichnet  man  nämlich 
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die  für  jeden  Punkt  des  g  der  Voraussetzung  nach  in  endlicher  Anzahl 
existirenden  Werthe  des  w  mit 


so  werden  die  Ciimbinationen   dieser  Werthe   von  der  erstet 
w-ten  Klasse 


(m) .  . 


eindeutige  Functionen  von  s  in  der  ganzen  Ebene  sein,  da  ein  ein- 
maliger Umkreis,  wenn  derselbe  für  die  Riemann'sche  Fläche  der 
w?-Punction  ein  geschlossener  ist,  das  betreffende  tv  in  sich  selbst 
zurückführt,  während,  wenn  derselbe  kein  geschlossener  ist,  nur  eine 
cjcliache  Vertauschung  gewisser  «f-Gruppen  hervorbringt  und  daher 
die  obigen  symmetrischen  Functionen  dieser  Werthe  unverändert  lässt; 
ea  wird  sich  somit  bei  einer  einmaligen  Umkreisung  eines  beliebigen 
Punktes  ^  z.  B,  die  Function  f^{s)  nicht  ändern  d.  h.  eine  in  der 
ganzen  Ebene  eindeutige  Function  von  s  sein  und  daher  nach  dem 
vorher  bewiesenen  Satze  auch  mindestens  für  einen  Werth  von  s 
unendlich  werden  müssen.  Da  aber  die  Summe  der  w  nur  unendlich 
werden  kann,  wenn  einer  der  w-Werthe  selbst  unendlich  wird,  so 
geht  schon  aus  jener  ersten  symmetrischen  Function  hervor,  dass 

jede  n-deutige  Function  wenigstens  einmal  unendlich  gross  wer- 
den rrmssA 

Wir  haben  die  obigen  n  symmetrischen  Functionen,  von  denen 
nur  eine  zum  Beweise  des  eben  ausgesprochenen  Satzes  nöthig  war, 
desehalb  zusammengestellt,  um  zugleich  einerseits  zu  zeigen,  dass, 
wie  unmittelbar  zu  sehen,  die  n  Werthe  jeder  n-dmtigen  Function  w 
sich  als  die  Wursseht  einer  algebraischen  Gleichung 

w»— /i  (5)^-1 +  /;(«)  W-^ 1-(— 1)Y«(2)  =  0 

darstellen  lassen,  deren  Coeffkienten  in  der  gangen  Ebene  eindeutige 
Functionen  von  s  sind,  andererseits  aber  auch  um  nachzuweisen,  dass 
die  Umkehrung  des  obigen  Satzes  richtig  ist,  dass  nämlich,  wenn 
einer  der  w- Werthe  für  irgend  ein  z  unendlich  gross  wird,  es  noth- 
wendig  auch  für  dasselbe  g  einer  dei'  Goefficienten  jener  Gleichung 
sein  muss.  Sei  nämlich  z.  B.  w„  einer  der  Werthe  der  w-Function, 
welcher  für  ein  bestimmtes  g  unendlich  wird,  so  kann  man,   wenn 

%  +  Wi  +   •   ■   ■   +  M'«-!   =  9M 


wird,  die  Goefficienten  der  obigen  Gleichung  n-ien.  (jrades  in 
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f,  («)_»,  («)  +  «.. 
fiW  =  fsW  +  "-vA') 


A-,  («)  -  (P.-i  (2)  +  ».  9— r(«) 

und  aus  der  letzten  dieser  Gleichungen  folgi,  daas,  wenn  für  s  jener 
Wertli  eingesetzt  wird,  für  den  Wa  unendlich  werden  soll,  entweder 
f^i^}  unendlich  wird  (und  dann  wäre  der  Satz  hßreits  bewiesen]  oder 
(p„—i(/)  verschwindet;  ist  das  letztere  der  Fall,  so  geht  wieder  aus 
der  vorletzten  Gleichung  hervor,  daas  entweder  /^_i(g)  unendlich 
werden  oder  9)B_a(3)  verschwinden  niuss  n.  s,  w.,  so  dass  schliesslich, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  noch  keiner  der  Coefflcienten  fa  [e) 
unendlich  geworden,  y,(s)  verschwinden,  also,  wie  aus  der  ersten  Glei- 
chung ersichthch  ist,  /",  (s)  unendlich  werden  miiaste,  und  es  wäre 
somit  nachgewiessen,  dass 

für  einen  Werfh  des  s,  welcher  einen  unendlich  grossen  FuncUo- 
ttalwerth  w  liefert,  mindestens  einer  der  Coefßcienten  der  jene  vieldeutige 
Function  bestimmenden  Gldchung  unenMch  gross  werden  muss. 

Um  daher  die  Punkte  zu  finden,  in  denen  mehrdeutige  Func- 
tionen, die  in  jedem .  Punkte  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Wer- 
then  annehmen,  unendlich  gross  werden,  braucht  man  nur  die  Werthe 
zu  suchen,  für  welche  diejenigen  in  der  ganzen  Ebene  eindeutigen 
Functionen  von  B  unendlich  werden,  welche  Coefflcienten  der  algebrai- 
schen Gleichung  sind,  deren  Lösungen  durch  die  nWerthe  der  gege- 
benen «-deutigen  Function  dargestellt  werden;  für  diese  Werthe  und 
nur  für  diese  hat  die  mehrdeutige  Function  einen  unendlich  grossen 
Werth. 

Nachdem  die  Existenz  von  Punkten  festgestellt  worden,  für 
welche  eine  Function,  deren  Riemann'sche  Fläche  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Blattern  besteht,  unendlich  gross  ist,  wird  es  sich 
darum  handeln,  die  Art  des  Unendlich  Werdens  näher  zu  prüfen  und 
die  früher  gemachte  Unterscheidung  zwischen  Discontinuitätsp unkten 
erster  und  zweiter  Gattung  —  insofern  diese  nicht  ausserdem  Ver- 
zweigungs punkte  sind,  welchen  Fall  wir  erst  in  der  nächsten  Vor- 
lesung behandeln  — -  durch  die  verschiedene  Entwickelungsweise  der 
Function  in  der  Nähe  jener  Punkte  zu  charakterisiren. 

Wenn  wir  die  Umgehung  eines  FunMes  denjenigen  Raum  nennen, 
der  durch  eine  um  jenen  Punkt  beschriebene  Kreisfläche  dargestellt 
wird,  deren  lladius  bis  zum  nächsten  Verzweigungs-  oder  ünstetig- 
keitspunkte  (Discontinuitätsp unkte  erster  oder  zweiter  Gattung]  einer 
Function /"(£!)  reicht,  so  wird,  wie  oben  gefunden  worde^i,  eine  Func- 
tion f{s)  in  der  Umgehung  des  Punktes  a,  der  ein  im  Endlichen 
r  Unstetigkeitspunkt,  aber  kein  Verzweigungspunkt  sein  darf. 
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nach  positiven  und  negativen  steigenden  Potenzen  der  Grosse  z—a 
entwickelt  in  der  Form  darstellbar  sein 

d  & 

indem  in  der  obigen,  innerhalb  eines  concentrischen  Ringes  gültigen 
Entwickelung  von  f{0)  der  mit  dem  ßadius  p  um  a  beschriebene 
Kreis  nur  durch  den  um  cc  gezogenen  unendlich  kleinen  Kreis,  und 
die  über  den  Kreis  mit  dem  Radius  r  vollzogene  Integration  durch 
die  über  denselben  unendlich  kleinen  Kreis  genommene  ersetzt  zu 
werden  braucht.  Ist  aber  der  ün Stetigkeitspunkt,  der  jedoch  kein 
Verzweigungspunkt  sein  soll,  der  Punkt  s  =  oo,  so  setze  man 

und  es  wird  sodann  nach  der  eben  aufgestellten  Entwickelung  die 
Reihe  für  ip  [u]  in  der  Umgebung  von  w  =  Ü  lauten 

f  («'  -  Ä  J-?  ■''■  +  jfißi?''''  +  ■■■■ 
+  ^i  IJ'pW''^  +  all  ij'pw-«;«'  + 

und  daher,  wenn  wieder  s  substituirt  wird,  die  in  der  Umgebung 
von  «  :=  OD  gültige  Entwickelung 

(26)  ■■■m-^i  f'-T  •"  +  iLi  -z  fff^'"  +  iii  7'  A"'""  +  ■  ■  • 
<.•/  <.Y  ,.•{ 


+^^/f<"+i'-/f'«  +  - 


wobei  zu  beachten,  dass  mit  Rücksicht  auf  die  oben  gegebene  Defi- 
nition der  Umgebung  von  w  =  0  zu  der  Umgebung  des  Punktes 
Ä  ^  cx)  alle  diejenigen  3-Werthe  gehören,  welche  ausserhalb  des  um 
den  Nullpunkt  gezogenen  Kreises  liegen,  dessen  Radius  die  Ent- 
fernung des  Nullpunktes  von  dem  äussersten  Verzweigungs-  oder 
Unstetigkeitspunkte  ist,  und  dass  ausserdem  in  den  Goefficienten 
dieser  Reihe  die  Integrale  so  zu  durchlaufen  sind,  dass  man  die  den 
Punkt  ^  =  CO  enthaltende  Fläche  stets  zur  Linken  hat. 

Indem  wir  nun  mit  Hülfe  dieser  Entwickelung en  die  Art  der 
Discontinuitat  ui  s  ^  a  oder  .s  =  oo  untersuchen  wollen,  werden 
wir  zuerst  nachweisen,  dass  /'(g)  in  s  =  w  nicht  so  unstetig  werden 
kann,  dass 

lim.=.  {{8 -„)/■(«)}  _0 

ist,   von  welcher  Seite  man  sich  auch  dem  Punkte  a  nähern  möge; 


y  Google 


Analytische  Ausdrücke  und  allgemeine  Eigens cliafteu  der  Putictioaen  etc,  115 

tienn  da  der  Ooeffieient  der  ersten  nogativen  Potenz  von  s  —  a  in 
die  Form 

^ifm  (<  - «)  f^ = iij  i:».=.  je  -  ')f<f)\ff~- 

der  einer  jeden  folgendon  Potenz  in  die  Form 

C«)  f^'l 

gebracht  werden  kann,  worin  ^  >  1  ist,  und,  wie  leicht  zu  sehen; 
durch  Substitution  von 

t  —  a  ^  r  (eos?)  +  isin^j) 
die  Integrale 

r  ^^  =  2ijti,      f{t  —  a)p-'dt  =  0 

sind,  so  folgt,  dass  sämmtliche  negative  Potenzen  von  s  — rt  aus  der 
Entwickelung  von  f{z)  herausfallen  und  daher  ff^s)  für  s  =  k  nicht 
unendlich  würde,  dass  somit 

(27) lim.=.{(8-»)/W}_0 

die  nothwmdige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  ist,  dass  f(s)  im 


*)  Es  ma^  hier  mit  einigen  Worten  die  obige  Umforinung  begründet  wer- 
den, um  einsehen  au  lassen,  dass  dieselbe  nur  fiir  p  >  1  statthaft  ist.    Denn  da 

so  wird,  wenn  £  {()  die  unendlich  kleine  Differenz  der  Werthe'  von 

f[t)(t-a) 

in    den    Punkten   des    unendlich   feieinen   um   a  beschriebenen    Kreises    und   im 

Punkte  a  selbst  bedeutet,  das  obige  Integral  in  die  Summe  der  beiden  Integrale 

\m{t-<^)\=c,p-''f~^dt+fi{t){t-ccf-Ut 

übergehen.    Nun  ist  aber 

modrelt)«  — ß)''~^df<rmods(()mod[f-«)*-^mod(JS£*/mod((-ß)''-'mod(!(, 

wenn  s  denMaitiroalwertli  von  mod  f  (()  auf  der  unendlich  kleinen  Kreisperipherie 
bedeutet,  der  selbst  noch  utiendlich  klein  ist.     Setzt  man  nun 

(~a  =  r(coscp  +  iainqj), 
BO  ergiebt  sich 

mod/£(()((  — ajP^'oK  £srJ'-^/'modi7fg2£i-''re, 

und  es   wird   somit,   da  r  unendhch  klem  ist,   im  Allgemeinen   nur  iur  positive 
Werthe  von  jj,  unter  welchen  aber  auch  der  Worth  Null  begnflen  ist,  dei  Modul 
der  Differenz  der  beiden.  Integrale  und  somit  auch  dio  Difti,reiia  lon 
jmit-aVdt  und  [fityt-aii-ßi-ay-Ult 

verschwinden,  diese  beiden  Integrale  somit  emander  gleich  sein. 
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Funkte  z  ^.a  einen  endlichen  Werth  hat, 

jener  Orämtmsdruck  verschwindet,   von  wdcher  Seite  man  sich 

auch  demJPunkte  m  ^  a  unendlich  nähert, 
und  daher  dieser  Fall  bei  der  üntersuchimg  der  Punkte,  für  welche 
f(0)  unendlich  wird,  ausgeschlossen  werden  muss.  Zugleich  kann  aus 
der  eben  gefnndenen  Bedingung  für  die  Endlichkeit  einer  Function  f{s) 
in  einem  Punkte  s  =  a,  der  kein  Verzweigungspunkt  ist,  ersehen  wer- 
den, dasa  derselbe  auch  nicht  etwa  ein  Vieldeufcigkeitspunkt  dadurch 
sein  kann,  dass  die  Function  in  diesem  Punkte  endliche  Stetigkeits- 
sprünge macht,  ohne  dass  sie  auch  einen  unendlich  grossen  Werth 
in  diesem  Punkte  annimmt;  denn  da,  wenn  f{z)  in  s  =  a  endlich 
ist,  welchen  endlichen  Werth  es  auch  haben  mag,  jedenfalls  die 
Bedingung  (27)  erfüllt  ist,  so  wird  die  in  der  Umgebung  von  cc  gül- 
tige Darstellung  von  /"(s) 

oder  in  Form  eines  Integrals 

(.-1 

sein,  von  welchem  am  Anfange  dieser  Vorlesung  die  Stetigkeit  er- 
wiesen war;  so  dass  hiermit  gezeigt  ist,  dass, 

wemt  a  kein   VereweiffungspuriM,  wohl  aber  ein  Unstdigkeitspunkt 

einer  FimcUon  ist,  die  letztere  in  diesem  Punkte  auch  jedenfalls 

wiendlich  gross  werden  muss. 

Wir  können  hieran  die  Bedingung  schliessen,  unter  welcher  eine 
Function  f{e)  im  Punkte  0  '=  00,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der- 
selbe kein  Verzweigungspunkt  der  Function  ist,  endlich  oder  unend- 
lich gross  ist.     Setzt  man  nämlich 

so  wird  auch  « =  0  kein  Verzweigungspunkt  für  <p  (tt)  und  daher 
nach  dem  Obigen  die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  91  (m)  in  w  =  0  endlich  bleibt 

hm^=o{u<p{u)}  =  0 
sein;  es  folgt  somit  durch  Substitution  von  s 

als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Endlichsein 

von  f(z)  im  Funkte  ^  =  c» 
(28)  lim,=„  ^f\  =  0 

Soll  nun  /'(s)  in  s  =  «  unendlich  werden,  ohne  dass  dieser  Punkt 
ein  Verzweigungspunkt  ist,  so  wird,  da  die  Gleichung  (27)  nicht  statt- 
finden darf,  entweder  gar  keine  positive  Potenz  von  s  —  k  existiren, 
mit  der  f[z)  multiplicirt  eine  Function  von  z  liefert,  welche  im  Punkte 
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z  ^  a,  voü  welcher  Seite  man  sich  auch  diesem  Punkte  Jiiiliert,  ver- 
schwindet, oder  es  giebt  eine  solche,  grösser  oder  kleiner  als  die 
Einheit,  und  indem  wir  uns  zunächst  mit  dem  zweiten  Falle  beschäf- 
tigen, wollen  wir  annehmen,  dass  die  niedrigste  positive  ganzzahlige 
Potenz  von  s  —  k,  welche  mit  /'(s)  multiplicirt  für  z  ^  a  einen  ver- 
schwindenden Gränzausdruek  für  dieses  Prodnct  liefert,  die  re  +  1"^ 
sei,  so  dass 

(2!>) lim.„{(« -«)■+'/(")} -0 

wirdj  es  ist  dann  von  selbst  klar,  dass  n  eine  positive  ganze  Zahl 
grösser  als  Null  sein  muss,  weil  sonst  die  Gleichung  (27)  befriedigt 
würde,  und  dass  die  höhern  Potenzen  von  s  —  a  dieselbe  Eigenschaft 
haben,  dass  somit  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Anmerkung  die 
Coefficienten  der  negativen  Potenzen  von  ^  —  k  in  der  Reihenent- 
wickelung  (25)  von  der  n  -|-  1'^"  incl.  ab  verschwinden.  Was  nun 
den  Coefficienten  der  n^""  Potenz  von  g  —  a  betrifft,  so  wird  derselbe 
selbstverständlich  ebenso  wie  die  vorausgehenden  Coefficienten  als 
ein  Integral,  dessen  Weg  nicht  durch  einen  Un Stetigkeitspunkt  der 
l.^'unction  hindurchgeht,  endlich  sein,  aber  wir,  können  auch  zeigen, 
dass  er  nicht  verschwindet;  denn  multiplicirt  man  die  Gleichung  (25) 
mit  (s  —  k)",  so  wird  sieb,  wenn  s  =  «  gesetzt  wird, 

iin,„,  {(^  -«)-/■«}  -  -i,ij'm  v  -  ■.)"-'<;; 

ergeben  und  somit  der  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  bildende 
Coefficient  der  (—  nY"'  Potenz  von  z  —  «in  der  obigen  Entwicklung 
endlich  sein  müssen,  weil  der  Annahme  der  Gleichung  (29)  gemäss 
die  hnke  Seite  nicht  Null  werden  kann;  es  folgt  aber  zu  gleicher 
Zeit  daraus,  dass 

lim„.  {(.-.)■/■«} 
einen  endliehen  Werth  haben  muss,  und  somit 
W,{(«^»)-±'7(s)}  -lim„.  {(«-<.)■/■«}  lta.=,{(j^«)±>}_.Oo<ier  , 
ist,  dass  keine  andere  ganze  oder  gebrochene  Potenz  von  (z  —  k)  als 
die  «'"   esistirt,    welche  in  f{z)  multiplicirt,  für  dieses  Product  im 
Punkte  z  =  K  einen  endlichen  Werth  liefert.    Nennen  wir  daher  eine 
Function  f{z)  in   einem  TJnstetigteitspunkte  «  —   der,   wie  ein   für 
allemal  in   dieser  Vorlesung  angenommen  wird,  kein  Verzweigungs- 
punkt sein  soll  —  von  der  (t'*"  Ordnung  unendlich,  wenn 

lim„,{(r -«)»•««)} 
einen  endlichen,   von  Null  verschiedenen  Werth  hat,   so  können  wir 
das  gefundene  Resultat  dahin  aussprechen,  dass 

eine  solche  Function  —  wen/n.  sie  überhaupt  von  einer  endlichen  Ord- 
nung wnendlich  ist,  von  emer  ganzzahligen  Ordnung  n  unendlidi 
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seift  muss,  und  dass  ihre  Entwicklung  in  der  Nähe  des  Unstetig- 

heit^unkles  k  bis  mr  (—  n)'^  Potens  von  e  ~  a  fortgeht,  somit 

eine  endliche  AnsaM  negativer  Potensen  enthält. 

Das  Umgekehrte,  dass  nämlich  aus  der  bis  zur  ( —  w)""  Potenz 
Vün  s  —  K  fortschreitenden  Entwicklung  folgt,  dass  die  Function  von 
der  w'™  Ordnung  unendlich  ist,  ist  selbstverständlich. 

Bemerkt  man  femer,  dass,  wcün  die  Function  im  Punkte  ^=ce, 
der  kein  Verzweigungspunkt  der  Function  sein  soll,  von  der  #'"  Ord- 
nung unendlich  gross  ist,  nach  der  obigen  Reihe  (25) 

eine  im  Punkte  z  ■=  a  eindeutige  und  endliche  Punction  ist  (dass  sie 
ausserdem  stetig  sein  muss,  folgt  daraus,  dass  eine  eindeutige  Function 
nach  einem  der  obigen  Sätze  nicht  durch  endliche  Stetigkeitsspriinge 
unstetig  sein  kann,  ohne  unendlich  zu  werden,  und  diese  Bemerkung 
bildet  die  Modification  eines  früheren  Satzes  über  die  Endlichkeit 
der  Ableitungen  eindeutiger,  stetiger  und  endhcher  Functionen),  so 
folgt,  dass  die  Ableitung  dieser  Function,  also 

ebenfalls  im  Punkte  z  =^  a  endlich,  also 

[(2 -»)■  +  >/'«].  =  . 

endlich  und  von  Null  verschieden,  und  daher  f{s)  von  der  w  -|-  1'^" 

Ordnung  unendlich  ^yird,  so  dass 

die  Aileitung  einer  Function,    die  in  z  ^  cc,  welches  kdn  Ver- 
BweigungspunU  der  Function  sein  soU,  von  einer  endlichen  Ord- 
nung unendlich  wird,  von  einer  um  eine  Einheit  höheren  Ordnung 
imendlich  gross  wird  als  die  Fun<Mon  seUist 
Ich  will  jedoch  noch  an  dieser  Stelle  nachweisen,   dass  man  die 

Reihenentwickeloug  für  die  Ableitung  f{z)   erhält,   indem  mau  die 

rechte  Seite  der  Gleichung  {25}  Glied  für  Glied  differentiirt,  oder 

dass  die  Summe  der  XHfferentialquotienten  der  Glieder  der  rechten 
Seite  wieder  eine  in  demselien  Sereiche  con'vergente  Reihe  liefert, 
deren  Stimme  die  Ableitung  der  gegebenen  Fundion  ist. 

Setzt  man  nämlich 


^ij'm)'t-')'-'dt 


und   bildet  die  Ableitung  der  im  Punkte  s  ^  a  endlichen   und  ein- 
deutigen Function 

welche,   wie  vorher  bemerkt  worden,   wieder  endlich  und  eindeutig 
sich  in  der  Form  » 
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(p)       rw  +  ii^^+  (.-*?  +  •  ■  ■  +  -^,-'tp^. 

so  kann  mau  diese,  wie  früher  gezeigt  worden,  wieder  in  der  Um- 
gebung von  2  =  e:  in  eine  nach  positiven  steigenden  ganzen  Potenzen 
von  s  —  K  fortschreitende  Reihe  entwickeln,  und  es  wird  sich,  wie 
Gleichung  (21)  lehrt,  der  Coefficient  von  (g  ■—  k)*  in  der  Form  er- 
gehen 

Nun  ist  aber,  weil  nach  Fi'ijhereni 

ßi  - .)'  dt 

fiir  positive  und  negative  ganzzahhge  r  verschwindet,  wenn  nicht 
r  =  —  1  ist,  dieser  Ausdruck  nichts  anderes  als 

(1)  ^-i.ht^.t+^' 

bemerkt  man  ferner,  dass     " 

ist,  und  dass,  wenn  in  dieser  Gleichung  über  die  Ourve  (k)  integrirt 
wird,  sich 

ergiebt,  weil  f[f)  eine  in  a  eindeutige  Pouction  und  daher  die  Summe 
der  Incremente  der  Function 

_m 

bei  einer  Umkreisung  dieses  Punktes  Null  ist,  so  folgt,  dags  der 
Coefficient  von  (s  —  ay  in  der  Entwickelung  des  Ausdruckes  (p)  nach 
steigenden  Potenzen  von  s  —  a  mit  Berücksichtigung  von  (q)  die  Form 
annimmt 

und  dass  somit,   wenn  diese  Ausdrüclte   sowolil   als  die  Wertlie  von 

Ai  aubstituirt  werden, 

CM—    '    ff'"     rf,_i_ «(»-")/'  '■«>     dtJ--'"^'''  f  ''"'     ,lfJ~ 

'  W -2=/(Pri)i'"+  ■  i^r-l-ii=-if'"+-ii,i-lw=W'"  + 

iü)  W  1«) 

-  id.f  ■Ä/««*  -  w^w  Ah  <'  ^ "''  * 

i^'it-+i  ihj'flf^  ((-«)-  ■  ät 
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folgt.  Da  dieselbe  Form  sich  aber  genau,  ,wie  man  sich  durch  döii 
blossen  Anblick  überzeugt,  durch  unmitfelbare  Differentiation  der 
Gleichung  (25)  ergiebtj  so  ist  der  oben  ausgesprochene  Satz  von  der 
Differentiation  der  Potenzreihe  erwiesen. 

Es  bedarf  keiner  näheren  Begründung,  dass  man  gerade  so  aus 
(26)  echliessen  wird  {was  man  auch  unmittelbar  aus  dera  eben  ge- 
fundenen Resultate    durch    die   Substitution  s  =  -     herleiten   kann), 

y 

dass,  wenn  man  eine  Function  f{s)  für  s  =  oo  von  der  w""  Ordnung 
unendlich  iieunt,  für  welche 

einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  annimmt,  die  Reihe 
der  positiven  Potenzen  von  D  nur  bis  zur  n'^"  foitschreitet.  Es  wird 
ferner  die  Ableitung  der  Function,  wie  unmittelbar  aus  der  Differen- 
tiation der  Reibe  hervorgeht*),  ebenfalls  unendlich  und  zwar  von  einer 
um  eine  Einheit  niedrigeren  Ordnung,  und,  wenn  die  Function  von  der 
Qtcn  Ordnung  unendlich  d,  h.  endlich  ist,  wird  die  Ableitung,  da  dann  nur 
ganze  positive  Potenzen  von  —  von  der  zweiten  Potenz  ah  in  dem 
Ausdrucke  enthalten  sind,  verschwinden. 

Mit  Hülfe  dieser  Betrachtungen  wird  es  nun  aber  leicht  sein, 
die  analytischen  Criterien  für  die  Unterscheidung  der  Discontinuitäts- 
punkte  erster  und  zweiter  Gattung,  die  nicht  zugleich  Verzweigungs- 
punkte sind,  anzugeben,  wenn  wir,  wie  in  der  dritten  Vorlesung  ge- 
schehen, einen  Punkt  e  ^  a  einen  Discontinuitätspwnlä  erster  Gattung 
einer  Function  f{s)  nennen,  für  welchen  der  Ausdruck 

m' 

von  welcher  Seite  nia,n  sich  auch  dem  Puakte  u  nähert,  gegen  Null 
eonvergirt,  während,  wenn  die  Function  f{p)  bei  dieser  Annäherung 
verschiedene  Werthe  annimmt,  jener  singulare  Punkt  ein  Discon- 
tinuitätspunkt  zweiter  Gattung  sein  sollte.  Denn  dass  Discontinui- 
täten,  in  denen  die  Function  von  einer  endlichen  Ordnung  unendlich 
ist,  erster  Gattung  sind,  geht  daraus  hervor,  dass,  wie  aus  den  frühe- 
ren Ent Wickelungen  zu  ei^ehen. 


,-_},  +  i,-f»^,  +  ■  ■  ■  +  ~~i  +  t.  +  *,  (8  -  «)  +  h  («  -  «)'  + 

*)  DasB  die  Ableituüg  der  Function  /(a)  erhalten  wird,  wenn  mau  die  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  (2G)  hildende  unendliche  Reihe  Glied  für  Glied  nach  z  dif- 
ferentürt,  ist  eine  unmittelhare  Folge  der  oben  gemachten  AuBeiaandersetanngen, 
wenn  man  nnr  wieder  zum  Beweise  der  Eichtigkeit  dieser  Behauptung  daroh 
Substitution  der  reciproken  Variabein  den  Punkt,  für  den  flß)  tioeodlich  gross 
wird,  aus  der  Unendlichkeit  in  deu  Nullpunkt  verlegt. 
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ist;  da  nämlich,  dann,  wenn  maii  B  sich  dem  a  unendlich  nähern  lässt, 
die  nach  positiven  Potenzen  von  z  —  k  fortschreitende  Reihe  sich 
dem  endlichen  Werthe  h^,  der  auch  Null  sein  kann,  unendlich  nähert, 
während  die  Summe  der  endlichen  Anzahl  von  negativen  Potenzen 
von  £  —  ff  sich  eindeutig  dem  Werthe  oo  nähert*),  so  wird  der  re- 
ciproke  Werth  von  fiz)  für  z^^  a  von  allen  Richtungen  her  gegen 
Null  convergircn ,  und  somit  a  ein  Discontinuitätspunkt  erster  Gattung 
sein.  Aber  es  wird  auch  umgekehrt  die  Function  für  einen  Discon- 
tinuitätspunkt erster  Gattung  stets  von  einer  endlichen  Ordnung  un- 
endlich sein.     Denn  wenn 

in  der  Umgebung  von  z  =  k  sich  eindeutig  der  Null  nähern  soll, 
so  wird,  wenn  wir  die  Umgebung  des  Punktes  «  so  weit  einschränken, 
dass  kein  Punkt  hineinfällt,  der  entweder  ein  Verzweigungs-  oder 
Un Stetigkeitspunkt  oder  für  welchen  f{p)  verschwindet,  also  der  reci- 
proke  Werth  unendlich  wird,  diese  Function  eine  Entwickelung  nach 
der  Taylor'schen  Reihe  gestatten,  deren  erstes  Glied  verschwindet, 
und  w,elehe  daher,  wenn  der  erste  nicht  verschwindende  Coefficient 
dieser  Entwicklung  der  w"  ist,  die  Form  haben  muss 


,-ij  =  a.  («  -  «.)■  +  «.+  ,  {z  -  »)■  +  '  +  .  .  ■; 
da  aber  hieraus 

1  1(1 

''(*' - '.V-W+a'^^J^- «)■+  M-^^ ~ ('-")"  I».  +^.T7(« -"i3+"- ■  ■ 

folgt,  und  die  in  der  Klammer  befindliche  Function  von  s  als  eine  in 
der  Umgebung  von  ß  =  a  eindeutige  Function,  welche  für  diesen 
Punkt  den  endlichen  Werth  —  annimmt,  sich  in  der  Umgebung  von 
ff  nach  der  Taylor'schen  Reihe  entwickeln  lässt,  so  erhält  man 

«'■)  -  |7i-.>.  14  +  '.(*-")  +  ''■(*-'")'  +  ■■■! ' 

woraus  unmittelbar  folgt,  dass  die  höchste  negative  Potena  von  z  —  a 

in  der  Entwicklung  von  f(ß)  die  n^",  somit  f{z)  von  der  n^'^"  d.  h.  von 

einer  endlichen  Ordnung  unendlich  ist. 

Rat  daher  eme  Function  in  einem  Fimkte,  der  kein  Verstceigimgs- 
punM  ist,  eine  DiscontinuUät  erster  Gattung,  so  wird  sie  in  detii- 
sclben  von  einer  endlichen  also  ganegahligen  Ordnung  unendlich 
und  umgekehrt. 

Dasselbe  muss  offenbar  auch  für  den  Punkt  .?  =  cx>  gelten ,    weil  die 

Substitution 

*}  Dieser  Schluss  wäre  für  eine  unendlich  grOEee  Anzahl  negativer  Potenzen 
nicht  erlaubt,  weil  dann  die  Eeihe  für  s  =  ö  divergent  würde. 
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f{z)  in  eine  Function  (p{u)  verwandelt,  welche  die  eben  besprochenen 
Eigenschaften  besitzt,  und  f{s)  mit  95 (m)  in  den  entsprechenden 
Punkten  5  =  cx>,  i[  =  0  zu  gleicher  Zeit  einen  Diseontinuitätspunkt 
erster  oder  zweiter  Gattung  hat. 

Was  nun  die  Discontiiiuitäten  zweiter  Gattung  angeht,  für  welche 
und  daher  auch  f{s)  bei  einer  unendlichen  Annäherung  an  «  yer- 
scliiedene  Werthe  annehmen  soll,   so  ist  oben  nachgewiesen  worden, 
dass,   wenn  a  kein  Verzweigungspunkt  ist,   die  E'unction  für  diesen 
Punkt  nicht  endhche  Stetigkeits Sprünge  haben  kann ,    ohne  dass  sie 
auch    zu   gleicher  Zeit   in    diesem  Punkte    einen   unendlich  grossen 
Werth  annimmt.     Ebenso  unmittelbar  ist  aber  auch  zu  sehen,  dass 
die  Function  in  einem  Discontvnuitätspwnkie  eweifer  QaMwng  niekt 
nur  wnendlich  gross  werden,  sondern  jeden  heliehigen  endlichen 
Werih  annehmen  immss, 
weil,  wenn  A  eine  beliebige  Grösse  und  s  =  a  ein  singulärer  Punkt 
der  betrachteten  Art  für  f{is)  ist,   er  auch  zu  gleicher  Zeit  ein  Dis- 
co ntinuitätspunkt  zweiter  Gattung  von 

sein  mttss,  und  da  einer  der  Werthe  dieser  Function  in  ^^^  ß,  wie 
oben  nachgewiesen,  unendlich  gross  sein  muss,  so  wird  auch  einer 
der  Werthe  von  f(s)  für  diesen  Punkt  den  beliebigen  endlichen  Werth 
A  annehmen. 

Wird  aber  eine  Function  in  einem  singulären  Punkte  dieser  Art 
unendlich  gross,  so  wird 

die  Anzahl  der  negaUven  Poten:sen  von  s  —  a  in  der  lEntmchhmg 
von  f{z)  für  die  ümgchvmg  dieses  DisconUmiitälspunktes  Bweiter 
Gattung  a  unendlich  gross  sein, 
da,  wenn  sie  endlich  wäre,  jener  Punkt  ein  Discontinuitätspunkt  erster 
Gattung  sein  müsste;  und  umgekehrt  wird 

jeder  Funkt,  in  dessen  Nahe  die  Funcßon  nach  Fotemen  von 
s  —  «  entioickelt  unendlich  viele  negative  Fotenzen  dieser  Grosse 
enthält,  oder  von  einer  unendlich  hohen  Ordnung  unendlich  wird, 
ein  DiseontinuitätspunU  sweiter  Gattung  sein, 
da  ein  Discontinuitätspunkt  erster  Gattung  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  negativen  Potenzen  von  S  —  a  liefert. 

Nachdem  die  Existenz  von  Dis conti nuitätsp unkten  für  beliebige 
Functionen,  deren  Riemann'sehe  Fläche  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  Blättern  besteht,  nachgewiesen  und  die  Unterschiede  zwischen 
den   Discontinuitätspunkten    erster  und  zweiter  Gattung  in  den  für 
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die  Umgebung  jener  Punkte  gültigen  Reihenentwickelungeii  festgestellt 
worden,  för  den  Fall,  dass  diese  Punkte  nickt  zugleick  Verzweiguags- 
punkte  sind,  wollen  wir  noch  die  Anzahl  der  Punkte  zu  ermitteln  suchen, 
in  welchen  eine  Function  in  einem  bestimmt  abgegränzten  Bereiche, 
in  welchem  keine  Verzweigungspunkte  derselben  liegen,  Null  und  un- 
endlich ist,  wenn  angenommen  wird,  dass  die  Function  in  den  jenem 
Bereiche  angehörigen  Unat etigkeits punkten  von  einer  endlichen  Ordnung 
unendlich  wird,  oder  dass  diese  Unstetigk ei ts punkte  Diseontinuitäten 
erster  Gattung  sind.  Sei  s,  =  o.  ein  solcher  D is conti nuifätsp unkt ,  so 
wird  sieh  in  dessen  Umgebung  f{p)  in  die  Form  setzen  lassen 

«-)  -  i7^ + s^^  +  ■  ■  •  +  ,'e^ + <■. + «,  (-«) + «.  (--«)'+. 

und  daher  nach  Früheren 

sein,  so  dass  man  durch  Multiphcation  der  beiden  Gleichungen  mit 
resp. 

{s  —  «)"  und  (ß  —  «)"  +  ^ 
und  Division  derselben 


fiß-]  _ 


-  U  -  «)  +  ■ 


erhält  oder  mit  Berücksichtigung  des  Umstandee,  dass  die  aus  zwei 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  s  ^  a  fortschreitenden  Reihen 
bestehende  gebrochene  Function  in  «  keinen  Verzweigungspunkt  hat, 
in  diesem  Punkte  den  Werth  1  annimmt  und  sich  somit  in  die  Tay- 
lor'sche  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  s  —  a  entwickeln  lässt, 
die  folgende  Foim 

7'{^--^Jl+«,(^-«)  +  =.  (2-«)' +  ■■■]--,-_?-;  +  »'«. 

■worin  9)  {g)  eine  in  der  Umgebung  von  s  =  a  eindeutige  und  end- 
liche Function  bedeutet.  Hieraus  folgi  aber,  dass,  wenn  auf  beiden 
Seiten  über  einen  um  a  beschriebenen  unendlich  kleinen  Kreis  in- 
tegrirt  wird, 

Jm ''"  -  ^ "  Ji^'i. + Z'"'^' '''' 

10  (Cfl  Ca) 

oder  da  das  erste  Integral  der  rechten  Seite  den  Werth  2%i,  das 
zweite  als  geschlossenes  Integral  über  die  Begränzung  eines  Raumes 
ausgedehnt,  in  welchem  die  Function  keinen  Unstetigkeitspunkt  be- 
sitzt, den  Werth  Null  hat, 

m 


ß 


-  2n'zi, 
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Sei  ferner  ß  ein  Punkt  jenes  abgegränzten  Raumes,  für  welclieJi 
f(s)  den  Werth  Null  annimmt,  so  ist  klar,  ctasa  die  Function 
_i_ 

m 

für  z  =  ß  von  einer  endlichen  Ordnung  unendlich  wird  ,  oder  dass 
ß  ^  ß  ein  Discontinuitätspunkfc  erster  Gattung  dieser  Function  sein 
mnss,  weil,  wenn  dieser  Punkt  ein  Discontinnitätspunkt  zweiter  Gai^ 
tung  für  jj—  wäre,  er  es  auch  für  f(s)  sein  müsste,  und  dies  sollte 
der  Annahme  gemäss  nicht  der  Fall  sein.  Daher  wird,  wenn  m 
die  Ordnung  des  TJnendlichwerdens  der  Function  j-  in  s  =  ^  an- 
giebt,  und 

oder 


i^-ßr-n.i-^i') 


f{s)  = 


gesetzt  wird,  iji  (s)  eine  m  der  Umgebung  von  s  =  ß  eindeutige  Func- 
tion yon  B  sein,  welche  für  diesen  Punkt  einen  endlichen,  von  Null 
verschiedenen  Werth  annimmt,  in  welchem  Falle  dann  die  Function 
f  iß)  im  Punkte  s  =  ß  von  der  w'-'"  Ordnung  unendlich  klein  genannt 
wird.     Die  hiernach  erlaubte  Entwickelung  der  Function 

i"w  (Vj 
in  der  Umgebung  von  s  =  /3  nach  ganzen  steigenden  positiven   Po- 
tenzen von  2  —  ß  liefert  daher  für  f(ß')  die  Reihenentwicklung 
/■(s)  =  (^  -  ßr  {»-0  +  r,  (s  -  (3)  +  r,  (^  -  ,3)=  +  ■  ■  ■} 

und  daraus  durch  Differentiation,  die,  wie  oben  nachgewiesen  worden, 
erlaubt  ist, 

r  (?)  -mr,  (s  -  ß)'  -  •  +  (.»  +  1)  r,  («  -  ß)-  +■■; 
SO  dass  in  diesem  Falle  der  Quotient  aus  der  Ableitung  der  Function 
und  der  Function  selbst  die  Gestalt  annimmt 


i^~ß)  +  - 


f{z)        s-ß  r„J^n{z-i^, +  ■-'■' 

Da  nun  wieder  der  Quotient  der  beiden  nach  Potenzen  von  e  --  ß 
fortschreitenden  Reihen  der  rechten  Seite  in  3  =  /3  eindeutig  ist  und 
den  endlichen  Werth  1  annimmt,  so  wird  sieh  derselbe  wieder  nach 
der  Taylor'schen  Reihe  entwickeln  lassen,  und  sich  somit 

7||-i^{l +  ".(•-«  +  ".(*-«'+ ■■■}-,-^|!-+JW 
ergeben,  worin  x  (?)  eine  in  g  =  /3  eindeutige  und  endliche  Function 
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vorstellt.     Durch  Integration    über    einen   um  ß  gelegten   nnendlich 
kleinen  Kreis  folgi  wieder 


r  f  (") 
J  'f(') 


ds  =  2m7C'i, 


weil  das  übür  ;( (.r)  genommene  Intejfra!  verschwindet. 

Da   die   obigo   Entwicklung  zu   gleicher  Zeit   gelehrt,    dass   der 
Cjuotient 

m 

für  alle  diejenigen  Punkte  unendlich  wird  und  zwar  von  der  ersten 
Ordnang,  für  welche  f{z)  unendlich  gross  oder  Kull  wird,  und  es 
aißserdem  leicht  ist  einzusehen,  dass  dies  in  der  That  die  einzigen 
Punkte  sind,  für  welche  dieser  Quotient  unendlich  gross  wird,  da 
f  (ß)  als  Ableitung  einer  in  einem  bestimmten  Bereiche  eindeutigen 
Function  nach  einem  früheren  Satze  nur  in  denjenigen  Punkten  un- 
endlich werden  kann,  in  welchen  die  Function  f(s)  selbst  unendlich 
gross  ist,  so  wird,  da  das  über  die  begränzende  Curve  c  genommene 
geschlossene  Integral  gleich  der  Summe  der  über  die  a  und  ß  Punkte 
genommenen  Integrale,  d.  h. 

U)  {"q)  [Ko) 

ist,  nach  den  oben  erhaltenen  Resultaten 


/ 


,-  ds  =  —  ^Hg  +  2]ma 


sein,  wenn  n^  und  mg  die  Ordnungszahlen  für  das  ünendliehwerden 
und  Verschwinden  der  Function  f{g)  in  Üeu  Punkten  «j  und  ßg  be- 
deuten. 

Wenn  man  nun,  statt  zu  sagen,  eine  Function  wird  in  einem 
Punkte  ^  =  £  von  der  fc'^"  Ordnung  Null  oder  unendlich,  derselben 
k  zusammenfallende  Punkte  £  zuschreibt,  für  die  sie  von  der  ersten 
Ordnung  Null  oder  unendlich  wird  (welche  Aus  drucks  weise  dadurch 
gerechtfertigt  ist,  dass  sich,  wie  oben  gezeigt  worden,  die  Function 
alsdann  als  ein  Product  von  eindeutigen  Functionen,  weiche  in  5  =  i; 
endlieh  und  von  Null  verschieden  aiud,  in  die  Grössen 

C-O'     oder     ^^._;^^. 
darstellen  lässt),  so  werden 

Z  'Hq    und     2;  «j„ 

die  Anzahl  der  Punkte  angeben,  in  welchen  die  Function  f{s)  in 
jenem  abgegränzten  Bereiche  unendUch  wird  resp.  verschwindet,  und 
wir  finden  somit,  dass 
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die  ÄnsaM  der  Tunkte,  in  welchen  eine  in  einem  voUständig  be- 
gränsten  Bereiche  eindeutige  und  in  heinem  einseinen  Funkle  viel- 
deuiige  Fu/ndion  f{s)  verschwindet,  weniger  der  Anzahl  der  Funkte, 
in  denen  sie  in  diesem  Sereiche  unendlich  wird,  durch  das  über 
die  Begränswng  genommene  Integral 

bestimmt  wird.  *) 

Nachdem  die  Uns tetigkeits punkte  auf  den  Eiemann'schen  Flä- 
chen, die  nicht  zugleich  Verzweiguugsp unkte  sind,  näher  untersucht 
und  die  Entwicklungs weise  der  Functionen  in  der  Umgebung  aller 
eindeutigen  Punkte  derselben  festgestellt  worden,  werden  wir  die 
Untersuchung  der  auf  der  Riemann'achen  Fläche  laufenden  Inte- 
grale, welche  wir  in  der  vorigen  Vorlesung  begonnen,  weiter  fort- 
führen können,  indem  wir  zur  Beantwortung  der  in  der  letzten  Vor- 
lesung unerledigt  gebliebenen  Frage  übergehen,  wann  bei  der  Ver- 
wandlung der  Riemann'schen  Flache  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende, auf  welcher,  wie  gezeigt  worden,  Integrationswege  zwi- 
schen demselben  Anfangs-  und  Endpunkte  auch  stets  zu  demselben 
Resultate  führen,  die  Ünstefcigkeitspunkte  der  Function  durch  unend- 
lich kleine  Kreise  auszuschliessen  sind  und  wann  nicht,  jedoch  nech 
immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Unstetigkeitap unkte  nicht 
zugleich  Verzweigungspunkte  sind. 


*)   Es  mag  noch   bemerkt  werden,    dass,  -wenn  man  die  oben  erhaltene 
Gleicbung 

rw  _ 


-xi^) 


mit  3  multipllcirt  und  über  eine  um  ß  gelegte   unendlioli  kleine   goselilossene 
Cotve  integritt,  wegen 


i/f 


fW 


1    /•  rw , 


f  Igt  l          t  A    d      k    f      1     N  1!           1  U      dl  1   n     Ib  t        d          d 

ghl  Itga]m             Iß  wi        gdbtwd       k 

ht  Pkt           d  dFuiit                Iwltd        ndllg 

w    1  j          E              t    t 
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Man  sieht  aber  leicht,  dass,  weil  das  üebersehreiten  des  von 
jedem  einzelnen  Unstetigkeitspuukte  nach  der  in  der  letzten  Vor- 
lesung angewandten  Zerlegung  der  mehrfach  zusammenhängenden 
Flächen  herrührenden  Querschnittes  einen  Stetigkeitsaprung  verur- 
sacht, dessen  Werth  das,  um  diesen  Un Stetigkeitspunkt  in  hinreichend 
kleiner  Entfernung  auf  einer  einfach  geschlossenen  Curve  genommene 
Integral 

ist,  die  Ausschliessung  jenes  Unstetigkeitspunktes  unnöthig  wird, 
wenn  der  Stefcigkeitssprung,  d.  h.  jenes  geschlossene  Integral  den 
Werth  Null  hat,  und  da  andrerseits  aus  Gleichung  (25)  unmittelbar 
hervorgeht,  dass  dieses  geschlossene  Integral  nichts  anderes  ist,  als 
der  Coefficient  von  (s  ■—  a)-~^  in  der  Entwicklung  von  /~(«)  für 
Punkte  der  Umgebung  von  a,  wenn  a  ein  im  Endlichen  liegender 
ünstetigkeitspunkt,  jedoch  kein  Verzweigungspunkt  ist,  so  folgt,  dass 
dieser  UnstetigheitspunJä  nifht  a/ussuschliessen  ist,  tvemi  in  jener 
Entwicklung  die  negative  erste  Potenz  von  z  —  a  fehlt, 
sonst  stets  ausgeschlossen  werden  muss,  und  ebenso  ergiebt  die  Reihen- 
entwicklung (26),  dass,  wenn  für  2  =  00  die  Function  unendlich 
gross  wird,  der  unendlich  entfernte  Punkt  dann  und  nur  dann  nicht 
aus zuschli essen  ist,  wenn 


ff(,)d!  =  ü. 


d.  h.  wenn  in  der  für  die  Umgebung  des  unendlich  entfernten  Punk- 
tes (wo  die  Bedeutung  dieses  Ausdruckes  durch  die  Substitution 
2  =  -—  hinreichend  festgestellt  worden  ist)  göltigen  Reihenentwick- 
lung der  Coefficient  von  z"^  verschwindet. 

Ist  man  somit  im  Stande,  die  Entwicklung  der  Function  in  der 
Umgebung  von  b  =  a  und  s  =  00  in  irgend  welcher  Weise  herzu- 
stellen, ohne  dass  die  Coefficienten  wie  oben  in  Form  bestimmter 
Integrale  dai'gestetlt  werden,  so  wird  man  unmittelbar  entscheiden 
können,  ob  der  Punkt  auazuschliessen  ist  oder  nicht. 

Aber  eine  solche  Reihenentwicklung  lässt  sich  ohne  Hülfe  der 
geschlossenen  Integrale  stets  aufstellen,  wenn  der  Punkt,  für  den 
die  Function  unendlich  gross  wird,  ein  Discontinuitätspunkt  erster 
Gattung  ist,  okne,  wie  stets  vorausgesetzt  wird,  ein  Verzweigungs- 
punkt zu  sein.  Denn  sei  u  ein  solcher  im  Endlichen  liegender  Punkt, 
so  ist  für  denselben,  wie  vorher  gezeigt  worden,  die  Function  f{i) 
von  einer  endlichen  Ordnung  unendlich  gross,  und  es  wird  daher, 
wenn  die  Ordnungszahl  m  ist,  und 

(«-.-«)-/-W--F« 
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geiäetzt  wird,  F{s)  eine  im  Punkte  s  =  a  endliche,  von  Null  ver- 
schiedene und  eindeutige  Function  von  s  sein,  die  sich  daher  in  der 
;  des  Punktes  a  nach  dem  Taylor'schen  Satze  entwickeln 
Aus 

^•iB)  =  F(a)  +  '-  «  F{a)  +  i"^  F'icc) 

(a  -  «)' 
(m  —  1. 
folgt  iiber  durch  Substitution 


urcli  Substitutioi 


(m-lj!     S  — a~       m!       ^ 
und  t'd  wird  daher  der  gesuchte  Coefficient  der  negativen  ersten  Po- 
tenz von  s  —  a 

!«»;-"(«)___     1         (f^ -_■](« -«r/M)l 
(.1-1)!  (>,.-l)!  X  j^.-i  J^_ 

I |,„  _   w  '^ — '^t^'  j„  (?"^ ^)  m  fi^  —  ,/^"'-l £!ri(!W  -j_ 

—  l«, -!)!('.''         "•!        ä^-i     ■T'    "1"  "■"  '  ,J,— """'""■ 

h ' 1^1 .  »l  ()»  -  1)  . . .  (m  -  i  +  1)  (2  —  ')'—'■  -Jfi=i 

+  »(.»-1)  ...2.(«-.)/W} 

sein  und  somit  unmittelbar  durch  Differentiation  aus  der  vorgelegten 
Punction  herzuleiten. 

Ist  der  Discontinuitätspunkt  erster  Art  der  Punkt  s  =  oo,   so 
wird,  wenn  f(s)  von  der  m""'  Ordnung  unendhch  gross  ist, 

f (ir  5  ==  CO   endlich,   von  Null   verschieden  und  eindeutig   sein,   und 
daher,  wenn 

gesetzt  wird, 

1>(0-9>(O)  +  |<f'(O)  +  ---+S9>""'(")+,|!fi),?'l-+"(0)+- 

also 

+  ■  ■  ■  +  i  1^  »''"'  '•"'>  +  (»  +ljT>T. '''"+"  (")  +  ■■•' 

und  somit  der  Coefficient  von  s-^   in  der  Entwicklung  von  f{0): 
da  iibor  nach  einer  bekannten  Formel  der  Differentialrech uuug 
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=  2Ä^ 


,-F'W- 
ist,  wenn  ^  irgend  eine  Function  von  t  und 

ak  symbolischer  Ausdruck  in  der  Weise  aufzufassen  ist,  dass  man 
die  h^'  Potenz  dos  Binoms  herstellt,  ^  =  .  setzt,  die  Differentiation 
r  mal  hinter  einander  ausführt,  indem  man  a  als  Consiante  denkt 
und  sodann  endlich  k^^  setzt,  so  wird,  ohne  dass  wir  auf  eine 
Ausrechnung  des  Ausdruckes  näher  eingehen,  die  man  auch  an  dem 
obigen  DiEferentialquotienten  unmittelbar  ausführen  kann,  der  Coefii- 
cient  von  -  in  der  für  die  Umgebung  des  Punktes  s  ^^  co  gültigen 
lleihenentwickiung  von  f{B)  die  folgende  Form  annehmen: 


['«  + 


Somit  ist  man  also  allgemein  im  Stande,  wenn  die  ünstetigkeits- 
punkte  Diseontinuitäten  erster  Gattung  sind,  den  Werth  des  um 
diesen  Punkt  genommenen  Integrales,  nachdem  die  Ordnung  des  Un- 
eadüch Werdens  in  diesem  Punkte  festgestellt  worden,  zu  berechnen 
und  daher,  je  nachdem  dasselbe  einen  endlichen  Werth  hat  oder  ver- 
schwindet, zu  entscheiden,  ob  jener  Punkt  auf  der  Riemann'sehen 
Fläche  auszuschliessen  ist  oder  nicht.  Für  Diseontinuitäten  zweiter 
Gattung  dagegen,  in  welchen  die  Function  von  einer  unendlich  hohen 
Ordnung  unendUch  wird,  kann  man  im  Allgemeinen  den  Coefflcien- 
ten  der  negativen  ersten  Potenz  von  ^  —  k  in  der  Entwicklung  für 
die  Umgebung  des  Punktes  2  =  k  oder  von  ^-^  in  der  Entwicklung 
für  die  Nähe  des  Punktes  s  =  00  nur  durch  Berechnung  von 

um  jenen  Unstetigkut&punkt  genommen,  finden. 

Ist  nun  die  Frage  von  dei  Ausschliessung  der  betreffenden  Un- 
stetigkeitspunkte  in  eindeutigen  Bereichen  der  Riemann'sehen  Fläche 
—  womit  wir  uns  stets  bisher  um  beschäftigt  haben  —  erledigt,  so 
wird  es  sich  für  eben  diese  Beieiche  noch  um  die  Untersuchung  der 
Endlichkeit  und  Stetigkeit  dei  Integrale  handeln,  deren  Integrations- 
wege jetzt  auch,  was  in  den  Untersuchungen  der  letzten  Vorlesung 
au9geschIosspn  ■v^ai,  in  diese  Unstetigkeztspunkte  der  Function  oder 
m  die  unendliche  Nahe  derselben  führen,   wobei  wir  jedoch   gleich 
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von  vorüherein  nach  dem  Satze  von  der  Zerlegbarkeit  der  Integrale 
auuehmeii  dürfen,  dass  die  Panction  nur  für  eine  der  Integvalgränzen 
unendlich  wird,  und  dass  die  andere  Grunze  jedenfalls  noch  in  die 
Umgebung  dieses  Discontinuit'ätspunktes  der  Function  fällt.*)  Sei 
min  s  -^  a  ein  Discontinuitätspuntt  erster  Gattung,  der  in  diesem 
Punkte  eindeutigen  und  unendlich  von  der  n^™  Ordnung  werdenden 
Function  /'(a),  und  daher  nach  früheren  Auseinandersetzungen  die 
Entwicklung  dieser  Function  in  der  Umgebung  von  k  die  folgende 

m  - ,-"'.  +  ,7^ + •  ■  ■  +  (^.  +  *  w. 

worin  ij;  (s)  a5s  Inbegriff  aller  mit  positiven  Potenzen  von  0  —  a  be- 
hafteten Glieder  in  s  ^  a  eindeutig  und  endlich  ist,  so  wird  der 
Werth  des  in  jenem  Räume,  der  die  Umgebung  von  a  bildet,  sich 
von  a  nach  a  erstreckenden  Integrales  nach  der  oben  gegebenen 
Definition  die  Gr'änze  sein,  welcher  sich  das  Integral  von  a  bis  £; 
oder  der  Ausdruck 


(,o ....  j'n^)'i^-"J'j^, 


2  (S  -  "Y 


nähert,  wenn  S  auf  <^öm  vorgelegten  Integrationswege  dem  a  unend- 
lich nahe  rückt  und  c  eine  Constante  bedeutet.  Nun  ist  aber  aus 
dem  Früheren  unmittelbar  klar,  dass  das  letzte  Integral  der  rechten 
Seite ,  weil  i^  (3)  auf  dem  Integrationswege  nicht  unendlich  wird, 
auch  wenn  i  sich  dem  Werthe  «  unendlich  nähert,  endlich  bleibt; 
was  ferner  das  Integral 


-f^ 


betrifft,  so  wird  sich  dasselbe  Yon  dem  auf  geradUnigem  Wege  von 
a  nach  «  hin  genommenen  Integrale  nur  durch  ein  endliches  Mul- 
tiplum  von  2  7ti,  welches  der  Wertli  des  um  den  Punkt  a  herum 
genommenen  geschlossenen  Integrales 

ist,  unterscheiden  können,   und  um  also  zu  sehen,  ob  das  obige  Tn- 


*}  Wir  dürfen  aelbBtTerBtändlicii  hier  einen  beliebigen  Integrationsweg  zu 
Grunde  legen,  da  die  Reduction  der  Werthe  von  Integralen  auf  verschiedenen 
Integrations wegen  auf  einander  nach  Froherem  durch  die  Zerlegung  der  Bie- 
mann'sohen  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  unmittelbar  zu  bewerk- 
stelligen ist. 
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tegral,  weuii  t  sich  a  unentHicli  annähert,  einen  endlichen  oder  un- 
endlich grossen  Werth  annimmt,  wird  es  genügen,  das  geradlinige 
Integral  zwischen  a  und  a  zu  untersuchen.  Macht  man  in  dieses, 
wenn  der  Winkel  der  geraden  Linie  mit  der  Äbscissenachse  mit  £ 
bezeichnet  wird,  die  Substitution 

2  =  ß  ~|-  r  (cos  £  +  «  sin  f) ,       c.  =  a  -{-  p  (cos  £  +  *  sin  e) , 
in  welcher  r  ak  variabel  und  p  sowohl  wie   £   als   constant  zu  be- 
trachten siud,  so  geht  das  obige  Integral  in 


I^--JV^ 


ff 


über,  wenn  S  eine  Grösse  bedeutet,  die  sich  der  Null  unendlich 
nähert  und  somit  als  ein  Integral  einer  reellen  Function  zwischen 
reellen  Granzen  mit  Hülfe  der  für  reelle  Variable  definirten  Function 
des  Logarithmus  *)  in 

[log  (p  —  r)\  =  log  Ö  —  log  p , 

welche  Grösse  mit  verschwindendem  S  belrannthcli  negativ  unendlich 
wird.     Es  folgt  daher  aus  der  Gleichung  (^),'dasa 
das  Integral 

Vw  dl 

im  Allgemeinen  wie  ein  Loganihmus  unendlich  ivird, 
indem  die  Posten 

F^'   (p;'^'  ■■■  (£_,").-> 

von  der  ersten,  zweiten,  ...  (n  —  1)'™  Ordnung  unendlich  werden, 
während  eine  logarithmische  Function,  wie  sich  später  zeigen  wird, 
von  wesentlich  anderer  Art  unendlich  gross  ist.  Ist  tt,  ==  0,  so  dass 
die  negative  erste  Potenz  von  0  —  a  in  der  Entwictluug  von  f(e) 
nicht  vorkommt,  und  daher  nach  Früherem  der  Punkt,  für  den  die 
Function  unendhch  wird,  nicht  auszuschiiessen  ist,  so  wird,  wie  eben- 
falls aus  (fi)  hervorgeht,  das  Integral  unendlich  von  der  n  —  l}'" 
Ordnung,  und  dasselbe  würde  offenbar  nur  dann  endlich  bleiben  kön- 
nen, wenn 

ist,  d.  h.  wenn 

selbst  endlich  ist,  in  welchem  i'alle  ja  auch  umgekehrt 

*]  'Die  logarithmieche  Function  einer  complexen  Variabein  wird  erst  in  einer 
der  uächsten  "Vorlesungen  eingeführt  werden. 
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stets  endlich  sein  muss. 

Wir  finden  somit,  dass,  weim  die  Function  /(s)  in  s  ==  r  einen 
Discontinuitätspunkt  erster  Gattung  hat,  das  Integral  für  einen  gegen 
diesen  Punkt  hin  convergirenden  Integrationsweg  stets  unendlich  sein 
rauBs,  und  da  sich  offenbar  für  einen  Discontinuitatspunkt  zweiter 
Gattung,  für  weichen  nur  unendlich  viele  negative  Potenzen  von 
«  —  K  in  die  Entwickelung  von  f{z")  eintreten,  und  somit  das  sich 
ergebende  Integral  jedenfalls  von  unendlich  hoher  Ordnung  unend- 
lich ist,  dieselben  Schlüsse  wiederholen  lassen,  so  wird,  wenn  wir 
das  Resultat  analog  dem  für  mehrdeutige  Functionen  später  sich  er- 
gebenden aussprechen  wollen, 

<Ue  nothtvendige  tmd  hmreiehende  Bedingung  dafür,  dass  f{s)  im 

FunUs  s  =  u,  wenn  derselbe  'kein  Vm-sweigungspatHd  ist,  endlich 

ist,  nämlich 

Km„.  {(»-«)/•{,)}  _0 

auch  die  nothwendige  ttnd  hinreichende  Bedingung  dafür  sein,  dass 

das  Integral 

endlich  ist. 

Nachdem  nunmehr  die  Endlichkeit  oder  Unendlichkeit  der  Wertlie 
aller  Integrale  in  eindeutigen  Bereichen  der  Riemann'schen  Fläche 
untersucht  worden,  erübrigt  nur  noch  die  Erledigung  der  Frage,  wie 
es  sich  mit  den  Werthen  derjenigen  Integrale  verhält,  deren  Wege 
sich  in's  Unendliche  erstrecken,  wenn  der  unendlich  entfernte  Punkt 
selbst  kein  Verzweigungspunkt  ist.  Da  aber  unter  der  Annahme, 
dass  der  Punkt  n  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  ^  oo  liegt,  das 
Integral 

ff(')ds 
durch  die  Substitution 


»■-7,    f(ß)-V{'') 

übergeht,  worin  sich  -     für  die  Function  9  {/)  also  auch  für 

i\\   der  Umgebung  des  Nullpunktes   befindet,   so  wird  sich,   da  nach 
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dem   eben   gefundenen  Resultate  das  zweite  latof^-ral  dann   und  nur 
dann  einen  eiidlielieu  Werth  hatj  wenn 

■P  {/)> 
J  '- 

ist,   die  nothme-ndige  und  hinreichende  Seäingung  fipr  dia  Eiidlichheü 
des  IiUegrales 


i™.=.    /-ü^f-'    -0 


j'f%ü 


in  der  Form 

lim.,.  {«f(2)j  -0 
ergeben. 
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Achte  Vorlesung. 

Analytiaohe    Ausdrücke    und    allgemeine   Bigensobaften    der 
Punetioüen  und  ihrer  Integrale  in  mehrdeutigen  Bereichen. 

Indem  wir  zum  Gegenstande  dieser  Vorlesung  die  Aiisdehnui^ 
der  vorher  behandelten  Fragen  auf  Bereiche  machen,  innerhalb  deren 
die  Function  auch  Verzweigungspunkte  besitzen  darf,  wird  es  sich 
zeigen,  dass  vermöge  der  Abbildung  der  mehrblättrigen  Flächen  auf 
einblättrige  jene  Ausdehnung  unmittelbar  zu  bewerkstelligen  sei. 

Setzt  man  nämlich  unter  der  Annahme,  dass  f{s)  in  a  einen 
Mi  fachen  Verzweigungspunkt  besitzt,  in  welchem  m  Blätter  der  Rie- 
mann'schen  Fläche  zusammenhängen*), 

so  dass  f{z)  in  <p{u)  übergeht,  so  wird,  wie  mit  Hülfe  der  oben  in 
Betreff  der  Abbildung  gemachten  Auseinandersetzung  unmittelbar 
einleuchtet,  während  s  sich  mmal  um  den  Punkt  a  windet,  u  sich 
einmai  um  den  Nullpunkt  bewegen,  und  äs,  f{z)  nach  m  maliger  Um- 
kreisung von  ß  denselben  Werth  annimmt,  9>(is)  dasselbe  bei  ein- 
maliger Umkreisung  des  Nullpunktes  tliun,  d.  h.  es  wird  9>(m)  in 
der  Umgebung  von  u  ^Q  eindeutig  sein.  Sei  nun  durch  eine  den 
Verzweig ungspuükt  a  m  fach  umkreisende  Curve  c,  innerhalb  welcher 
sich  kein  weiterer  Verzweigungspunkt  der  J'unction  befinden  soll, 
und  durch  andere  innerhalb  dieses  Raumes  gelegene  geschlossene 
Curven  c,,  c.,,  .  ■  ■  c^  ein  Ringraum  begränzt,  welcher  keine  ün- 
stetigkeitspunkte  eiuschliesst,  werde  ferner  diese  Function  durch  die 
oben  angegebene  Substitution  auf  die  «-Ebene  abgebildet,  so  dass 
die  den  Curven  c,  c,,  c.^,  . . .  (^,.  entsprechenden  Linien  fi,  &„  h^,  . . .  &„ 
einfach  geschlossen  sind  und  wieder  die  vollständige  ßegränzung  eines 
Flächentheils  bilden,  innerhalb  dessen  90  (m)  endlich  und  eindeutig  ist, 
so  wird,  wenn 

die  Abbildungsfunction  des  duich  die   Cuive  ft  volKt  Uidig  b  glänzten 


*)  wobei  wir  im  Füllenden  stets  aniiehaion  dtsb  du  Rieminiisehe 
Fläche  überhaupt  mir  aus  eiuet  endlicIiLii  Anzahl  von  Blättern  bestellt,  oder 
^ass  wenigstens  nur  Verzweigungspunkte  lu  Betraclit  kommen,  in  welchen  mir 
eine  endliche  Anzahl  von  Blättern  zusammenhängt. 
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Raumes  auf  eine  um  den  Nullpunkt  beschriebene  Kreisfläche  darstellt 
und  die  Linien  c,,  e,,  ...  c^  der  Bedingung  unterworfen  werden, 
dass  die  Curven  &,,  b^,  ...  b^.  vermöge  derselben  Abbild ungsfunction 
ebenfalls  Kreise  als  entsprechende  Curven  liefern*),  nacli  Gleichung 
(15)  der  letzten  Vorlesung 

"■  («)  -  isß'i "' + -^wjWf  '''+■■■ 

+  h  ww^mj"  w  f*  ('^  -  *  '■"'':'  ■'-■  +  ■  ■  ■ 

-r 

4_..l l£S^ CwMilv 

+  .-i?  T^' (^,l^(Of  ß  w  ^^  (^)  -  "^  '^^)i  '"'  +  ■■■ 

sein,  wean  ß^ ,  ß.,,  .  ■  .  ß^  die  innerhalb  der  Curven  b^,  ö,,  ...  bg 
liegenden  Punkte  bedeuten,  deren  Bilder  die  Mittelpunkte  der  ein- 
aelnen  abgebildeten  Kreise  sind.  Substituirt  man  nun  für  ii  seinen 
Werth  als  Function  von  «  und  für  v  denselben  als  Function  von  t, 
so  erhalt  man  die  in  jenem  Ringraume  gültige  fieihenentwicblung 
von  f(s')  in  der  Form 


*i(t- 


ü')  -,,c(-.r 


>•  [(g  - « _ 


*)  Vergleiche  hiermit  die  Auseinandersetiiungen  der  letzten  Vorlesung. 


y  Google 


136  Achte  Vorlesung, 

■wenn  maa  der  Substitution 


ft  _ .,,  (.,  - «)- 

setzt,  indem  dieselben  Punkte  in  verschiedenen  Blättern  Werthe  von 
ß  liefern  werden,  die  sich  nur  nra  m'°  Einheitswurzeln  Sf,  von  ein- 
ander unterscheiden. 

Betrachten  wir  nun  jetzt,  genau  wie  es  für  eindeutige  Functio- 
nen in  der  letzten  Vorlesung  geschehen,  einen  von  einer  um  s  =  a 
gewnndenen  Curve  begränzten  Raum,  in  dem  sonst  kein  Verzwei- 
gungspunkt enthalten  ist,  in  welchem  aber  für  die  auf  den  einzelnen 
Blättern  bestimmten  Punkte 


die  iVnction  f{z)  unstetig  wird*),   so  wird  aus  früher  entwickelten 
Gründen,   weil  diese  Punkte  stets  mit  unendlich  kleinen  Curven  von 


*)  Es  ist  für  mehrblättrige  Ji'liiclieii  zu  beachten,  dass  ein  beBtimmter  Wertii 
der  Variabela  nicht  iu  allen  Blättern  zugleich  Üustetigkeitspaiikt  zu  sein  braucht; 
80  wird  K.  B.  die  Function 


iur  =^  1  WLnn  die  Wurzel  d'*s  positne  Zeichen  eihilt  unendhdi  gios';  f  ir 
den  ncgatiien  Weith  ler  Qaadiatwurzel  ledoch  Ion  Wertk  ~  vunohme  i 
TsAhreni  die  funchoa 

-  -1  +' 

dtien  \erzweioiiugbj  iilt  ebenfalls  der  t\ullj.inkt  t  gle  chgultig-  cb  )  ^-|-  1 
oder  —  1  ist    d    h   m  beiden  Blattern  fi  r  i  ^=  1  den  Werth  oo   annimmt 

Es  mag  ferner  an  dieser  Steile  ein  Punkt  erginzt  werden  iif  dei  in  dci 
dritten  Vorlesung  noch  nicht  naher  emgegMigeu  weiden  konnte  Diu  olei  ^ 
gebene  Definition  nÄmhch  von  Discontmmtiifsp unkten  zweier  b  ttung  nach 
welcher  man  von  verschiedenen  Richtungen  her  zu  ver&üiie denen  zu  demselben 
Pnnkte  gehörigen  Punet  onalwerthpn  gelangte  ii.t  offenbar  nur  eine  völlig  i.rj, 
eise  für  die  bisher  betrachteten  Functionen  für  welche  dieser  Diacontlnuit  its 
pnnkt  nicht  zugleich  eia  Verzweigungspunkt  ist  indem  ivii  dabei  sfaUschwei 
gend  voraussetzten  dass  man  sieh  m  Eichtungen  gegen  jenen  Punkt  hm  be 
ttogte  die  sammtlich  i  dem  betiachteten  Blatte  der  Eiemann  sehen  FUthe 
lagen  Ist  jedoch  jener  ainguläre  Punkt  Discontinuität  punkt  zweitei  &\ttung 
uud  Vpj  zweigungspunkt  iuglei  h  so  soll  die  Definition  eines  soleheu  Unstetig 
keitapunktea  —  die  auch  die  für  embl  ittrige  Fluchen  gegebene  einscllieBst  — 
de  sein  dasa  man  von  Punkten  der  Rieraanu  «eben  Fiiohe  ausgehen!  die 
auf  den  n  jenem  A  eraweiguCnSpunkte  zua  immengeheiteten  Bl  ittern  hegen  odei 
1  e  durch  einen  contmuirlahen  üebeigang  m  der  Umgebung  dieses  Punktps 
mt  einaadec  verbunden  sind  bei  Anndheiun^  an  jenei  Pukt  m  leischietonen 
Eachtnngen  zu  ■verschiedenen  We  then  gelugt 
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der  Art  umschrieben  werdea  können,  dass  die  Abbildungen  der  diesen 
Linien  entsprechenden  M-Curven  unendlich  kleine  Kreise  sind,  die 
für  den  gesaminten  von  der  Curve  c  begränzfcen  Raum  gültige  Ent- 
wicklung folgen dermassen  lauten: 


+ ' ; 

Ist  die  begränzendö   Ourve  c  ein    mehrfach  gewimdener   Kreis, 
dann  wird  auch  die  durch  die  Function 

..  _  (2  -  „■)- 
abgebildete  Curve  b  ein  einfacher  um  den  Nullpunkt   gelegter  Kreis 
und   dessen  Abbildungsfuuetionen  ip  (m)   somit  die  Variable  u  selbst 
sein,  und  es   geht  dann   die  Entwicklung  der  Function  für  alle   in 
jenem  m  fachen  Kreise  liegenden  Werthe  der  Variahein  in 


.o^  ..,^ 1_      f    t<t)  ..     ,      i^-^y"    f       fit) 


f{l)  Q~«)  "    dt 


«)"J  (' 


über,   während,   wenn  die  Function  in  jenem  Kanme  stetig  ist,   die- 
selbe durch 

./  (1  -  ./■  ./    (1  -^  »)    - 
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dargestellt  wird,  in  welcher  Reihe  die  Coefücienten  auch  leicht  durch 
die  Differeiitialquotienten  der  gegehenen  Function  für  den  Punkt 
2  =  K  bestimmt  werden  können ;  setzt  man  nämlich 

so  wird  sich  9)(m),  da  diese  Function  in  der  Umgebung  von  m  =  0 
eindeutig  und  stetig  ist,  nach  der  Maclaurin'achen  Reihe  in  der 
Form 

^  („)  =  9,  (0)  +  ^  q>'(p)  +  ^-  <p"iO)  +  •  •  ■ 

entwickeln  lassen,  und  daher 

/(-')  -  f  («)  +  '^  (T-)  +  — .f^  (^P)  +  ■  ■  ■ 


ist. 

Endlich  erhält  man  aus  (3),  wenn  der  Vevzweigniigspnnkt  a 
selbst  der  einzige  Punkt  ist,  für  den  innerhalb  jenes  Raumes  die 
Function  unstetig  wird,  wie  unmittelbar  zu  sehen, 


(5)  •    f{')  -  Ji., 


l-_,  /"  fn  ,   ,„  +  finüC  /l  Jl«     ,  Ä,  +  . . . 

J     (t  ~  «)'"  J      ((  -  ß)    '" 

(^  -  c)'"./  (t  -  a)~^  Iß  -  «/",/  a  -  «)   "'  " 

und  ist  der  m  fache  Verzwoigungspunkt  der  Function  der  unendlich 
entfernte  Punkt,  so  wird,  weun  die  Function  für  denselben  auch 
unstetig  ist,  die  Substitution 

den  Nullpunkt  zu  einem  m  fachen  Verzweigungs punkte  und  zugleich 
Dis CO utinuitätsp unkte  von  ip  (u)  machen  und  daher  nach  der  eben 
aufgestellten  Entwicklung  die  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes 
gültige  Reihe  liefern 
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(0)  (0) 

(0)  (öl 

so  dass   die  der  Umgebung  des  Punktes  2  =  oc   zugehörige  lieihen- 
eiitwicklußg  der  vorgelegten  Function 


(S)  .    fw 


""j  ""  g,j  i  .. 

.„„     J    ,^__        .  2..,.     J     ,+_ 

wird. 

Um  Tor  allen  Dingen  wieder  die  verschiedenen  Arten  des  Un- 
endlich Werdens  einer  Function  in  einem  m  fachen  Vevzweigungsjiunkte 
zu  prüfen,  bedarf  es  nur  wieder  der  Substitution 

«  =  (2-»)-,   /-w-yW, 

um  aus 

welches  die  notliwenlige  und  hmieichende  Bedingung  dafür  war, 
dass  ip{u)  für  «(  =  0  endlich  ist  unmittelbar  zu  erkennen,  dass  f{d) 
dann  und  nur  da)  t)  u       =  «  c«  Hui   ist,  tvenn 

[(.-«)"ir(s)]-o 

ivird,  und  um  ebenso  zu  schliessen,  dass  die  Discontinuität  nicht 
etwa  nur  in  einem  endlichen  Stetigkeitesprunge  bestehen  kann,  so 
dass  man  von  verschiedenen  Richtungen  her  nur  zu  verschiedenen 
endlichen  Functionalwerthen  in  s  =  k  gelangen  kann,  sondern  dass, 
wenn  eine  solche  vorhanden,  jedenfalls  auch  einer  der  Werthe  un- 
endlich gross  sein  mass;  ist  der  mfache  Verzweigungspunkt  der  un- 
endlich entfernte  Punkt,  so  ergiebt  die  Substitution  durch  die  reci- 
proke  Variable 


die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafüi,  dass  f{s)  in  dem 
m  fachen   Yersweigungspunhte  s  =  oo  rndlich  wi,  m  der  Form  liefei-ii 
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Schliesaeii  wir  nun  diesen  Fall  aus,  so  wird,  wenn  die  eindeu- 
tige Function  <p{u),  welche  in  m  =^  0  unendlich  wird,  überhaupt  von 
einer  endlichen  Ordnung  n  unendlich  ist, 

wurin  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  eine  onillicliu  von  Null 
verschiedene  Grösse  sein,  und  in  diesem  Falle  wird,  wie  wir  früher 
gesehen,  die  Entwicklung  von  ip{ti)  in  dor  Umgebung  des  Punktes 
■II  =  ()  nur  die  n  ersten  ganzen  negativen  Potenzen  von  u  enthalten; 
diinn  iöt  aber  auch 

eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Grösse  und  die  Entwicklung 
von  f(z)  in  der  Umgebung  des  sw  fachen  Verzweiguugspunktes  a, 
för  den  sie  unendlich  wii-d,   wird  nur  die  n  ersten  ganzen  negativen 

Potenzen  von  (s  —  cc)'"  enthalten ;  man  sagt  dann ,  /  (ä)  isi  in  dem 
mfachen  Vcrmreignngsptmkte  a  von  der  -"-  Onlmmg  miernUich,  und 
es  ist  klar,  dass  jede  niedrigere  Potenz  von  s  —  a  als  die  -  mit 
fiß)  multiplicirt  im  Punkte  s  =  a  einen  unendlich  grossen  Werth 
liefert,  während  jede  höhere  das  Product  verschwinden  lässt.  Ist 
aber   fp  (w)  von  keiner  endlichen   Ordnung  unendlich,  giebt  es   also 

keine  Potenz  von  (s  —  k)'",  welche  mit  f(ß)  multiplicirt  für  &  =  u 
einen  endlichen  Werth  liefert,  so  wird  f{»),  von  einer  unendlich  hohen 
Ordnung  unendlich,  in  seiner  Entwicklung  unendhch  viele  ganze 
positive  Potenzen  von 


enthalten;  ebenso  wird  die  Function  f(z) 
Ordnung  unendlich  sein,  wenn 


eine  endliehe  von  Null  verschiedene  Grosse  ist,  und  die  Eutwickhing 
in  der  Umgebung  des  unendlich  entfernten  Punktes  wird  nur  die  n 

ersten  ganzen  positiven  Potenzen  von  s'"  enthalten ;  wird  die  Ordnung 
des  Lfnendlichwerdens  wieder  unendlich  grosa,  so  schreitet  die  Ent- 
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Wicklung  der  Function  nach  unendlich  vielen  ganzen  positiven  Poten- 
zen von  s™  fort. 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dasa  das  in  der  letzten  Vor- 
lesung über  die  Beziehung  zwischen  der  Ordnung  des  Unendlieh- 
werdens  und  der  Gattung  der  Discontinuität  Gfesagte  auch  hier  seine 
Geltung  behält,  indem  man  nur  durch  die  schon  oft  angeführte  Sub- 
stitution f{ß)  wieder  in  die  eindeutige  Function  tp  (m)  zu  verwandeln 
braucht,  und  es  wird  somit,  bevor  wir  zur  Untersuchung  der  Inte- 
grale in  der  Nähe  der  Verzweigungspunkte  übergehen,  nach  den  über 
das  Unendhchwerden  der  Functionen  selbst  angestellten  Untersuchun- 
gen nur  noch  zu  entscheiden  sein,  wie  es  sieh  mit  Ableitungen  mehr- 
deutiger Functionen  in  den  Verzweigungspunkten  verhält,  indem  hier 
der  für  eindeutige  Functionen  bewiesene  Satz,  dass  die  Ableitungen 
dann  und  nur  dann  unendlich  werden,  wenn  die  Function  selbst  un- 
endlich ist,  nicht  mehr  bestehen  bleibt. 

Bevor  wir  nun  zu  dieser  Untersuchung  übergehen,  wollen  wir 
einen  Hülfsaatz  vorausschicken,  der  im  Folgendon  häufig  zur  An- 
wendung kommen  wird. 

.Es  iUß)-(?e  der  Bedingimg 

(p) ■■.■■■■  *=/», 

in  welcher  f  (s)  evm  in  der  Nähe  von  g  =  0  eindeuti<)e  und  endUcbe, 
und  somit  nach  steigend&ti  Potenzen  von  e  enkvidielbare  FimcUon  he- 
deidet,  durch  das  Werthesysiem  ( =  0,  ^  =  0  genügt,  so  dass 

(q) j  =  ra,r  -|-  a^z''  +  a^s^  -\ 

ist,  und  ferner  angmiommcn,  dass 


{df(!!)\ 


von  Null  verschieden,  dann  soll  gezeigt  werden,  dass  auch  z  als  Func- 
tion von  t  a/afgefasst  in  der  Umgebung  von  t  =  0  mndeutig  und  end- 
lich ist  und  sich  somit  nach  positiven  steigenden  Potcmm  von  t  mt- 
wickeln  lässt. 

Wenn  nämlich  0  als  F''unction  von  t  aufgefaßt  für  (  =  0  melu-- 
deutig  oder  unendlich  vieldeutig  wäre,  so  müssten  nach  den  Aus- 
einandersetzungen der  dritten  Vorlesung  in  (  =  0  einige  der  Auf- 
lösungen der  Gleichung  (p)  den  ■  gleichen  Werth  Null  annehmen, 
oder  es  niüsste  t  =  0  ein  Disco ntinuitätepunkt  zweiter  Gattung  für 
die  Function  «  sein.  Dass  das  letztere  nicht  statthaben  kann,  ist 
daraus  ersichtlich,  dass  dann,  wie  in  der  letzten  Vorlesung  nach- 
gewiesen worden,  g  in  diesem  Punkte  alle  endlichen  und  unendlichen 
Werthe  haben  oder  dass 

(■■) /■«-o 
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durch  jedes  s  befriedigt  werden  müsate,  und  wenn  andeverseits  mehrere 
jener  Auflösungen  der  Gleichung  (p)  zugleich  für  i  =  0  verschwinden 
sollteHj  so  müsste  2  =  0  eine  mehrfache  Auflösung  von  (r)  sein,  was 
in  Folge  der  Annahmej  dass  f  {z)  von  Null  verschieden  ist,  nicht 
angeht.     Daraus  folgt,  weil  '"" 

(%«,.  ■>»  ^-l 

ist, 

s  =  -i  +  \i'  -\ 

als  eindeutige  Entwicklung  von  z  nach  positiven  t'otenzen  von  i  in 
der  Nähe  von  t  =  0. 

Es  wird  nun  leicht  sein,  mit  Hülfe  des  eben  bewieseneu  Satzes 
die  Criterien  über  das  Ünendlichwerden  der  Ableitungen  vieldeutiger 
Functionen  unmittelbar  aus  der  Reihenentwicklung  zu  entnehmen, 
vorausgesetzt,  dass  die  Functionen  in  dem  betrachteten  Punkte  niclit 
unendlich  vieldeutig  sind.  Ist  nämlich  s  =  «  ein  in  facher  Verzwei- 
gungspunkt der  Function  w,  welche  in  diesem  Punkte  den  Werth  w„ 
annehmen  mag,  so  wird  nach  den  oben  aufgestellten  Entwicklungen 
derartiger  Functionen  im  Allgemeinen 

w  —  Wa  =  a^(f.  —  a)'"  +  a^,  +  i  {z  —  ß)  '"     -| , 

oder  wenn 


gesetzt  wird, 
sein,  woraus 


(8  -  «)'■  _ 
,  —  "',, '!"   +  «,+ 


■  *'"  {'   +   °-'^  "  +  °'^  '•'+■•   ■] 


+   ■ 


folgt.  Da  aber  für  hinreichend  kleine  m  die  ~  Potenz  dieser  nach 
Potenzen  von  is  fortschreitenden  Reihe  sich  wieder  in  eine  ebensolche 
Reihe  entwickeln  lässt,  so  wird  sich  für  Werthe  von  ^^  innerbalb 
dieser  Gränze 


(\— )" -«  +  ''<»'  + 's»' +  ■ 

■  hewiesenen 


und  daher  uach  dem  vorher  hewiesenen  Hülfssatze,  indem  nur  statt 
t  die  Grösse 
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un<I  u  statt  f  zu  substituiren  ist, 

orgeljüii.  Setzt  man  endJicli  füi'  u  seinen  Werth  durch  s  ausgedrückt 
und  erhebt  die  Gleichung  in  die  m'^  Potenz,  so  erhält  man  als  üra- 
Ifehruijgs entwickelang  von  ^  als  Function  von  w  aufgefasst  in  der 
Umgebang  des  Punktes  tv^  die  Form 


» - « =■  (-■^r + ".  cv,-) "  +  "•  ("-^-) '  +  •  ■  •  ■ 

Aus  dieser  Entwickelung  ersieht  man  unmittelbar,  dass  w  =  w„  ein 
,(t-facher  Verzweigungspiinkt  von  s  ist,  und  dass  man  somit  aus  dem 
Anfaugagliede  der  Entwickelung  von  w  als  Function  von  0  unmittel- 
bar auf  die  Verzweigung  der  Grösse  z  als  Function  von  w  aufgefasst 
schlieasen  kann. 

Es  mag  noch  hinzugefügt  werden,  dass,  wean  dem  Werthe  z=^ti 
der  Werth  w  ^=  c»  entspricht,  und  die  Function  von  der  —  Ord- 
nung unendhch  ist,  aus  der  Gleichung 

_^  — ^+1  —  j'+S 

w  =  «^  (s  —  «)  "  +  a„^i  (2  —  «)  «  +  a^^tip  —  «)  "■  +  .  ■ . 
genau  mit  Hülfe  derselben  Schlüsse  wie  vorher,  wenn  nur  — /*  statt 
^  gesetzt  wird,  die  Entwicklung 

sich  ergiebt,  woraus  ersichtlich  ist,  dass,  wenn  iv  in  einem  m  fachen 
Verzweigungspunkte  s  =  a  unendlich  gross  von  der  Ordnung  ^  ist, 
to  =  00  für  die  Function  s  einen  (t -fachen  Verzweigungspunkt 
darstellt, 

Wenn  nun  B  =  a  ein  m-fachec  Verzweigungspunkt  von  w  und 
der  entsprechende  Werth  tv  =  u'„  ein  ^-facher  Verzweigungspunlit 
von  s  ist,  also  nach  den  eben  gemachten  Auseinandersetzungen  die 
Entwickelung  besteht 


w  —  w,  —  0,  (r  - 

«)"'  +  ",.+i  (2  — 

folgt 

-  =  J„„(._»,'^ 

"  +  ''-t'«'.+.(^ 

d  daher 
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1  verschiedene  2ahl.  Di 
die  ümkehrungsreihe  vi 
iiteto 


eiue  ondliclie  von  Null  verschiedene  2ahl.  Da  aber  ausserdem, 
oben  gezeigt  worden,  die  ümkehrungsreihe  von  z  als  Function 
IV  folgen (lermaas seil  lautete 


((-. 


endlich  und  von  Null  verschieden    und  wii  eiholten  mit  der  Zusam 
menfassung  diesei  beiden  Formen  somit  da.s  Resultat    dass 

ue^m  IL  eme  m  0  =  a  m  Ipuhffp  Fvmchon  on  u  td  eine  n 
dem  entspt eckenden  IFutikk.  a  (*  üeutigc  Fwiction  lo  w  ni  j- 
NiiU  odPi  vHcndheh  ytoss  ist,  j  nachdem  (i  >  oder  <  m,  und 
0tiat   TO    dasb 

((»  -  « j"^  '-l)  «nd  ((.  -  »)"^  ^) 

d  or  NuU  V      h  det     nd  =  ft 


S      A 


nd        P  nk 


w,  —  Wci  =  ?',  (cos  ai-|-  isinai),  lUj  —  iVa  =  )2  (cos«j  -f"  *sinß,} 
«1  "  «  =  ei  [cos  c,  +  isin  a,),  3j  —  a  =  pä  («OS  a,  +  Vsin  %) 
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Ist  der  m-fache  Verzweigoiigspitnkt,  in  welchem  die  Function  w 
den  endlichen  Werth  w,    haben  soll,    der  unendlich  entfernte  Punkt, 


und  es  wird  w  eine  Function  von  t  sein,  weiche  in  i  =  0  eii 
»»-fachen  Verzweigungspunkt  hat;  sei  nun,  wenn  t  als  Function  i 
w  aufgefasst  wird,  w,  ein  (i-facher  Verzweigungspunkt  von  (,  b 
auch  von  g,  so  wird  nach  dem  eben  gefundenen  Satze 

endlich  und  von  Null  verschieden  sein,  und  da 


so  folgt,  dass 


gesetzt  wird, 

-^  [cosm  («,  -  a,)  ^-  isinm  (a,  ^  <,,)  \  =  ^-'~  [eos.«  («,  -  «,)  +  isiap  («,  -  «,)] 

l-am  :  )■,■«  =  gjM  :  ?,^ 

Kwei  Beziehungen,  welche  an  Stelle  der  in  der  zweiten  Vorlesung  für  den  Fall, 
dafis-j-  weder  Null  noch  unendlich  ist,  entwickelten  Eigenschaft  der  Äeimlich- 
keit  in  den  kleinsten  Theilen  treten  werden. 

*)  Um  aus  der  Klammer  des  letzten  Ausdruckes  die  Variable  z  zu  eliminiren, 
braucht  man  nur  zu  heachten,  dasa,  wenn 

w  — w,  =  c(^*"'  -[-a„  +  i(  "^    H " 

gesetzt  wird, 

-("^"'!'+'.("^)'+ 1"' 

=C^'"'r"+'.r;"rt 

sich  somit 


und  daher 
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endlich  und  von  Null  verschieden  und  daher,  ivie  aus  dem  ersten  Aus- 
drucke hervorgeht,   g-  jeämfdüs  Null  ist. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  dasa  für  £  =^  cc,  welches  ein 
m-facher  Verzweignngspunkt  von  iv  sein  soll,  der  entapreehende 
Werth  von  w  unendlich  gross  sei  und  awar  von  der  ■  Ordnung^ 
so'  wird,  wenn  s  als  Function  von  to  aufgefasst  wird,  nach  dem  oben 
entwi dielten  Satze  %o  =  oo  ein  ;t-facher  Verzweigungspuntt  von  s 
sein,  und  daher,  nneh  dem  oben  gefundenen  Resultate,  in  welchem 
nur  iD  mit  g  und  p  mit  m  zu  vertauschen  ist, 


cinoii  eiKllielien  von  Nuil  verBchiedeneu   Wortli  aniiülin 


endlich  uru/-  von  Null  verschieden,   und  somit  --.-^  von  der  Ordnung 
—^  v/nendlich  gross. 

Es  bleibt  uns  endlich  noch  der  Fall  zu  betrachten  übrig,  dass 
die  Function  w  im  Punkte  n  =  oo,  der  ein  m-facher  Verzweignngs- 
punkt sein  soll,  selbst  von  der  ~  Ordnung  unendlich  ist.  Dieser 
redueirt  sich  jedoch  durch  die  Substitution 


w 


ergjobt,  welclii!B  die  gesuchte  euilliche  und  von  Null  verBeMedene  Grösse  liefert. 
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unmittelbar  auf  den  vorigen,   indem  dadurch  dieselben  Eigenschaften 
für  die  ^Variable  auf  den  Nullpunkt  übertragen  werden,  und  da  dann 


\^'4 

endlich 

und    von 

Null 

verschieden 

ist, 

Falle 

(/^ 

und  ebenso 

(^ 

ergiebt  sich  in  imseri 


als  eine  von  Null  verschiedene  endliche  Zahl,   also  -j—  NuU  oder   un- 
endlich   gross,   je   nachdem    m  >    0(7er  <  (t  ist,  und  endlich,   wenn 

Nachdem  wir  die  Art  des  ünendlichwerdens  der  vieldeutigen*) 
Function  und  deren  Ableitungen  untersucht  haben,  behandeln  wir 
die  oben  für  eindeutige  Functionen  erörterte  Fn^e,  wann  Unstetig- 
keitspuntte  der  Riemannschen  Fläche,  welche  zu  gleicher  Zeit  JB-faclie 
Verzweigungspunkte  sind,  zum  Zwecke  der  Zerlegung  der  Riemann- 
schen B'läche  und  der  Herstellung  der  Eindeutigkeit  der  auf  dieser 
genommenen  Integrale  anszuschliessen  sind  und  wann  nicht,  oder 
wann  der  durch  das  um  den  Unstetigkeitapunkt  genommene  geschlos- 
sene Integral 


dargestellte  Stetigkeitssprung  für  das  U eberschreiten  des  zugehörigen 
Querschnittes  verschwindet. 

Nun   lautet  aher  die  in   der  Umgebung  eines  im  Endlichen  ge- 
legenen, »»-fachen  Verzweigungspunktes  a  gültige  Reihenentwicklung 

^)  -  sb/--®-.  ''  +  '^rf-~'^  "«  +  ••• 
J  (f-.)-  J  (1-1.)  "■ 

und  man  sieht,  dass  die  (iriisse 


*)  wobei  zu  beichten,  daes  alle  unserß  TJntersucliungen  sieh  auf  Functio- 
nen bBZOgen  f  ir  welche  die  Anaihl  der  eineni  Punkte  zugehörigen  Wertlie  eine 
endli:,he  odei  ailgemeinet  auf  diejenigen  Punkte  vieldeutiger  Functionen,  in 
wekhen  nur  eine  endli  lif   \n^^hl  \osi  Blättern  zasammenliing. 

10* 
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abgesehen  der  Coefficient  des  Entwicklungsgliedes 


ist,  und  dass  daher  der  für  eindeutige  FnnctioDen  gefujidene  Satz 
auch  hier  bestehen  bleibt,  äass  der  ünsteUglceitspunki  a  nur  dann  nicht 
auszuschliessen  ist,  wenn  d&i-  Entwicklungscoeffi^ent  der  negaiiveit  Po- 
tenz  vmi  s  —  «  verschwindet. 

Ist  die  Function  im  unendlich  entfernten  Punkte  unstetig,  und 
dieser  Punkt  zugleich  ein  m-facher  Verzweigungspunld,  <3erselben,  so 
zeigt  die  Substitution 


Jm.u-J-'i"-di 


ist,  worin  q>{t)  in  (=0  unstetig  und  wiederum  m-fach  verzweigt  ist, 
und  da  vorlier  gefunden  worden,  daas  das  letzte  Integral  von  g-rv 
abgesehen  der  Eutwicklungscoefficient  von        in  der  Function 


der  Entwicklungacoefiicient  von  s  in  der  Function 

oder  der  Entwicklungscoefficient  von  —  in  der  Function  f{ß)  sein, 
wie  auch  aus  der  oben  aufgestellten  Reihenentwicklung,  »on  f(z)  in 
der  Nähe  des  unendlich  entfernten  Punktes  unmittelbar  geschlossen 
werden  kann;  es  wird  somit  ctas  Vcrschivindm  des  Coefßdenten  von 
—  in  der  Entwicklung  von  f(/}  andeuten,  dass  der  unendlich  entfernte 
Ptmki,  wenn  auch  ein  UnsteHgheitspunkt  der  Function,  doch  nicht  aus- 


Es  kann  ferner  bemerkt  werden,  dass,  wenn  die  Ordnung  des 
Unendlichwerdens  eine  endhche,  der  «j-fache  Verzweigungspunkt  also 
ein  Diseontinuitütspunkt  elfter  Gattung  ist,  der  Entwicklungscoefficient 
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von  (5  —  «)—  1  durch  Differentiatioii  der  gegebenen  Function  gefunden 
werden  kajin.  Denn  sei  die  Function  f(s)  in  ^  =  «  von  der  —  Ord- 
nung unendlicli,  so  wird,  wenn 

gesetat  wird,  l''{s)  noch  in  s  =  p.  m-fach  verzweigt,  aber  endlich  sein, 
lind  sich  daher  nach  dem  Fräheren  die  lleibenentwicklung  ergeben 

(«  -  ärm-F{s)  _  a,  +  a,  (s  -  «)■•  +  o,  (s  -  «)-  H , 

in  welcher,  wie  oben  gezeigt  worden,  die  Coefficienten  a„,  üy,  ■  ■  ■ 
durch  Differentiation  aus  F{s)  gewonnen  werden  können;  da  nun  der 
Coefficieut  von 


in  der  Entwicklung  von  f{ß)  sich  unmittelbar  aus  der  obigen  Reihe 
als  die  Grösse 


ez'giebt,  so  ist  die  obige  Behauptung  gerechtfertigt. 

Nachdem  nun  festgestellt  worden,  wann  der  ünstetigkeitspunkt, 
der  zugleich  m-facher  Verzweigungspnnkt  sein  sollte,  auszuschliessen 
ist  und  wann  nicht,  erübrigt  noch  die  Untersuchung  der  Integrale 

für  den  Fall,  dass  «  ein  Ünstetigkeitspunkt  und  zugleich  s/s-facher 
Verzweigungspunkt  von  /"(s)  ist,  und  a  —  was  immer  angenommen 
werden  darf  —  in  der  Umgebung  von  «  liegt. 

Da  die  Function  /"(«),  wenn  dieselbe  in  s  =  a  von  der  —  Ord- 
nung unendlich  ist,  sich  in  der  Umgebung  von  k  in  die  Form 

/•(i.)  -  a,  +  «,(«-  ■.)■•  +  o,  {-'  -  «)■•  +  ■  -  ■ 

setzen  lässt,  so  wird,  wenn  die  nach  positiven  Potenzen  von  («  —  d) '" 
fortschreitende  erste  Horizontalreilie  mit  ^(0)  bezeichnet  wird,  wobei 
i)  {0)  eine  in  a  m-deutige,  aber  in  dem  betrachteten  Bereiche  stets  end- 
liche Function  vorstellt,  die  Integration  zwischen  n  und  a  das  Re- 
sultat ergeben: 
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//■(<■)'''-/« 


- «  + ' 


(2  ~«) 


+  ■■+:^iTi-I '■ 


.,/; 


+  *-/,-??-.+- 


worin,  wenn  n  <  m,  die  Glieder  clor  dritlen  untl  vierten  Horizontal- 
reihe  nicht  mehr  vorkommen. 
Da  aber 


sowohl  als  auch  die  Ausdrücke 


t -.,--],...  t 


endlich  sind,  so  wird  es  sich,  um  zu  beurtheilen,  ob  das  vorgelegte 
Integral  endlich  oder  unendlich  ist,  nur  darum  handeln,  die  Glieder 
der  beiden  letzten  Horizontalreihen  zu  prüfen,  und  man  sieht  un- 
mittelbar, wenn  man  berücksichtigt,  dass  das  Integral 


J7^. 


aus  den  in  der  letzten  Vorlesung  entwickelten  Gründen  unendlich 
gross  ist,  und  die  folgenden  Ausdrücke  sämmtlich  algebraisch  unend- 
lich werden,  dass  als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dass  das  vorgelegte  Integral  einen  endlichen  Wertji  habe,  sich  die 
SS  die  Coefflcienten 


-6™- 


sind.     In  diesem  Falle   würde   aber  die   i 
die  Form  annehmen 


.„  =  () 

(ige  Entwicklung  von  f{0) 
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f(ß)  =  ./.(^)  +  — ^-,-  +       ■  ^-'--,-  +  .  .  .  +  -^^^^, 

und   sich  daher   als  notliwendige   Bedingung  für  das  Eiidlichbleibon 
des  Integrales 

[(»-»)fM]-o 

ergeben. 

Dasa  aber  diese  zuletzt  gefundene  Bedingung  auch  die  biu- 
reiebende  dafür  ist,  dass  das  Integral  endlich  bleibt,  lehrt  der  Anblick 
der  obigen  Reibenentwjcklung  von  f(/),  indem,  wenn  dieselbe  mit 
z  —  ft  multipbcirt  und  z  =  a  gesetzt  wird,  der  Gränzwerth  dieses 
Ausdruckes  nur  dann  weder  endlich  noch  unendlich  werden  l^ann,  wenn 

&^  =  ö„,  +  i  =  .  .  .  =  5„  =  0 
ist,  und  wir  finden  somit,  dass 

die  notkwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafii/r,  dass  für  eine 

in  einem  m-facken  Versweigungspimlite  cc  uTtendlich  gross  werdende 

Function  f(z)  das  Iniegrcd 

j'f{z)dz, 

in    welehent    a   in-  der   Umgelnmg   von    et    liegt,    einen   endlichen 
Werfh  hat, 

ist, 
also  in  der  i'orin  dieselbe  wie  die  für  eindeutige  Functionen  gefundene. 

Die  für  f(s)  aufgestellte  Reihenentwicklung  sowie  das  über  diese 
Entwicklung  genommene  Integral  lässt  ferner  unmittelbar  erkennen, 
dass,  wenn 

endlich  ist,  nur  die  Coeflicieiiten 

S.,  +  i  =  i»  +  i— ■  •  ■  —  li.  —  n 
siad,  während  ??,„  einen  endliclien  Wertli  liat  und  urngekelirt,  so  dass 
1  Falle 


imendUeh  wird  wie  das  Integral 

also  nach   der  in  der  letzten   Vorlesung  eingeführten  Ausdrucksweiso 
logrmthmisch  unendlich. 
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unendlich  i/ross,  so  werden  nicht  alle  Coefficienteii 

verschwinden  können,  und  somit  jedenfalls  algebraische  UnmdlicJikeiten 
in  dem  Integral  eitthalten  sein,  wobei  das  lo(/ariikmisch  Unenälich- 
iperden  nicht  amgescMossen  ist. 

Dass,  wenn  die  Faucfcion  von  einer  unendlich  hohen  Ordnnng 
unendlich  ist,  das  Integral  jedenfalls  eiuea  unendlich  grossen  Werth 
annimmt,  folgt  einfach  daraus,  dass  nach  Integration  der  Keilie  für 
f{g)  im  Resultate  jedenfalls  algebraische  Unendlichkeiten  von  unend- 
lich hoher  Ordnung  vorkommen  müssen. 

Zur  Vervollständigung  dieser  Untersuchungen  sind  nur  noch  In- 
tegrale zu  betrachten,  die  ia  die  Uneiidlichlieit  führen,  wenn  ange- 
nommen wird,  dass  der  unendlich  entfernte  Punkt  ein  »w-facher  Ver- 
zweigungapunkt  der  Function  ist.     Setzt  man  aber  in  diesem  Falle 

2 -|,ft«)- ?>('). 

so  geht  das  hitegfitl 


>),h 


punkt  besitzt;  da  aber  dieses  letzte  Integral  endlich,  logarithmisch  un- 
endlich oder  algebraisch -logarithmisch  unendlich  wird,  je  nachdem 
rt<plt)-\ 


.  [ti"! 


verschwindet,  oder  endlich  oder  unendlich  gross  ist,  so  folgt,  dass 
das  Integral 


ff. 


ds 


endlich  oder  logarithmisch  unendlich  oder  algebraisdi-logarühmisch 
unendlich  ist,  je  nachdem 

verschwindet,  endlich  oder  unendlich  gross  ist. 

Wir    wollen  diese  Vorlesung  mit  einer  Untersuchung   über  die 
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Beziehung  der  Eindeutigkeit  und  Vieldeutigkeit  der  Function  und  ihrer 
Ableitung  beschliessen,  deren  Resultate  wir  später  bei  der  Behand- 
lung der  einzelnen  Punctionsklassen  gebrauchen  werden,  und  dürfen 
une  auf  den  Fall  beschränken,  dassdie  Ableitung  einer  Grösse  w  als 
Function  von  lo,  nicht  als  Function  von  z  gegeben  ist,  indem  die 
Behandlung  der  Gleichung 

desshalb  keiner  weitem  Schwierigkeit  unterliegt,  weil  man  fis)  in 
der  Umgebung  des  zu  untersuchenden  Punktes  nach  den  obigen  Sätzen 
in  Reihen  von  ganz  bestimmter  Form  entwickeln  und  somit  durch 
Integration  für  w  selbst  eine  bestimmte  Entwicklungsform  finden, 
also  seine  Eindeutigkeit  und  Vieldeutigkeit  für  den  betrachteten  s- Punkt 
unmittelbar  feststellen  kann. 

Sei  also  die  zwischen  w  und  ^  bestehende  Beziehung 

(!) 4y-«»)' 

in  der  wir  aus  der  Eindeutigkeit  und  Vieldeutigkeit  von  f(w),  als  Func- 
tion von  w  aufgefasst,  auf  die  Eindeutigkeit  und  Vieldeutigkeit*)  von  tv 
als  Function  von  s  sehliessen  wollen,  so  wird  für  einen  bestimmten  aber 
beliebigen  endlichen  Werth  £„  der  Variabein  s  die  Function  w  endlich 
oder  unendlich  gross  seih  können,  und  indem  wir  die  Untersuchung  mit 
dem  Falle  beginnen,  in  welchem  dem  Werthe  s,^  ein  endlicher  Werth 
4f„  entspricht,  suchen  wir  die  nothwendige  Bedingung,  der  f{w),  als 
Function  von  w  aufgefasst,  genügen  muss,  damit  m  eine  für  ^g  ein- 
deutige Function  wird.  Soll  dies  aber  der  Fall  sein,  so  muss  w  nach 
steigendeu  positiven  Potenzen  von  b  —  «„  entwickelbar  sein,  so  dass, 
wenn  angenommen  wird,  dass  die  erste  nicht  verschwindende  Potenz 
die  n'^  ist, 

oder 

wird,  und  es  folgt,  wenn  zur  —  Poten«  erhoben  und  die  Klammer, 
indem  wir  in  ihrer  Umgebung  von  s^  bleiben,  nach  positiven  steigen- 
den Potenzen  von  s  —  z^  entwickelt  wird, 

(-^)"  -  (2  -  S.)  {l  +  ii  {?  ~  2.)  +  Ih  (2  -  ».)■'  +■■•}, 

*)  wobei  wir  im  Folgenden,  wenn  wir  tv  in  2q  eindeutig  aennen,  nicht  bloss 
voranssetzen,  dass  eine  einmalige  Umkreisnng  des  Punktes  z^  keine  Veräjiderung 
der  Function  w  hervoiruffc,  sondern  dass  auch  g^  ftr  '"  nicht  etwa  ein  Discoti- 
tinuitätspirnkt  zweiter  Gattang  ist. 
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SO  dass   nacli  dem  olien  bewiesenen  Hülfssatze  s  —  s^  in  eine  Reihe 

nach  positiven  ganzen  steigenden  Potenzen  von  [w  —  Wo)"  enfcwickel- 
bar  ist,  deren  erstes  Glied,  wie  aus  der  vorstehenden  Entwicklung 
unmittelbar  ersichtlich  ist,  der  Ausdruck 


e^-)" 


ist  und  tue  daher  die  Gestalt  hat 

(III) « ~- 2,  =  ("■i_-)"  +  «i ("■  - <r  +  ■■■ 

Differentiirt  man  ferner  die  Gleichung  (LI),  so  folgt 

^  ~  no.  (.  -  .!.)-■  +  (»  +  1)  «.+ ,  («  -  J,)-  +  •  ■  ■ , 
woraus   sich   durch  Einsetzen   von   (III)   ergiebt,   daas  sieh     -    nach 
steigenden  Potenzen  von  (w  —  wj"  in  der  Form 

-||'  =  )ia„«  {lo  —  iv^)  "    +  f?!  {IC  —  10^-^  +  f/,  (w  —  w^  "     4 

darstellen  lässt,  und  dass  somit  die  nothivendige  Bcdinguny  dafür,  dass 
w  m  dem  Funkte  g„^  für  d&n  Wf,  ein  n-fa^ier  Verzweigwigs^mM  von 
f{w)  ist,  eine  eindeutige  Function  von  g  tmrd,  die  ist,  dass  die  Eni- 
witMimg  von  f{w)  in  der  Umgebung  des  FunMes  w^  nach  steigenden 

Potemen  von  (w  —  w,,)"  mit  dem  Qliede 

anfange;  sugleich  ersieht  man,  dass,  wenn  »  >  1 ,  rfze  Function  f{w)' 
für  w  ^w^  versehwinäen,  tmd  wenn  n=  1  d.  h.  wenn  f{w}  in  tv  =  «üp 
eindmiUg  ist,  f{w^  wegen  der  FndlicJikeit  von  a«  von  Null  verschieden 
sein  muss. 

Aber  es  lässt  sich  auch  umgekehrt  zeigen,   dass,   wenn   in  der 
Differentialgleichung 

3? -«•")' 
in  welcher  s  =  s„,   w  =  tv„  entsprechende  endliche  Wertbe  sein  sol- 
len,   die   Function  f{w)  für   w  =  zc,^  n-deui\g  und  nach  steigeniüen 
Potenzen  von 

(w  —  w^) " 
entwickelt  das  Anfangsglied 

(iV  ■     Wg)       " 
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besitzt,  w  in  der  Uuigebung  des  entsprechenden,  im  Endliclien  Hegen- 
den Punktes  ^d   eine  eindeutige  Function  von  B  ist.     Denn  da  unter 


)  folgt,  wenn 


gesetzt  wird, 


worin  (\  von  Null  verschieden  ist. 

Dass  aber  einer  Gleichung  von  iler  l'orni 

worin  dem  Werthe  s  =  ^o  der  Werth  iv  =  0  entspricht,  und  in  wel- 
cher F(tv)  im  Punkte  «c' =  0  eindeutig,  endlieh  und  von  Null  ver- 
schieden ist,  ein  im  Punkte  s,,  eindeutiges  Integral  w'  als  Function 
von  z  entspricht,  geht  aus  der  reciproken  Gleichung  der  obigen 

ds    _     ^_ 
'hv'  ~  F[w') 
unmittelbar  hervor;  denn  da 

F(w) 
ebenfalls   für   fv  =  0  eindeutig,    endHch    und   von  Null   verschieden 
ist,   so  wird  sich   diese  Function  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes 
nach  ganzen  positiven  steigenden  Potenzen  von  w'  entwickeln  lassen 
und  daher 

^    ^a^  +  a.w  -\-a,w^ -{-■■■ 


ergeben,    worin    n:,,    von  Null   verschieden   ist.     Hieraus   folgt    aber 
wiederum  nach  dem  schon  mehrfach  benutzten  HiÜfssatze,  dass 

«.■  =  i(^-«,)  +  ft(«-«.)'  +  ..., 

also  w'  eine  eindeutige  Function  von  ^  —  B(,  ist,  und  dass  daher,  weil 

tV  =  IV '^  -{-  lüg 

gesetzt   worden,   die  Entwicklung  von   w  nach  Potenzen  von  s  —  s„ 
in  der  Form 

w^w„^  ^^  {3  -  s„)"  +  j-i  (s  —  So)  "  +  1  +  .  .  . 
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darstollbatj  somit  w  eine  in  2  -■=  s^  eindeutige  Function  von  s  ist. 
Die  oben  gefundene  Sedingung  ist  somit  die  nothwendige  und  hin- 
reichende, und  man  sieht  hieraus  zugleich,  dass,  wenn  f(w)  in  tv  =  ly,, 
eindentig,  endlich  und  von  Null  Yersebiedeji  ist,  jedenfalls  iv  in  is^ 
eindeutig  sein  muss. 

Entspricht  jedoch  ein  endlicher  Wertk  «!„  der  Function  tv  dem 
Werthe  s  =  00,  so  wird  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dasa  tu  in  der  Umgebung  von  5  =  00  ein«  eindeutige  Function 
von  3,  mit  der,  dass  w  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  eine  eben- 
solche Function  der  Variabein  g^  ist,  welche  mit  :  durch  die  Gleichung 


verbunden  ist,  zusammenfallen;  indem  diese  Bedingung  aber  nach 
den  Gleichungen  (IT)  und  (lü),  wenn 

und 

gesetzt  wird,  durch  die  Entwicklungsform 

)^  =  na,"  (w  —  2y„)   "     +  d,  (w  —  w,,)"  +  ■  ■  ■ 

dargestellt  war,  so  wird  die  gesuchte  Bedingung  in  den  gegebenen 
Variabein,  da 

dw dw  dl,  div  ^  2 

dz   ~'  d.f!|   du  di'i  ""' 

ist,  durch 

d~l  ^  ~  "'^"   ^^''  ~  ^'^i'      +  '^i  C'"  —  ■'"»)      +  ■  ■  ■ 

ausgedrückt  sein,  also  f{zv)  nach  steigenden  Potenzen  von  w  —  w,,  eizt- 
toieJcelt  mit  der  ■  Potenz  beginnen  müssen;  ist  somit  f{to')  in  die- 
sem dem  unendlich  entfernten  s-Punkte  entapre  eben  den  endlichen 
Punkte  w„  eindeutig,  so  muss  die  Entwicklung  von  f{tv)  mit  {tv  —  w^)'' 

Gehen  wir  nun  zur  Betrachtung  des  Falles  über,  dasa  dem  end- 
Uehen  Werthe  ^n  >  'i  dessen  Umgehung  das  Integral  jener  Differential- 
gleichung untersucht  wird,  ein  unendlich  grosser  Werth  von  tv  ent- 
spricht, so  wird  sich,  wenn 


gesetzt  wird,  die  zwischen  v  und  i  bestehende  Gleichung  in  der  Form 
ergeben 
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in  welcher  dem  WÄtlie  s  =  s^  der  Faiictionalwertli  ?;  —  0  entspricht. 
Da  nun  abpr  diese  Gleichung  wieder  die  Form  der  früheren  besitzt 
und  auch  die  Yorher  aufgestellte  Bedingung  erfüllt,  dass  endliche 
Wertlie  der  Variabein  sieh  entsprechen,  wird  die  nothwendige  und 
hinreiohende  Bedingung  dafür,  dass  v  in  der  Umgebung  von  s„  ein- 
deutig ist,  die  sein,  dass  die  Entwicklung  von  v'^f\--)  nach  steigenden 

Potenzen  von  v  mit  v  "  oder  die  von  /'(--)  ™i*  ^  "  beginnt ;  da 
aber  v  mit  w  gleichzeitig  eine  eindeutige  Function  von  s  in  der  Um- 
gebung von  Sn  ^^^'^  muss,  so  wird  äie  nothwmdige  und  hinreichende 
Bedingung,  auf  die  lo-Variable  übertragen,  lauten,  es  muss  die  Ent- 

ioicUung  von  f(w)  nach  fallenden  Potenzen  von  w  mit  to  "  anfangen, 
so  dass,  wenn  der  unendlich  entfernte  Punkt  für  die  Function  f{w) 
ein  eindeutiger  Punkt  ist,  die  Entwicklung  von  fiw),  wenn  dem  end- 
lichen Werthe  z  ■=^  s^  ein  unendlich  grosser  Werth  von  w  entspricht, 
mit  iv''  beginnen ,  f{w)  somit  für  w?  =  oo  von  der  zweiten  Ordnung 
unendlich  sein  muss. 

Soll  endlich  wj  ^  oo  dem  unendlich  entfemtm  e-Funkte  entsprechen, 
so   wird,   da  nach   dem  oben  gefundenen  Resultate  die  Entwicklung 

von  v'^  fC-j  nach  steigenden  Potenzen  von  ^  mit  u   "     beginnen  muss, 

diejenige  von  fi  —  fmitv    "     ,  also  die  von  f  (w)  nach  fallenden  Potenisen 

von  w  mit  w  "  anfangen  müssen;  ist  /'(w)  für  w  =  oo,  welcher 
Werth  ^=00  entspricht^  eindeutig,  so  muss  die  Entwicklung  mit  iw" 

Igen  d.  b,  /(w)  für  «;  =  oo  endlich  und  von  Null  verschieden  sein. 

Es  lässt  sich  aber  auch  leicht  durch  die  Form  der  Eutwicklung 
von  f(w)  entscheiden,  ob  einem  endlichen  oder  unendlichen  Werthe 
von  s  ein  endlicher  oder  unendlich  grosser  Werth  des  w  entsprechen 
kann,  wenn  beide  Variable  durch  die  Differentialgleichung 

mit  einander  verbunden  sind,  und  angenommen  wird,  dass  die  be- 
trachteten «o-Punkte  für  f[w)  weder  unendliche  Vieldeutigkcitspunkte 
iioch  Discontinuitätspunkte  zweiter  Gattung  sind.  Denn  habe  die 
Entwicklung  von  f(w)  in  der  Umgebung  des  endliehen  Werthes  w^, 
die  Form 

k                                1  +  1 
f{w)^a^{w~w,Y  +a,+  ,{w^w^)  «     -\ , 

worin  /e  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeuten  soll,  so  wird 
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>-».)-{ 


1  +  c,  (10  -  w„y  +  ■ 


ß 


f[w) 
oder 


'  t\w) 


lg  {w  —  w^)  -\-  c/|  {w  -  -  -jy,,)"  +  ■  ■  ■,  wejiii  1:  =  n, 
sein,  somit  der  Werfch  dieses  Integrals  endlich,  wenn  der  Bruch  — 
kleiner  als  die  positive  Einheit,  imd  unendlich  gross  ist,  wenn  der- 
selbe die  Einheit  öbertrifft  oder  derselben  gleich  ist;  wir  sehen  ferner 
hieraus,  dass  in  dem  einen  Falle  dem  endlichen  Werthe  iv^  ein  end- 
licher, in  dem  andern  ein  unendlich  grosser  Werth  der  Yariaheln  0 
entspricht.  Genau  ebenso  ist  einzusehen,  dass,  wenn  f'(w)  in  der 
Umgebung  des  unendlich  entfernten  Punttea  nach  fallenden  Potenzen 
von  w  entwiclcelt,  die  Form  hat 

f(w)  =  atw''  -j-  a^  +  iW    "     -I , 

worin  h  wieder  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet,  also 


fW  " 


ist,  durch  Multiplication  mit  dw  und  Integration  folgt 


—  ~+  1 

oder 

/  T^i^j  =- o~ '  log  IV  -\-  dfW    "  -\- ,  wenn  h  ^  n, 

und  dasM  daher,  wenn  —  grösser  als  die  positive  Einheit  ist,  das  In- 
tegral endlich  wird,  und  dass  es  einen  unendlich  grossen  Werth  an- 
nimmt, wenn  —  kleiner  als  die  positive  Einheit  oder  derselben  gleich 
ist,  so  dass  dem  ersten  Falle  ein  endlicher,  dem  zweiten  ein  unend- 
lich grosser  Werth  des  s  entspricht. 

Fassen  wir  die  eben  gefundenen  Resultate  zusammen,  so  ergiebt 
sich  folgender  Sata; 

Soll  imtersucht  tverden,  ob  die  durch  die  Differentialgleichung 

S -««■)•) 

*)  wobei  vorausgeeetzt  wird,  dass  f{v>]  für  keinen  Punkt  der  jo-Ebene  nn- 
endlicli  vieldeutig  wird  oder  einen  Discontinuitiltspunltt  aweiter  Gattung  hat. 
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ciejmirte  FunUioit  von.  s  {ut  alle  Wnlhe  diesm-  Variahein  (oder  für 
welche  We^  the  derseiben  diese  eine  eindeutige  Function  ist),  so  wird  die 
Bedingung  au  erfüllen  sein,  dass  f{w)  für  einen  beliebigen  endlichen 
Werth  w^  nach  steigenden  gansen  posdiie^i  Potenzen  von  tv  —  Wf,  ent- 
wieleU,  uenn  da  Exponent  des  Anfangsgliedes  Meiner  als  die  posiUve 

Lmheit  tbt,  mit  einem  Anfangsghede  lon  der  Form  (w  —  w^)  "  be- 
ginne, und,  wenn  du  seihe  q}Ob^m  ah  die  Einheit  ist,  mit  einem  Gliede  von 

de>  Form  yw  —  w,,)  "  lanet  mut,b  f{w)  nach  fallenden  Potennen 
?'Oit  it  entwiclelt,  wenn  de)  Exponent  des  Anfangsgliedes  grosse^'' cds  die 

positive  Emhi.it  ist,  mit  w  "  ,  itnd  menn  Ueinm;  mitw  "  anfangen; 
in  beiden  Fallen  datf  abet  dn  Uxponent  nicht  diepositive  Einheit  sein. 
Mag  nun  endlich  noch  diu  über  die  Beziehung  der  Eindeutigkeit 
und  Vieldeutigkeit  zwischen  dPi  Function  und  ihrer  Ableitung  ange- 
stellte Untersuchung  dahin  veiallgeineii  ert  werden,  dass  wir  eiue 
Diifereutiil^leichung  von  dei  Poim 


(1)  ■ 


w-f<-'"' 


zu  Grundo  legen,  in  welcher  wir  aus  der  für  ein  zusammengehöriges 
Werthsystem  w  =  Wi,,z  =  z„  festgestellten  Eigenschaft  der  Eindeu- 
tigkeit von  f{w,  n)  auf  die  Eindeutigkeit  von  w  als  i\inction  von  0 
in  demjenigen  Punkte  z^  schliessen  wollen,  welcher  dem  i'unctional- 
werthe  tv^  entspricht. 

Bevor  wir  jedoch  auf  die  Durchführung  dieser  Untersuchung  näher 
eingehen,  wollen  wir  die  Herleitung  einiger  Ungleichheiten  voraus- 
schicken, die  häufig  bei  derartigen  Fragen  zur  Anwendung  kommen. 

Sei  il>  {w)  eine  in  io  =  Wf,  eindeutige  und  endliche  Function 
wird  nach  früheren  Auseinandersetzungen  diese  Function,  wenn  r  den 
Radius  eines  im  Convergenzbereiche  um  w^,  beschriebenen  Kreises  h< 
deutet,  durch  die  Taylor'sche  Reihe  in  der  Form 


odre  durch 


+  '^"V(«',)  + 


i'"(^n)  +  ■ 


*W  („„)  =  ' 


f:/- 


gesetzt  wird,  wo 


t  —  «)„  =  »■  (cos  9)  -f-  i  sin  (p) 
■  den  oben  bezeichneten  Radius  bedeutet, 
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)/j'">(w„)  =  —'■ — '-—-  f  i>(t)  (cos  n^  —  i  sin  ntp]  drp 

folgt. 

Setzt  man  nunmehr 

*("■'  =  ^'^- 

so  geht  unter  der  Annahme,  dass  f{w,  s)  in  der  Umgebung  w  ^=  w^ 
und  3  ^  Sy,  als  Function  zweier  von  einander  unabhängigen  Variabein 
aufgefasst,  eindeutig  und  stetig  ist,  und  r  und  r  Radien  von  Kreisen 
vorstellen,  die  um  iVq  und  %  gelegt  sind  und  in  die  resp.  Convergenz- 
bereiche  hioehifalJen,  Hie  letzte  Gleichung  in 

/3"  +  '''Aw,  2)\         1.2,,.n  /■9'''A',  «),  .    .  ,, 

(  —  .'.\. '    '.\  :=  _ 1  —  (cos  ncp  —  i  sin  nw)  aw 

\    d^v"d^     ) _       ar"^    J      as"'      ^         ^  '^'    "*- 

über,  und  wenn  man  berücksichtigt,  dass  ebenfalls  nach  der  vorher 
entwickelten  Relation 

(^^)  ^  '^''i^^'ß^^'  *"^  *'^'''  '''^'  ~  '  '"'  "'^'^  '''^' 
ist,  so  folgt  dadurch,  dass  man  in  der  obigen  Gleichung  s  =  s^  setzt, 

2jt  2n 

(- — — ^;-^)  =  .^'  '""' „'-—T^  /   f  f(t,t') [cos (n^-^-n'q)")  —  isin(«q)-|-wV)]'^9"^V'- 

Bezeichnet  man  nun  mit  M  den  grössten  Modul  aller  der  Werthe, 
welche  f{t,  t')  für  alle  Combinationen  der  beiden  aus  den  resp.  Con- 
vergenzb ereichen  genommenen  Variabein  annehmen  kann,  so  wird 
gich,  da  der  Modul  des  Integrals  kleiner  als  das  Integral  der  Moduln 
und  der  Modul  von 

cos  {n^  -\-  n'ip')  -~  i  sin  {n(f  -\-  n'q>') 
die  Einheit  ist,  die  Ungleichheit  ergeben 

(In 

an  sjr 

f  f'd<pd<f'={2ty 
iKt.     Jliliict  iiiaii  alier  die  Function 

SO  folgt,  wie  lua.ii  sich  durch  Entwicklung  der  Ausdrücke 
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— -  und — — 

aacli  positiven  ganzen  steigenden  Potenzen  von 

welche  für 

mod  (s  —  £„)  <  )■'  imd  mod  {«  —  -(('„)  <  r 
erlaubt  istj  und  durch  Multiplication  beider  Reihen  uuinittelbar  über- 
zeugt, da  SS 

ist,   woraus  sicli  durch  Vergleichung  mit  der  vorher  gefundenen  Un- 
gleichheit 

ergiebt,  welche  Beziehung  die  Grundlage    der  folgenden  Betrachtung 
bilden  wird. 

Leitet  man. nun  aus  der  vorgelegten  Differentialgleichung  durch  suc- 
cessive  Differentiation  nach  s  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen  hei' 


(2) 


Sf  =«»,«) 


80  ergeben  sicli,   wenn  wir  zur  Bezeichnung  des  Anfangswerthea  das 
Zeichen  (     )  wählen,   mit  Hülfe  der  oben  gefnndenen  Ungleichheiten 

die  nachfolgenden  Beziehungen: 

mod  l!~)  —  mod  l\w,i)  £M<,  y(p,«) 


(3).. 


mod  (gl)  <  mod  (-yiJil)  +  mod  (?*;«)  mod  (^f) 


an    nunmehr    eine    Function    v    von    ^    durch    die 
Relation 

/,,  dv  M  ,      -, 
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mit  der  Bedingung,  dass  z  =^  Zfj,v  ^=^  w^  ein  entsprecliendes  Werthe- 
paar  bilden  sollen,  so  wird  sich  aus  dieser  Gleichung  durch  succesive 
Differentiation 


m- 


ergeben,   und  durch  Vergleichung  tler  Systeme   (J!)  und  (5)   die  iiacii- 
f olgenden  Ungieichheiteu 


■»''^(IS)<aÄ 
■™MS)<(S) 


Wir  können  aber  die  durch  die  Gleichung  (4)  deflnirto  Function 
V  von  s  unmittelbar  durch  Integration  dieser  Differenzialgleichung 
finden,  indem  sich  dieselbe  in  die  Form  setzen  läast 

av{i~^-^''^)^M  —  ^-_^-^ 

oder  durch  Integration  und  mit  Berücksiehtigungj  dass  s  ^  ^o,  v  =  Wf, 
entsprechende  Werthe  sein  sollen,  in 


M    /' ''•-  —  , 


■1  ausgedrückt  lautet 


'ß- 


und  zu  gleicher  Zeit  unmittelbar  eingesehen  wird,  dass  s  =  s,,  für 
diese  Function  v  ein  eindeutiger  Punkt  ist,  da  in  demselben  weder 
gleiche  Werthe  zusaiumenf allen  noch  eine  Discontinuität  zweiter 
Gattung  statt  hat.  Daraus  folgt  aber,  dass  sich  v  um  den  Punkt  ^g 
herum  nach  der  Taylorschen  Reihe  wird  entwickeln  lassen,  und  somit 
die  Reihe 
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eine  coiivergeute  sein  wird.  Da  aber  eine  complexe  Potenzreibe 
innerhalb  des  Convergenzbereichea  zugleich  mit  der  Reihe  ihrer  Moduln 
eonvergirfc*)  und  die  Moduln  der  Ableitungen  der  «y-Fiinction  für 
s  =  Sg  nach  den  Ungleichheiten  (ti)  kleiner  sind  als  die  entsprechen- 
den Ableitungen  der  v-Funetion,  so  wird  die  Reihe 

(7) ....  w- ». +'-7/"  c:)+'--^.^  (S)+ 

auch  in  einem  Bereiche  um  den  «^-Punkt  herum  convergiren**);  ea 

*)  Uas8  eine  Pot^naieilie  eomei^ent  ist,  wenn  die  Reihe  ihrer  Moduln  con- 
veigiit  ist  Belli Btverstkndheh,  weil  der  Werth  der  letzten  Reihe  bekanntlicli 
giussei  iit    als  Jei   MoJnl  ttei  Potenzreihe      Dasa  aber  auch,  wenn 

«0  +  «1  "  +  «!"'■  + 

lui  irgend  ein  i(  inneihall  de&  Con\  erge  nahe  reiches  c 
der  Moduln  dieeer  complexen  Glieder  couvergiren  mi 
emge<-ehen  werden   daBs  die  Glieder 

"u   «i«i  "1;"^  ■  ■  ■  ■ 
s  unmtlicU  endlii-h  s,cia    ilso  die  Grösaen 

(tn)  modiSu    niodai  modi*   moäai  mod«',  -  ■  ■  ■ 

Eämmtlich  unter  einer  bestimpiten  endlichen  Grenze  liegen  müssen.     Ist  nun 

indem  die  Diflereoi  die'*er  leiden  Moduln  beliebig  klein  sein  kann,  ao  iat  be- 
LanntliLl 

mod  u,       /modWiV 

^  +  modu  ■'■Vmod«/  "^ 

tonvergeiit  und  s  wird  daher  auch  die  dirch  Multiplication  mit  den  endücheu 
Grossen  (m)  aus  der  letztau  entstandene  Reihe 

niodOo  +  mod  (,  niodMi  -|-  mod«j  mod  ii-,  -\-  ■  •  ■  ■ 
cönveigiien     Da  nun  m  jeden  Puakt  des  Convergenzbereiehes  darstellen,  also 
mod«!  jeden  innerhalb  dieses  Bereichen  auf  der  positiven  reellen  Axe  gelegenen 
Punkt  bedeuten  kann,  so  ist  die  obige  Behauptung  gerechtfertigt. 

**!  TOiausgesetzt,  dass  diese  Reihe  überhaupt  eiiatirt,  oder  dass  nicht 

(a=(S=(|y)=--=» 

d  h  die  FuD(fion  V  coiistant  gleich  u.^  ist.  Es  ist  jedoch  leicht  zu  sehen,  in 
welchem  Falle  dies  in  der  That  eintreten  wird;  denn  es  geht  aus  (2)  unmittel- 
1  ii  hervor,  dass  untm  der  Vorauasetzung  daes  f(ß>,^)  um  mjo  und  2«  herom  end- 
lich und  eindeutig  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das 
Beatehen  det  Gieichnngeu  {a)  duich  die  Beziehungen 

w     A-  rC^hf^V^'^l^ '° 

ausgedrückt  ist.  welche  andererseits  wieder  durch  Eigenschaften  der  Entwicke- 
lung  von  f(,w,is)  nach  steigenden  Potenzen  von  w  —  w„  und  z  —  2^  ersetzt  werden 
können.    Suhstituirt  man  nämlich  in  f{K,z)  die  folgenden  Werthe 
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wird  somit  W  eine  in  s„  eindeutige  Function  von  g  sein,  und  wenn 
wir  nachweisen  können,  dass  diese  Function  der  Differentialglei- 
chung (1) 

genügt,  so  wird  der  oben  ausgesprochene  Satz  bewiesen  sein.  Dass 
dies  aber  der  Fall  ist,  können  wir  durch  unmittelbares  Einsetzen  des 
gefundenen  Werthes  von   W  verificiren.     Es  ist  nämlich 

nw,.)-nw,.)+'-^,'-  («?ja)  +  t-Jü  (plY^)  + 

und  wie  leicht  zu  sehen 

di      )        \    dW    )\d£)^\      dz     )        \    dw    )\di)~^\     Ax     )        {diO 


und  fasBt  die  so  erlialtene  Function  als  eine  um  t  =  0  endliche  und  eindeutige 
Function  von  (  auf,  was  nach  den  oben  in  Bettetf  der  Function  f{iv,ii)  getrof- 
fenen Bestimmungen  innerhalt)  der  durch  die  Ungleichheiten 

modfg^l,  raod?(  <  c,  )nodt<|r' 
fustgeaetzten  Gcknzen  möglich  ist,   so   wird  nach  der  Macl au riii sehen  Reiheneut- 
wickeluiig,  wenn 

f  Ufa  +  th,^a  +  tfc)  =  F{t) 
gesetzt  winl, 

F(tl  =  Fiti)  +  y  F'iO)  +  |j  F"{Q)  + , 


uni3  da,  ^vie  leicht  ku  sehen 

ist,  wenn  wir  die  bekannte  symljöliache  BezeiLlinung  mit  Hülfe  der  Verwand- 
lung der  Potenz  m  den  entap rechenden  DifierentiJquotienten  anwenden,  so  er- 
gieht  sidi,  wenn  ( ^  1  gesetzt  wird,  die  nachfolgende  Entwiclcelong  von  f\ie,z) 
nach  steigenden  positiven  ganzen  Poteoien  von  n  —  v ,  und  ;;;  _  z„ 

+ 

i  '  l(„    .„  -/*"''("■"^-t^.,,    .,,1— ir.   •  1  (•""'■'"'•'h A      ir.    ,i./'""fl«'''lM 


welche  die  Tajlorsche  Beihenentwickelung  einer  Function  voi 
genannt  wird.    Legen  wir  nun  diese  Entwitkelung  zu  Grunde,   e 
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und  daher 

tOTA  -  (i,7)  +  -I,---  {jf)  +  St "  (iir)  + , 

während  sich  aus  (7}  selbst  durch  Differentiation  unmittelbar  ergiebt 

rfs    ~  U  J  "■■  """  Ü       U^V  "1"         2!  U>V  -T  ■  ■   ■   ■ 

uud  B(jjnit   ly  der  DifTerentialgleichung  genügt 

Wir  erhalten  somit  den  Satz,  dass, 
icenn  m  Ü-er  Differentialgleichung 

in  welchey  dem  Weiiho  0  =  e„  der  Waih  u  =  »t,,  entspte^ihen  soll, 
f(w,B)  als  Fvmdion  der  beiden  Ywnahdn  w  und  s  wnd  fwai  tüs  von 
dnander  imabhänifig  mifgefasst,  in  dei-  Umgebung  oon  iv^  und  %  em- 
deuHg  und  stetig  ist,  auch  die  InteffralfimcftOTi  u,  lon  s  abhängig  he- 
trachtet,  in  der  U^ngebttng  vaii  s^  eindeutig  set/n.  timd,  vot ausgesetst, 
dass  in  der  3ivkvickelung  von  f(w,  2)  nach  steigenden  positwen  gangen 
Potewsen  von  iv  —  w^  imd  e  —  s^  von  iv  —  ?(„  fuv'  Gludei  enthalten 
sitid, 

und  man  sieht  zugleich  ein,  dass,  weil  nach  (7)  die  Entwickelung 
von  tv  —  Wf^  mit  (s  —  ^0)*'''^  beginnt,  wenn 

(©  =  ©- =  (S)-o 

ist,  und  eben  diese  Bedingungen  nach  den  Gleichungen  (2)  durch 


fl».,«.)-(^^i)-(?l?^)  = -^m^ 


=  0 


ersetzt  werden  können,  die  Entwickdmig  von  w  —  w^  nach  steigenden 
positiven  Potenzen  von  2  —  z^  *"'*  der  h  -\-  1'""  Potenz  von  s  —  s^  be- 
ginnen toird,  wenn  der  erste  für  die  Anfangswerthe  z  =  z^,  iv  =  to„ 
nach  H  genommene  partielle  BifferentialguoUent  der  Function  f(w,z), 
welcher  nicht  verschwindet,  der  ft'"  ist. 

Betrachten  wir  endlich  noch  den  Fall,  dass  die  in  der  Umgebung 
von  w  =  w„  und  z  =  z^  eindeutige  Function  f{w,s)  der  Differentiiil- 


durch  die  öleichungen  (ßi  ausgesprochenen  Bedingungen  ■uxc'a  diduioh  ersetzen 
[tonnen  daas  wir  der  Function  f  'f  )  (iie  Eigenschaft  beilegen  daas  m  ihrer  für 
die  Umgebung  von  u^  und  «„  hestehenden  Tay  lorachen  Reihenentwickel  uig  kein 
lon  w  —  «0  freies  Glied  voikommt,  in  diesem  Falle  wird  es  kein  lu  der  Um- 
gebung von  e„  eindentiges  ujid  endliches  Integral «  geben,  welches  fni  ^=  „  den 
Werth  «'11  amiAhnie, 
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für  dieses  System  der  Anfangswertlie  unendlich  gross  wird*),  so 
ergiebt  die  unmittelbare  Anwendung  des  oben  ausgesprochenen  Satzes, 
dass,  wenn  äer  erste  für  die  Anfangswertlie  n  ^  s^,  w^-iCf,  nach  w 
(fenommme  parUeUe  BifferenUalquoUent  der  Function 

welcher  nicht  versckwinäct,  der  li^'  ist,  dio  Differentialgleichung 
(i£  ^       1 

ein  in  der  Umgebung  von  «ü,,  eindeutiges  Integral  besitzt,  welches 
für  diesen  Anfangswerth  den  Werth  s,,  annimmt  und  mit  der  /.:+  1'"' 
Potenz  von  iv  —  iv,,  beginnt;  ist  nun 

^  —  ^„  =  «»+1(^(1  —  «.'„)*+'  +  ak-^i  (w  —  M-o)*+^  + , 

so  folgt  nach  dem  schon  häufig  angewandten  Umkohruiigsprincijie 

so  (lass  sich  in  diesem  Falle  w  als  ciit-c  k  -\-  i-dcullyc  Function  von 
,;■  ergiebt. 

*)  jedocli  so,  dass  der  reciproke  Wevth  dieser  Function,  in   welcher  IticU- 
tiing  man  sTcli  auch  den  Punkten  Sj  und  «*(,  nälieru  mag,  gegea  Null  coavorgirt. 
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Algebraiselie  Functionen. 

Niichdem  im  Vorhergehenden  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften 
hervorgehoben  worden,  welche  allen  Functionen  einer  complexeu 
Variabeln  gemeinsam  zukommen,  und  die  Mittel  angegeben  worden, 
um  für  beliebige  Bereiche  gemeinsame  analytische  Darstellungen  zu 
gewinnen,  wird  es  sieh  nunmehr  darum  handeln,  bestimmte  Klassen 
von  Functionen  in  die  Analysis  einzuführen  und  die  diesen  Klassen 
speciell  zukommenden  Eigenschaften  zu  ermitteln.  Es  giebt  nun 
zwei  wesentlich  von  einander  verschiedene  Principieu,  nach  denen 
man  bei  der  Aufstellung  von  Functionen  verfahren  kann,  indem  man 
einerseits  die  Functionen  durch  gegebene  analytische  Ausdrücke  defi- 
nirt,  andererseits  dieselben  durch  die  zur  Bestimmung  einer  Func- 
tion nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  eharakterisirt, 
welche  die  verschiedenen  Fun ctionsk lassen  von  einander  trennen. 
Will  man  den  ersten  zur  Erzeugung  der  Functionen  angegebenen 
Weg  betreten,  so  wird  man  vor  allen  Dingen  zur  Feststellung  einer 
von  einer  complexen  Grosse  ä  abhängigen  Variabein  w  nur  die  nach 
den  Betrachtungen  der  ersten  Vorlesung  unmittelbar  gegebene  Opera- 
tion der  Addition  oder  auch  der  Multiphcation  auf  die  Variable  s 
und  beliebig  gegebene  Constanten  anwenden  können  iind  so  un- 
mittelbar zu  der  ganzen  Function  von  5 

w  =  ci||  -f-  «,  S  -|-  cSjS^  -|_  .  . .  ~j_  a^z" 
geführt  werden,  in  der  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Um 
nun  zu  weiteren  complicirteren  Functionalauadrücken  zu  gelangen, 
würde  nur  noch  die  Möglichkeit  gegeben  sein,  die  zu  bestimmende 
Function  nicht  wie  vorher  durcli  Addition  und  Multiplication  aus  der 
complexen  Variabeln  2  hervorgehen  zu  lassen,  sondern  dieselbe  mit 
jener  Variabeln  durch  eben  diese  Operationen  derart  zu  verbinden, 
dass  eine  Gleichung  für  die  zu  bestimmende  Function  aufgestellt 
wird,  deren  Coefficienten  ganze  Functionen  von  s  sind;  die  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form 

u  (^)  ;^"  +  A  (^)  M'"  -'  +  ■■■  +  /;  -1  (s)  w  +  n  (^)  =  0 

deiinirte   Function  wird    eine    alyehraische   Function   von  s  genannt. 
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Damit  wäre  aber  die  Klasse  der  in  dieser  Weise  durch  eine  endliche 
Anzahl  arithmetischer  Opeiitionen  coiistruirharen  Funetiouen  er- 
schöpft, denn  wollte  man  jetzt  eme  neue  Function  W  dadurch  defl- 
niren,  dass  man  eine  algebiaische  Gleichung  aufstellt,  deren  Coeffi- 
cienten  jetzt  nicht  mehi  gan>.t  Functionen  von  s,  sondern  beliebige 
alj/ehratbfJie  Functionen  dieser  Vaiiabeln  sind,  welche  Avir  mit 


bezeichnen  w  oUtii,  so  dass  die  Definitionsgleichung  für  W  lauten  würde 
(1)  .     y,C«-.,  .,■,,  ...  »,.)  TT- +.p,  («■„,»,,  ...  ,r.,)W-' 

+  ...  +  T.  (»•.,»„  ■■■«,.)  ~0, 
worin  ipff,  (pj,  ...  ipn  ganze  Functionen  der  algebraischen  Functionen 
'(f„,  ^Cl,  .  .  .  w,u  bedeuten,   so  folgt,   da  die  einzelnen  algebraischen 
Functionen  durch  Gleichungen  von  der  Form  bestimmt  sind 

( c w »'."  +  f'"  w "':"  +■■■  +  /;'.- .  w "•  +  C  w - 0 
[  C  w  "i" + '■""  w  •'-"  "'  +  ■■■  +  /f- ,  '">  "'•• + Ä'  (^)  -  0- 

üasa  durch  Elimination  der  m -{- 1  Grössen  w^,  iv^,  ...  w,„-.i,  «',„ 
aus  den  m  -\-  2  Gleichungen  (1)  und  (2)  sich  für  W  wieder  eine 
Gleichung  der  Form; 

(3)  .    F,(,)W"-\-F,{s)W"-^+ \-F,.^,(s)W+F,.{0)  =  O 

ergiebt,  und  W  daher  wieder  eine  algebraische  Function  von  z  wird. 
Somit  wäre  eine  Erzeugung  neuer  Functionen  mit  Hiilfe  der  allein 
gegebenen  arithmetischen  Operation  der  Addition  unmöglich,  und 
die  Klasse  der  algebraischen  die  einzige  der  in  geschlossenen  analy- 
tischen Ausdrücken  zwischen  der  Function  und  ihrer  Variabein  dar- 
stellbaren Functionen;  nur  die  unendlich  oß  wiederJiolle  Operation 
der  Addition,  also  die  Einfiihrung  der  nach  algebraischen  Functionen 
von  3  fortschreitenden  unendlichen  Reihen  wird  die  Möglichkeit  er- 
öffnen, unendlich  viele  neue  Functionen,  die  durch  gegebene  analy- 
tische Ausdrücke  defliiirt  sind,  herzuleiten  und  Eintheilungsprincipien 
für  dieselben  aufzustellen. 

Der  zweite,  von  dem  eben  hervorgehobenen  wesentlich  verschie- 
dene Gesichtspunkt  für  die  Erzeugung  der  Functionen  beruht  auf 
dem  charakteristischen  Unterschiede  der  Functionen  reeller  und  com- 
plexer  Variabein,  welchen  wir  bereits  in  der  zweiten  Vorlesung  kurz 
angedeutet  haben,  und  auf  den  wir  an  dieser  Stelle  etwas  ausführ- 
licher eingehen  wollen.  Während  für  Functionen  einer  reellen  Va- 
riabelu  für  jeden  Werth  der  letzteren  ein  willkiihrhcher  Werth  der 
Function  festgestellt  werden  konnte,  und  daher  die  Bestimmung  der 
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Function  für  die  Punkte  eines  Theües  der  reellen  Achse  noch  nicht 
die  Werfchbestimmung  derselben  auch  für  die  andern  Punkte  dieser 
Achse,  als  durch  die  ersteren  bestimmt,  nach  sich  zog,  war  für  Func- 
tionen complexer  Variabein,  wie  schon  daraus  zu  ersehen,  dass  die 
für  derartige  Functionen  aufgestellte  Differentialgleichung  befriedigt 
werden  musste,  eine  solche  willkührüehe  Wer thbe Stimmung  für  die 
['unkte  der  Ebeno  nicht  mehr  möglich.  Seien  z.  B.  die  Werthe 
■   Fig.  47, 


einer  Function  f(ß),  deren  Existenz  vorausgesetzt  wird,  auf  einer 
noch  so  kleinen  aber  endlichen  Linie  l,  die  Terz weigungsp unkte  a^, 
a.^,  .  .  .  und  die  - Discontinuitätspnnkte  ß^,  ßiy  ■  ■  •  der  Function  in 
der  unendlichen  Ebene  gegeben,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn 
a,  h,  c,  d,  .  . .  eine  unendliche  Reihe  unendlich  benachbarter  Punkte 
jener  Linie  vorstellen,  die  Grössen 


fM: 

f{d) 


fjo)  " 

rw  - 
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u.  s.  w.,  also  sämmtliulie  Ableitungen  der  Function  [{n)  im  Punkte  a 

f{a),  f'{a),  r{a),  ['"(a),  ... 
bekannt  sind,  und  dass  somit  die  in  der  Umgebung  von  a  gültige 
Taylor'sehe  Reihe  vermöge  der  nunmehr  ermittelten  Coefficienten 
derselben  sich  unmittelbar  aufstellen  lässt.  Ist  diese  aber  gebildet, 
so  sind  durch  dieselbe  die  Werthe  der  Function  in  der  ganzen  Kreis- 
fläche, -welche  die  Umgebung  des  Punktes  a  bildet,  gegeben,  und 
durch  euccessive  Differentiation  dieser  Reihe  die  Werthe  der  Function 
sowie  aller  ihrer  Ableitungen  für  jeden  Punkt  dieses  Bereiches  z.  B. 
A  herzuleiten;  wenn  aber  diese  bekannt  sind,  so  kann  man  wiederum 
die  für  alle  Punkte  der  Umgebung  von  J.  gültige  Taylor'sehe  Reihe 
entwickeln  und  somit  wieder  für  einen  weiteren  Flächentheil  die 
Werthe  der  Function  sowie  die  ihrer  Ableitungen  ermitteln.  Auf 
diese  Weise  können  wir,  wenn  wir  immer  nur  jene  singulären  Punkte 
K  und  ß  umgehen,  d.  h,  in  der  Umgebung  der  suceessiven  Ausgangs- 
punkte bleiben,  die  Fimction  von  jenem  ersten  Kreise  aus  über  die 
ganze  Ebene  hin  fortsetzm,  werden,  wenn  wir  bei  Umgehung  der 
Verzweigungs-  und  Unstetigkeitspunkte  wieder  zu  denselben  Punkten 
der  Ebene  gelangen,  verschiedene  demselben  Punkte  entsprechende 
Fuuctionalwerthe  erhalten  können  und  so  den  gesammten  Werthe- 
complex  der  Function  erschöpfen  als  eine  nothwendige  Folge  der  auf 
der  noch  so  kleinen  ,  aber  endlichen  Linie  l  gegebenen  Werthe  der 
Function.  Wir  sehen  somit,  dass  der  kleinste  Theil  einer  Linie,  für 
deren  Punkte  die  Werthe  einer  Function  gegeben  sind,  sowie  die 
Lage  der  Verzweigungs-  und  Un Stetigkeitspunkte  es  ermöglichen, 
den  gesammten  Verlauf  der  l^unction  vollständig  zu  bestimmen,  und 
dass  man  daher,  um  Functionen  einer  complesen  Variabein  zu  defi- 
nireu,  nicht  willkUhrlich  für  Linien-  oder  Flächentheüe  Functional- 
werthe  wird  festsetzen  dürfen,  weil  man  nicht  wissen  kann,  ob  sich 
wirklich  eine  derartige  Function  bestimmen  lässt.  Wenn  daher  jenes 
zweite  in  Betracht  zu  ziehende  Princip  der  Erzeugung  der  Functio- 
nen darin  bestehen  soll,  durch  irgendwie  auf  Linien  oder  Flachen 
für  die  Werthe  einer  Function  getroffene  Festsetzungen  die  Function 
im  Allgemeinen  so  zu  definiren,  dass  die  allgemeine  Werthbestim- 
mung  derselben  und  die  Entwicklung  ihrer  Eigenschaften  ermöglicht 
ist,  so  wird  es  offenbar  darauf  ankommen,  zuerst  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingungen  für  die  Existenz  einer  Function  überhaupt 
kennen  zu  lernen,  um  sodann  durch  Veränderung  derjenigen  Bestim- 
mungsstüeke,  welche  durch  ihre  Variation  nicht  bloss  andere  Fnnc- 
tionalwerthe  erzeugen,  sondern  auch  die  wesentlichen  Eigenschaften 
der  Function  verändern,  verschiedene  Punctionalk lassen  aufzustellen. 
Derartige  uothwendige  und  hinreichende  Bedingungen  werden  in  der 
That  durch  das  sogenannte  Dirichlet'sehe  Trincip  geliefert,  auf 
dessen  allgemeine  Dm-chführung  wir  jedoch  hier  nicht  eingehen,  weil 


y  Google 


Algebraische  Fiinctionec.  171 

1  zur  Einführung  der  in  diesen  Vorlesungen  zu  behan- 
delnden Functioaeii  aicht  brauchen  werden*);  doch  wird  dieses  Princip 
selbst  an  unsern  Functionen  in  einer  der  näclisten  Vorlesungen  ans- 
führlieh  er&rtert  werden. 

Endlieh  soll '  noch  einer  dritten  Methode  zur  Einführung  der 
Functionen  und  der  Eintheilung  derselben  Erwähnung  geschehen, 
welche  in  der  AufstelKmg  von  Differentialgleichungen,  also  von  Glei- 
chungen zwischen  der  Function,  ihrer  V.triabeln  und  den  Ableitungen 
der  verschiedenen  Ordnungen  der  Function  besteht  und  durch  die 
Integrale  dieser  Differentialgleichungen  neue  Functionalbeziehuiigen 
liefert;  diese  Metljode  hat  mit  der  ersten  der  beiden  vorher  besproche- 
nen das  gemein,  dass  sie  gegebene  analytische  Ausdrücke  zu  Grunde 
legt,  mit  der  zweiten,  dass  sie  die  Function  selbst  nicht  unmittelbar 
durch  eine  geschlossene  analytische  Form  definirt,  sondern  in  der 
Differentialgleichung  eine  Eigenschaft  der  Function  ausspricht,  welche 
dieselbe  mit  ihren  Inerementen  verbindet,  aber  die  Function  selbst 
mit  zu  Hülfenahme  einzelner  "Werthbestimmnngen  derselben  voll- 
ständig bestimmt.  Wir  werden  im  Folgenden  von  diesen  drei  Me- 
thoden zur  Einführung  neuer  Functionen  Gebrauch  machen. 

Indem  wir  die  Behandlung  der  algebraischen  d.  h,  det'  durch 
eine  algebraische  Gleichung  von  der  Form 

F{w,0)  =0 

definirten  Functionen  zum  Gegenstande  dieser  Vorlesung  machen**), 
wollen  wir  mit  der  einfachsten  Klasse  derselben,  nämlich  mit  den- 
jenigen algebraischen  Functionen  beginjien,  welche  einer  in  tu  linea- 
ren Gleichung 

,,,  _  f,_^ 

genügen,  in  welcher  fa{e)  und  f,{^)  ganze  Functionen  von  g  sind, 
und  die  charakteristischen  Merkmale  der  durch  diese  Beziehung  defi- 
nirten ganzen  und  gebrochenen  rationalen  Functionen  entwickeln. 


*)  Eb  mag  an  dieser  Stelle  geuügen,  den  Wortlaut  des  Dirichlet 'sehen 
Princips  anzugeben,  um  die  oben  besprochene  Bestimm ungaart  der  Functionen 
etwas  ii&her  zu  charakteriairen;  eine  Function  einer  compleicen  Variabeln  z  ist 
für  eine  mehrfach  susamtitmhängende  Fläche  bis  auf  eine  additive  Constante  be- 
stimmt, loenn  der  reelle  Theil  der  Ftmction  für  die  PwnUe  der  Begränximg,  (ii/i- 
jeden  UnstetigJceit^unkl  eine  Ftmction  von  z,  tvelche  in  demselben  so  tmaidlich 
tcird,  wie  die  ait  hestinanende  Ftmction  es  werden  soll,  ttnd  endlich  der  reelle 
Theil  der  constanten  Werthdiffereneen  gegeben  sind,  welche  die  gesuchte  Ftmction 
an  den  Quei'schniiten  annehmen  soll,  welche  die  vierfach  zusammenhängende 
Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandeln. 

**)  so  weit  wir  die  KeniitnisB  der  Eigenschaften  derselben  für  die  Theorie 
der  trigonometrischen  und  elliptischen  Functionen  brauchen. 
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Es  ist  ioicilt  einzusehen,  dass  eine  game  Function 
/'(^)  =  ßo  +  «i^+ ■■■  +  «■««' 
eine  für  jedes  s  eindeutige,  mir  fw'  2  =  00  und  dort  nu/r  von  einer 
endlichen  Ordnung  unendHek  gross  werdende  Functi^m  ist;  dass  aber 
auch  umgekehrt  jede  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Function,  welche 
nwr  in  der  JJnendMdtkdt  und  dort  von  einer  endlichen  Ordnung  un- 
endlich wird,  eine  ganze  Function  sein  mtiss,  folgt  unmittelbar  daraus, 
dass  sie  sich  nach  der  Maclaurin'sehen  Reihe  muss  entwickeln  las- 
sen, und  diese  bei  einer  endlichen  Potenz  von  s  wird  abbrechen 
müssen.  Eine  rationale  gebrochene  Function  von  z  dagegen  wird,  wie 
aus  ihrer  Form  als  Quotienten  zweier  ganzen  Functionen  leicht  er- 
sichtlich ist,  auch  für  endliche  Werthe  des  0,  jedoch  rmr  von  einer 
endlichen,  Anzahl  «*«d  in  jedem  derselben  nur  von  einer  endlichen  Ord- 
nung unendlich  weräen,  aber  ebenfalls  eine  in  der  ganzen  Ebene  ein- 
deutige Function  von  s  sein,  und  es  wird  auch  umgekehrt  jede  in  der 
ganzen  Ebene  eindeutige  Function,  welche  in  ehter  endlichen  AnzaM 
von  Punkten  und  in  jedem  derselben  von  dner  endlicJten  Ordnung  un- 
endUch  wird,  eine  rationale  Function  von  0  sein  nmssen.  Denn  wird 
die  Function  im  unendlich  entfernten  Punkte  von  der  w'«",  im  Punkte 
K,  von  der  )',"",  in  k.,  von  der  r.^^™,  a.  s.  w.,  in  ccy,  von  der  r^'-"'  Ord- 
nung unendlich,  so  wird  sich  die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen 
Behauptung  aus  der  in  der  siebenten  Vorlesung  aufgestellten  Reihen- 
entwicklung ergeben,  welche  in  einer  um  den  Punkt  a  beschriebenen 
Kreisfläche  gültig  war,  in  der  eine  gegebene  Function  eindeutig  und 
nur  in  einer  endhchen  Anzahl  von  Punkten  «,,  cc.j,  ...  k«  unstetig 
war,  und  die,  wenn  (r)  die  Peripherie  eines  um  a  gelegten,  die  Ün- 
stetigkeitspunkte  u ms chli essenden  und  noch  in  die  gegebene  Fläche 
fallenden  Kreises  bedeutete,  folgend  er  massen  lautete: 

'■(-)  -  ^iß^a  <"  +  'iirf-.^  ■"  +  ■■• 


Machen  wir  nämlich  den  Nullpunkt  zum  Mittelpunkt  der  ge- 
gebenen Kreisfläche  und  dehnen  den  um  diesen  Pmikt  genom- 
menen Kreis ,  in's  Unendliche  aus ,  so  ergiebt  sich  die  in  der  gan- 
zen. Ebene  gültige  Entwicklung  der  eindeutigen  Function  f  {zj  in 
der  i^'orm 
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Aus  dieser  EntwicbJuiigsform  einer  jeden  in  der  ganzen  Ebene 
eindeutigen  Function,  welclie  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten 
unendlich  wird,  geht  aber  unmittelbar  hervor,  dass,  wenn  die  Func- 
tion in  jedem  dieser  ünstetigkeitspunkte  (den  uuendlieh  entfernten 
Punkt  mit  eingeschlossen)  von  einer  endlichen  Ordnung  unendlich 
sein  so!!,  eine  jede  der  Horizontalreihen,  welche  den  einzelnen  Ün- 
Stetigkeitspunk  ton  entsprechen,  abbrechen  mussj  und  sich  somit  die 
Form  ergeben  wird 


/w- 


■  «0  +  a,i 
A« 


+  ■■■ 

4" 


:  +  ■■■+  ,:-^^; 


+  : 
+ 
+  1 


+  „dky  +  ---  +  ^.;' 


d.  h.  f(z)  wird  eine  rationale  Function  von  s  sein,  was  wir  beweisen 
wollten. 

Zur  Hervorhebung  einer  wesentlichen  Eigenschaft  rationaler 
Functionen  naag  noch  bemerkt  werden,  dass,  wenn  man  dieselben  in 
die  Form  setzt 

,,,  _  f\j^     ■ 

in  welcher  Zähler  und  Nenner  keinen  gemeinsamen  Theiler  mehr 
haben,  ferner  den  Grad  des  Zählers  mit^,  den  des  Nenners  mit  q 
bezeichnet  und  z.  B,  2>-p  annimmt,  unraittelbai'  zu  erkennen  ist, 
dass  w  verschwindet  für  die  p  Wurzeln  des  Zählers  und  von  der 
g.  —  pif"  Ordnung  Null  wird  im  unendlich  entfernten  Punkte,   somit 
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überhaupt,  wenn  das  NuUwerden  von  der  q — p^'"  Ordnung  wieder 
als  ein  q  —  p  maliges  einfaches  Verscllwindeii  angesehen  wird,  in  der 
ganzen  Ebene  qms\  NqU  wird,  also  genau  so  oft  verachwindet,  als 
diese  Fanction  unendlich  wird;  dasselbe  gilt,  wenn  g  <_p  ist,  und 
fs  wird  somit  eine  rationale  Function  in  der  ganzen  uncnälidien 
Ebene  ebenso  oft  Ntill  als  sie  imendlich  gi'oss  wird. 
Nachdem  wir  die  einfachste  Klasse  der  algebraischen  Functionen, 
für  welche  nämlich  die  dieselben  definirende  Gleichung  vom  ersten 
Grade  ist,  behandelt  und  deren  Eigenschaften  ermittelt  haben,  gehen 
wir  zur  Untersuchung  der  allgemeinsten  algebraischen  Functionen 
über,  um  für  diese  die  ftiemann'sche  Fläche  zu  constiniiren  und 
die  für  die  einzelnen  Bereiche  derselben  gültigen  Reihenentwicklun- 
gen aufzustellen,  nachdem  wir  zuerst  noch  die  nothwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  dafür  entwickelt  haben  werden,  dass  eine 
Function  überhaupt  eine  algebraische  ist. 

Es  ist  in  der  siebenten  Vorlesung  gezeigt  worden,  dass  jede  n- 
deutige  Function  w,  also  nach  der  oben  gegebenen  Definition  jede 
Function,  welche  für  jeden  ihrer  Punkte  (einzelne  Punkte  ausgenom- 
men) n  verschiedene  Werthe 

Wi,  W.2,  ...  w„ 
annimmt,  wobei  die  von  einem  beliebigen  Ausgangspunkte  durch  allu 
geschlossenen  Umläufe  -  der  Variabein  erlangten  Werthe  mit  einge- 
rechnet sind,  sich  als  die  Losung  einer  algebraischen  Gleichung  in 
w  vom  n'™  Grade  darstellen  lässfc,  deren  Ooefficienten  in  der  ganzen 
Ebene  eindeutige  Functionen  von  z  sind.  Es  mag  hier  jedoch  noch 
die  für  das  Folgende  wesentliche  Ergänzung  jenes  Satzes  hinzugefügt 
werden,  dass, 

■wenn  man  von  irgend  einem  Anfangstverthe  der  Function,  der 
jedoch  nicht  m  den  VersweiguMgsioerthen  gekört,  eu  allen  n  Wer- 
then,  welche  dieselbe  in  diesem  Fwiikte  überhaupt  a/nnimmt,  durch 
geschlossene  Umiäufe  gelangen  Icamt,  ohne  durch  einen  mehrfachen 
FumM  zu  gehen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  sämmtliche  n  Blät- 
ter der  Riemann' sehen  Fläche  nicht  bloss  in  einzelnen  PunJc- 
ten,  sondern  in  ganzen  Ve7-zweigungsschmtten  mit  einander  in 
Zusammenhang  stehen,  die  diese  Function  definirende  Gleichung 
w'™  Grades  eine  irreduetible  sein  muss, 

d,  h,  sich  nicht  in  ein  Product  von  mehreren  m  u  ganzen  l^mc- 
tionen  zerlegen  lassen  darf,  deien  Coefflcienten  emdeutige  Functionen 
von  s  sind,  oder,  noch  anders  ausgesp lochen,  dass  keine  Gleichung 
in  w  von  niedrigerem  Grade  als  dem  n'"  esistiien  darf,  deren  Ooeffi- 
cienten eindeutige  Functionen  \on  *,  und  die  mit  dei  Gleichung  n''" 
Grades  irgend  eine  der  Lösungen  dei  selben  gemem  hat,  und  ebenso 
gilt  die  Umkehruug  des  eben  lU'^^P'ipro ebenen  "Tjatzes 
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Um  den  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  führen  zu  kön- 
nen, müssen  wir  einen  Hülfssatz  vorausschicken,  der  im  Folgenden 
tioch  häufig  Anwendung  finden  wird.  Sei  nUmlich  ip  (s)  eine  Func- 
tion von  z  mit  beliebig  vielen  Verzweigungs  -  und  Diacontimiitäts- 
punkten  und  habe  die  Eigenschaft,  innerhalb  eines  beliebig  kleinen 
FJächentheils  oder  für  die  Punkte  einer  beliebig  kleinen  Linie  der 
ihr  zugehörigen  Biemann'schen  Fläche  constant  zu  sein,  so  wird, 
wenn  wir  einen  Punkt  a  innerhalb  dieses  Bereiches  derart  wählen, 
dass  die  in  seiner  Umgebung  gültige  Taylor'sehe  Entwicklung  über 
den  Bereich,  in  dem  die  Function  constant  sein  soll,  hiaausgreift, 
eben  diese  Taylor'sehe  Reihe,  weil  nach  der  Definition  der  Ablei- 
tungen einer  Function  in  unserm  Falle 

q/  (a)  =  <p"(a)  =  <fi"'  (a)  = ^  0 

sein  muss,  die  Form  annehmen 

(p{0)  =  g,{a), 
d.  h.  es  wird  für  alle  Punkte  der  Umgebung  von  a  die  Function 
^(s)  denselben  constanten  Werth  annehmen,  Setzt  man  nunmehr 
nach  den  am  Anfange  dieser  Vorlesung  besprochenen  Frincipien  die 
Function  durch  die  vorgelegte  Riemann'aehe  Fläche  hin  stetig  fort, 
wobei  jedoch  zu  bemerken,  dass  wegen  der  in  Flächen  bewerkstellig- 
ten Fortsetzung  dies  nur  über  die  Blätter  der  Riemann'schen  Fläche 
hin  möglich  sein  wird,  welche  durch  Verzweigungsschnitte,  nicht 
bloss  durch  einzelne  Punkte  mit  einander  in  Verbindung  stehen,  so 
wird  sie  für  diesen  Theil  der.  Fläche  constant  sein,  und  es  wird  daraus 
folgen,  dass  jener  Theil  der  für  die  Function  gegebenen  mehrblätt- 
rigen Riemann'schen  Fläche  die  einfache  Ebene  ist  und  dass  die 
Discontinuitäten  hebbare  sein  müssen,  d,  h.  so  beschaffen,  dass,  wenn 
statt  des  in  diesem  einen  Punkte  angenommenen  Werthes  der  Func- 
tion  ein  anderer,  in  unserm  Falle  der  Werth  a,  gesetzt  wird,  die 
Function  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  stetig  wird.  Wir  erhalten 
somit  das  Resultat,  dass, 

wenn  eine  Function  in  einem  beliebig  Meinen  Flächentheüe  oder 
auf  einer  beliebig  Meinen  Linie  eines  Blattes  einer  ihre  Verzwei- 
gung darstellenden  Riemann'schen  Fläche  constant  ist,  sie  in 
allen  Ftmkten  der  mit  einander  in  Schnitten  gusammenhängenden 
Slätter  dieser  Fläche  denselben  Werth  annehmen  muss. 
Angenommen  nun,  es  sei  jene  die  )i-deutige  Function  w  von 
der  angegebenen  Beschaffenheit  definirende  Gleichung  n^""  Grades 

F{w,  <.)  _  0 
nicht    irreductibel ,    sondern    es     gäbe    eine    Gleichung    niedrigeren 
Grades  in  tv 

f{w,  !)  =  0, 
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deren  Coeffieienten  ebenfalls   eindeutige  Functionen  von  ; 
welclie  durch  einen  der  Funetionalwertiie 


z.  B.  ifj    befriedigt  wird,   so  müsate  für  einen   bestimmten  Bereich 
der  z  die  Function 

/■(w,,2), 
ak  Function  von  z  aufgefasst,  den  eonstanten  Werth  Null  annehmen ; 
da  aber  dann  dieser  constante  Werth. nach  dem  eben  bewiesenen 
Hülfssatze  *)  für  eine  beliebige  Fortsetzung  des  ^-Bereiches  über  die 
durch  Schnitte  mit  einander  in  Zusammenhang  stehenden  Blätter  er- 
halten bleibt,  für  bestimmte  geschlossene  Umkreise  des  s  aber  mj,  in 
die  andern  Lösungen  w.^,  w^,  ...  M?„  übergeben  sollte,  so  folgt;,  dass 

/■(»„s),  f(w„s),  .../■(».,  s) 
ebenfalls  verschwinden,  und  dass  somit  die  Gleichung  f{w,£)  =  0, 
welche  von  niedrigerem  Grade  als  dem  n^™  sein  sollte,  n  verschiedene 
Lösungen  haben  würde,  was  nicht  angeht;  es  ist  somit  jene  Glei- 
chung n""  Grades  eine  irreductible.  Umgekehrt  wird  es  nothwendig 
sein,  dass  jede  durch  eine  irreductible  Gleichung  deflnirte  m-deutige 
Function  von  jedem  Punkte  aus  alle  zu  diesem  Punkte  gehörigen 
n  Punctionalwerthe  durch  geschlossene  Umläufe  annehmen  kann,  da, 
wenn  sie  nicht  alle  erreichte,  ein  Theil  der  Punctionalwerthe  als 
Lösungen  einer  irreductibeln  Gleichung  niedern  Grades  als  des  n"" 
definirt  würde,  was  mit  der  Annahme  nicht  übereinstimmt. 

Soll  sich  nun  eine  Function  als  die  Lösung  einer  irreductibeln 
alffehraischen  Gleichung  darstellen  lassen,  deren  Coeffidenten  rationale 
Functionen  von  ?  sind,  so  wird  als  notkwendige  Bedingung  aus  den 
oben  angestellten  Betrachtungen  folgen,  dass  dieselbe  für  jedes  z 
eine  endliche  Ämahl  von  Werthen,  die  sämmtlich  von  dmem  Punkte 
aus,  ohne  durch  einen  mehrfachen  Punkt  a«  gehen,  durch  geschlossene 
Umläufe  SU  erlangen  sind,  annimmt.  Nun  war .  aber  auch  in  der 
siebenten  Vorlesung  gezeigt  worden,  dass  die  Wurzeln  einer  alge- 
braischen Gleichung  dann  und  nur  dann  unendlich  werden,  wenn  die 
Coefficienten  der  von  dem  Ooefficienten  des  höchsten  Gliedes  befrei- 
ten Gleichung  es  sind,  welche  hier  als  rationale  Functionen  nur  in 
einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  einen  imendlich  grossen  Werth 


*)  Dieser  Hfilfssatz  ist  auf  unsern  Fall  cHiwendlir  weil  wii  fir  die  die  Ver 
zweiguDg  der  Fanctioti  f{iB,B)  darstellen le  Eiemana  sehe  Flache  die  für  die 
Fuuctjon  w  gegebene  ■waUen  dürfen;  denn    H  f[ti!  Bezig  aif)    eine  gan  e 

in  Bezug  auf  e  eine  eindeutige  Function  ist  so  leui,litet  ein  dtsB  wenn  bei  1  e 
Btimmten  Umki-eisuiigen  «i  seinen  ursprungliclien  Werth  wieder  anannmt  lui-h 
f{w,z)  den  Ausgangswerth  erreichen  wird  und  dass  sonnt  für  de  Daisteilung 
der  wirklichen  "Verzweigung  von  f{w,  n)  höchstens  einzelne  Blattei 
fallen  können,  waa  nach  dem  Ob^en  für  alle  Blätter  der  Fall  sein  wird 


y  Google 


Algebraische  l'iii 


ctiont 


177 


annehmen  und  zwar  in  diesen  auch  nur  von  einer  endlichen  Ordnung; 
es  wird  somit  ferner  in  dem  ganzen  Bereiche,  der  durch  die  zuge- 
hörige ßiomann'sche  Fläche  repräsentirt  wird,  die  durch  die  irre- 
ductible  algebraische  Oleichung  definirte  Function  nur  in  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Punkten  unendlich  werden,  und,  wenn  wir  nach- 
gewiesen haben  werden,  dass  dieselbe  in  keinem  Punkte  von  einer 
unendlich  hohen  Ordnung  unendlich  .sein  kann,  und  auch  für  viel- 
deutige Functionen  früheren  Ausführungen  gemäss  die  Ausdrucks  weise 
benutzen  werden,  dass,  wenn  eine  in  s  =  k  )k  deutige  Function 
von  der  --  "  Ordnung  unendlich  wird,  derselben  n  zusammenfallende 
Punkte  zugeschrieben  werden,  für  die  sie  in  diesem  »»fachen  Ver- 
zweigungspunkte von  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird,  so  werden 
wir  als  weitere  nothwenäige  Bedingung  dafür,  dass  eine  FuncMon 
durch  eine  irreducUble  algebraische  Gleickimg  mit  rationalen  Coefßdeiv- 
ten  darsteUbar  ist,  die  hinzufügen,  können,  dass  jene  Function  m  ihrem 
ganzen  Bereiche  nur  eine  endliche  Anzahl  mal  von  der  ersten  Ordntmg 
unendlich  sein  darf.  Daes  aber  in  der  Tbat  eine  algebraische  Func- 
tion in  keinem  Punkte  unendlich  von  unendlich  hoher  Ordnung  wird, 
kann  man  einfach  aus  dpm  Verfahren  ersehen,  durch  das  man  eine 
Gleichung,  von  welcher  eine  oder  mehrere  Lösungen  in  s  =  «  un- 
endlich werden',  in  eine,  andere  verwandelt,  deren  Lösungen  in  diesem 
Punkte  endlich  sind.  Sei  nämlich  die  vorgelegte  algebraische  Gleichung, 
welche  w  als  Function  von  0  definirt 
,r  +  l\  (2)»-->  +  f,  (s)  t,'-'  H h  A-i  (^)"  +  f.  (»)  -  ", 


rationale  Functionen  von  £  sind, 
Vorlesung  gezeigt  worden, 
nach  für  z  ^  a  unendlich 


on  denen,  wie  in  der  siebenten 
eine  oder  einige  der  Annahme 
erden  müssen,  und  sei  die  höchste 


Ordnung  des  Unendlich  Werdens  aller  dieser  Functionen  in   dem   be- 
trachteten Punkte  die  ?"',  so  mache  man  die  Substitution 


und   erhält   aus    der   v(jrgclegten    algebraischen    (Jleicbung 


w  +  (2  _  ./■  f,  is)  >F— '  +  («  -  «)"  /:,  (»)  w—- 

in  welcher  die  Coefficienten 

(l~a)"f,{ß),  ...{<-»)■■  ■7;  (=) 
für  5  =  «  verschwinden,  während 

(2-»)'f,W 
entweder  verschwinden  oder  einen  endlichen  Werth  annehuK 
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so  dasa  n  —  1  Weithe  des  W  jedenfalls  für  z  =^  cc  Mull  werden,  deC 
n'"  dagegen  verschwindet  oder  endlieh  ist.  Hieraus  folgt  aber,  dass, 
je  nachdem  /,  (2)  von  der  r'"'  oder  einer  niedern  Ordnung  unendlich 
ist,  von  den  n  durch  den  Ausdruck 

dargestellten  Werthen  )!  —  1  verschwinden  und  einer  endlich  ist  oder 
alle  H  Null  weiden    und  dasa  daher 

die  duic)  eine  alyeh  aische  GUiclmnj  depnnte  ndmUge  Function 
IV  Wicht  von  emet  un-nälich  hoJmi  Ordnung  uiiendhch  sem  l^nn 
wir  können  hinzufügen,  dass  die  obeiste  Gianze  fui  die  Oidnung 
des  Unenc!  lieh  Werdens  der  Function  al  wer  the  m  =  «  durch  die  Zahl 
i  wird  welcle  die  h  chste  Oidnun^j  des  Unendhchnei  lens 
■  Coefficienten  jenei  alj^cbrai sehen  Gleichung  m  diesem  Punkte 
anzeigt  Die  bubstitut  on  =  zeigt  daas  dfi  ausgespiochone  Sita 
auch  fdr  den  unendlK.h  entfernten  Punkt  ^iilti^  bleibt 

Dasb  ibei  die  ^olher  auf^esteliteu  nothwendigen  Belin^un^en 
auch  die  fui  eine  duich  eine  irreductible  algebrai'^che  Gleichung  dii 
zustellende  Function  hiiiteiüiciid&n  sind  wird  duicli  den  uunmehi  zi 
beweisenden  batz  gezeigt  sein 

dübS  jede  ndeutije  Function  w  nekhc  alle  Werthe  dmch  ge>- 
schlösset!«  JJinkmfe  von  einem  Anfangswerthe  aus  eilanyt  ohne 
dass  diese  durch  mehrfache  funhte  der  Function  gehen  und 
dte  tn  m  Punkten  unendbch  von  der  ersten  Ordnung  imul  (wobei 
da  unendlich  entfonte  Funkt  mit  herucKswhhgt  ist),  die  Wmsel 
emet  tneducttbeht  algebraischen  Gleichung  n™  Gtades  m  w  ist 
deren  Coefßaentmi  gan^e  Functionen  m""  Gtades  von  s  sind  und 
m  welcher  de)  Grad  des  Coeffkienten  von  w"  durth  die  imahl 
det  itn  Endlichen  gelegenen  Funkte  bestimmt  ist  fi  t  urMi,  he 
Function  unendlicJi  vor  de»  e  ittn  Ordnung  wird 
Denn  seien 

w?, ,  Wj,  .  .  .  w„ 
die  n  Werthe  der  i^'unction  für  dasselbe  aber  behebige  g,  und  be- 
zeichne w  einen  beliebigen  Parameter,  so  wird,  wenn  für  einen  end- 
lichen Werth  M  ^cc  der  eine  der  n  Function  aiwerthe  tVi,,_  für  welchen 
a  kein  Verzweigungspunkt  sein  soll,  von  der  ji'*"  Ordnung  unend- 
lich ist, 

(a  —  a)''  tVg,     also  auch     {ß  —  «)?  (w  —  Wx) 
endlich  und  von  Null  verschieden  sein;  wäre  dagegen  «  ein  j'-facher 
Verzweiguiigapunkt  von  Wn,  so  dass 

Wx,  tVx,,  Wx,,  .  . .  ic^,_, 
um  denselben  einen-  Cjclus  bilden,  und  daher  jede  dieser  Functionen 
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von  derselben  endlichen  Ordnung  z.  B.  4  nnendlioh  ist,  so  werden 
(Jie  Grossen 

also  au  eil 

ebenfalls  für  5  =  «  endlich  und  von  Null  verschieden  sein,  und  diis- 
selbe  wird  von  dem  Producte  dieser  Gfrössen 

(e  —  a)-!  (tv  —  Wx)  {w  —  «;,,),  ...  {w  —  w^^_^) 
gelten.     Seien  nun  alle  im  Endlichen  gelegenen  Punkte,   für  welche 
die  algebraische  Function  unendlich  wird 

und  die  Ordnung,  von  der  sie  in  diesen  Punkten  unendlich  wird, 
resp.  durch 

bezeichnet,  so  folgt  unmittelbar,  dass 

(A)   (f  ^  «)■  (s^ßy...Q!~  lY  c»  ~  »,)  (»  -w,)...{w~  w„) , 

als  Function  von  z  aufgefasst,  in  welcher  w  als  Parameter  betrachtet 
wird,  für  alle  endlichen  s  endlich,  nicht  für  ein  beliebiges  w  Null 
und  nach  dem  Früheren  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  eindeutig 
ist,  weil  das  Product  aus  symmetrischen  Functionen  der  Werthe  W?„ 
w?2,  .  .  .  Wa  zusammengesetzt  ist,  welche  bei  geschlossenen  Umläufen 
in  einander  übei^ehen ,  der  Ausdruck  (A)  somit  eine  ganze  Function 
von  z  ist.  Wird  nun  die  gegebene  algebraische  Function  für  ^  :^  cx> 
^mal  von  der  ersten  Ordnung  unendlich,  so  bedeutet  dies  nichts  an- 
ders als  dass  das  für  ein  völlig  unbestimmtes  tv  genommene  Product 

(,„_„,)(»_„j...  (»-«,.) 

für  s  =  CO  von  der  ft"^"  Ordnung  unendlich  wird  (indem  sich  die 
Ordnung  des  ünendhch Werdens  der  gegebenen  algebraischen  Function 
aus  der  Summe  der  Ordnungen  des  Unendlich  Werdens  der  einzelnen 
Zweige  w^,  w.^,  .  .  .  w„  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  zusam- 
mensetzt), und  es  wird  somit  das  gesammte  obige  Product  (A)  für 
^  ^  00  von  der  Ordnung 

11  +  4  +  ..■  +  «  + ,« 

unendlich  gross  werden,  d.  h.  von  einer  durch  diejenige  Zahl  be- 
stimmten Ordnmig,  welche  angiebt,  wie  oft  die  algebraische  Function 
w  nberliaupt  auf  der  wblättrigen  Riemann'schen  Flache  unendlich 
von  der  ersten  Ordnung  wird;  setzt  man  somit 

a  -\-h  -^  •  ■  ■  -\-  e  -Y  ^^=m, 
so  folgt  aus  diesen  Betrachtungen   unmittelbar,   dass  der  obigo  Aus- 
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druck  (Ä)  als  Function  von  s  betrachtet,  wenn  w  einen  willkühr- 
lichen  Parameter  bedeutet,  eine  ganze  Function  m'™  Grades  von  0 
ist  "und  sich  daher  in  die  Form  setzen  lässt 

(B)  .     g^o^W'-'  +  y.  W«'"-'  H ^cp^-i(0)w-{^rp„{0), 

iu  welcher 

fni^),  T'iCs);  ■  ■  ■  9''>(^) 
ganze  Functionen  jm"""  Grades  sind,  wobei  zu  bemerken,  dass  auch 
einzelne  dieser  Functionen  von  niedrigerem  Grade  sein  können.  Da 
aber  der  obige  Ausdruck  (B),  wie  aus  dem  ihm  gleichen  (Ä)  hervor- 
geht, für  jedes  2  verschwindet,  wenn  statt  w  eine  der  durch  die 
Grössen  Wj,  W,,  .  .  .  w^  deflnirten  Functionen  von  0  gesetzt  wird, 
so  können  wir  sagen,  die  gegebene  Function  ist  durch  die  algebraische 
Gleichung 

(C)  (p,  (^)  tv-  +  ^,  (^)  (^"-1  +  . . .  +  9_,  (^)  v;  +  9^«  (^)  =  0 
definirt,  deren  n  Lösungen  die  n  Zweige  der  gegebenen  algebraischen 
Function  vorstellen,   und  die,   wie   aus  früheren   Betrachtungen  von 
selbst  folgt,  irreductibel  sein  muas. *) 

Lassen    wir   nun    die   Bedingung   fallen,    dass    man    von  jedem 
Werthe   der  Function  in  einem  behebigen  Punkte    zu   allen   diesem 
Punkte  angehÖrigen  Funetional wertheu  durch   geschlossene  Umläufe 
gelangen  kann,  ohne  durch  mehrfache  Punkte  zu  gehen,  und  ersetzen 
wir  diese   Bedingung  durch  die  allgemeinere,   dass  die  Function   in 
jedem  Punkte  eine  endUche   Anzahl  von  Werthen   besitzen  soll  (die 
durch    geschlossene   ümlüufe    hervorgehenden  mit  eingerechnet),    so 
wird,  was  keiner  weiteren  Auseinandersetzung  bedarf,  diese  Function 
die  Lösung  einer  algebraischen  Gleichung  sein,  deren  Polynom  in  w  und 
0  sieh  in  ein  Product  irreductäbler  Factoren  zerlegen  lassen  wird  und 
es  wird  sich  als  notkwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dass  eine  Function  eine  algebraische  ist,  die  ergeben}  dass  die- 
selbe für  jedes  s  eine  endliche  A3t0ahl  verschiedener  Wer^e  an- 
wimmt  {wobei  die  Werthe,  welche  die  eineeinen  Löswngen  für  be- 
liebige geschlossene  Umläufe  annehmen,  rtiü  01t  0ählen  sind)  wnd 
n%ir  in  einer  endliehen  Anzahl  von  Pu/nhten  von  einer  endlichen 
Ordnung  unendlich  wird;  nimmi  die  Function  für  jeden  -Punkt 
(einzelne  Punhte  ausgeschlossen)  n  verschiedene  Werthe   an,   und 
ist  m  die  Zahl,  tvelche  angiebt,  wie  oft  die  Function  avf  der  su- 

*)   Ea  braucht  taum  hervorgehoben  zu  werde»,   (Uss  iiiclit  etwa  die  eben 
erhalteue  Gleichung  durch  einen  Theiler  von 

q,^{z)  =  (ä-ctfiz-pf   ...  («-*)' 
dividirbar  ist,  weil,  wenn  z.  B.  z — a  eia  solcher  Theiler  wäre,  der  Auiädi'uck 
(B)  fiir  s  =-  «  verschwinden  würde,   während  w  einen  beliebigen  Parameter  be- 
deutet, was  oben  als  mimöglich  nachgewiesen  wurde. 


y  Google 


Algebraische  Functionen.  ]8I 

gehörigem  S,iemann'sch&n  Fläche  unendlich  gross  von  der  ersteii 
Ordnung  mrä,  so  wird  sie  einer  Gleichung  stvisclien  to  und  s 
genügen^,  welche  in  Bezug  auf  w  vom  n"",  in  Bezug  auf  %  vom 
wj*™  Gerade  ist. 

Wir  stellen  uns  nunmehr  im  Folgencien  die  Aufgabe,  die  Ver- 
zweiguHgspunkte  einer  durch  eine  beliebige  algebraische  Gleichung 

/■(», ')  -  0 

defmirfcen  Function  w  von  0  zu  finden,  den  Zusammenhang  der  Blätter 
der  sie  darstellenden  Riemann'acheü  Flbi«he  in  den  einzelnen  sin- 
gulären  Puniten  zu  ermitteln  und  die  für  die  Umgebung  dieser  Punkte 
gültigen  ßeihenentwicklungen  aufzustellen. 

Da  oben  gezeigt  worden,  dasa  eine  algebraische  Function  nir- 
gends Discontinuitätspunkte  zweiter  Gattung  haben  kann,  so  folgt 
aus  den  in  der  dritten  Vorlesung  angestellten  Betrachtungen,  dass 
Verzweigujigspunkte  algebraischer  Functionen  nur  solche  Werthe  von 
?  sein  können,  für  welche  *(?  mehrere  gleiche  entweder  endliche  oder 
unendliche  Werthe  annimmt,  und  es  kann  bemerkt  werden,  dass  die 
Untersuchung  derjenigen  Punkte  ^,  für  welche  mehrere  Werthe  des 
■w  zugleich  unendlich  gross  werden,  leicht  auf  den  Fall  der  gleichen 
endlichen  Wurzeln  einer  Gleichung  zurückgeführt  werden  kann.  Denn 
setzt  man 


in  die  algebraische  Gleiclimig  ein,  so  werden  für  joiicu  siuguläreu 
Werth  von  s,  den  wir  mit  äq  bezeichnen  wollen,  mehrere  Lösungen 
der  algebraischen  Gleichung,  zwischen  v  und  s  den  Werth  Null  an- 
nehmen, und  ist  man  dalier  im  Stande  für  v  die  Reihenentwicklung 
nach  steigenden  positiven  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von 
B  —  Zg  in  der  Umgebung  jenes  singulären  Punktes  zu  ermitteln 
(welche  Aufgabe  wir  nachher  vollständig  lösen  werden),  so  wird, 
wenn  diese  die  Form  annimmt 


o-n,  (2  ^3.)  •  +  «,+  ,(, 

s  — «.)  ■ 

H — *; 

cLiudi  Substitution  vou  W 

»- '-0,(8 -«.)"■"   {1  +  ' 

'«*'(»■- 

-  -'.)•  +  ■ 

1 
■  7 

folgen,  und  daher 

»_«7^(2.-.s.y"^}i  +  - 

'-a-  ^'  - 

-<■„)■  +  ■■ 

r 

*)  indem   sich   für   algebraische  riiiictioncii  der  Deünitioc  gemiiss  11 
eiiilliche  Vieldeutigkeit  ergeben  kann. 
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seil),  welche  Reihe  in  E^l^'c  der  Entwicklung  der  Klammer  nach  dem 
binomischen  Satz  in 

,-<.;■  (i  -  .■,)"■'  +  S-,  +  ,  (.  -  1.,)    '■"'  +  h-,  +  ,  {i  ~  s„)  "'■*"'+  •  ■ 
übergeht,  somit   als  eine  Function  von  s  definirt,   welche  in  s  =  s^ 
von  der  r^""   Ordnung  unendlich,   und  für  welche   dieser  Punkt  ein 
S-facher  Verzweig angepunkt  ist. 

Somit  ist  die  Untersuchung  der  algebraischen  Fmietionen  auf 
,  diejenigen  Punkte  von  s  zurückgeführt,  für  welche  die  Function  gleiche 
endliche  Lösungen  hat,  da  sich,  wenn  die  Lösungen  in  einem  ^-Punkte 
säramtlich  verschieden  sind,  die  Blätter  der  Rieraann'schen  Flache 
also  in  diesem  Punkte  keinen  Zusammenhang  haben,  jede  der  Lö- 
sungen nach  dem  Früheren  nach  der  Taylor'sehen  Reihe  musa  ent- 
wickeln lassen ;  ausserdem  werden  aber  nur  die  im  Endlichen  ge- 
legenen Verzweigungspunkte  der  Function,  deren  Anzahl  eine  endliche*) 
ist,  in  Betracht  zu  ziehen  sein,  da  der  Zusammenhang  der  Blätter 
der  Ricmann'schen  Fläche  im  unendlich  entfernten  Punkt«  nach 
früheren  Betrachtungen  schon  durch  den  Zusammenhang  in  den  im 
Endlichen  gelegenen  Verzweigungspunkten  der  algebraischen  Function 
fest  bestimmt  ist,  doch  könnte  man  auch  unmittelbar  durch  die  Sub- 
stitution 


die  Untersuchung  der  Function'  in  der  Umgebung  des  unendlich  ent- 
fernten Punktes   auf   die    einer  algebraischen  Function  in   der  Um- 
gebung des  Nullpunktes  zurückführen. 
Sei  nun 

die  Definitionsgleiehuug  der  zu  untersuchenden  algebraischen  Function, 
und  bilden  um  g  =  g^^  m  der  n-Lösungen,  welche  den  gleichen  end- 
lichen Werth  tÜQ  annehmen,  einen  Cyclus,  so  dass  die  Entwicklung 
einer  dieser  Lösungen  durch 

(2)    .   .      IB  -  ,0,  =  o„  (2  ~  ^,)-  +»,,  +  .(«-  2.)'  -    +  ■  ■  . 

*)  Dass  die  Aozalil  derjenigen  Werthe  von  .3,  für  welche  /"(*«,  a)  =  0  gleiche 
endliche  Lösungen  hat,  eine  endhche  ist,  folgt  einfach  daraus,  daes  bekanntlich 
in  diesem  Falle  für  eben  diesen  Werth  von  s  auch 

Ecin  muss,  und  dass  die  Anzahl  der  Werthe,  für  welche  diese  beiden  Gleichungen 
zusammen  stattfinden  können,  nicht  grösser  sein  kann,  als  der  Grad  der  Gleichung, 
welche  man  durch  ElimiDatJon  von  (o  zwischen  jenen  beiden  Gleichungen  erhält; 

ebenso  ist,  wie  aus  der  Substitution  in  =       folgt,  die  Anzahl  der  2,  für  welche 

mehrere  der  w  anendlich  gross  werden,  eine  endliche. 
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(liirgesteilt  wird,  und  die  m  —  1  zugeiiörigen  aus  dieser  Entwicklung 
durch  Umkreisung  des  Punktes  s„  sich  ergeben  oder  dadurch,  dass  für 

seine  m  verschiedenen  Wertlie  gesetzt  werdeu,  so  wird  unter  der  An- 
nahme, dass  [i  und  m  heinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  h  die  grösste 
in  — ■  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet*),  und 

(3) ,^='-+1;- 

gesetzt  wird, 

sein.  Nun  ibigt  aber  aus  dem  in  der  letzten  Vorlesung  entwickelten 
Princip  von  der  TJmkehrung  der  Reihen  aus  (4) 

(6) «^5.  =  i„.»'i^  +  i.+."'^'"H — , 

und  wenn  li^  die  grösste  in  —  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet,  und 

(C) p7  =  ^'  +  ft 

gesetzt  wird, 

(7) ^--^^  =  tv"  =  &,.  tJ^'  +  &,„+!  iJ  ■'"'    +  •  ■  ■ ; 

hieraus  ergiebt  sich  aber  wiederum  vermöge  der  ümkehrung  der  Reihe 

und  wenn  wieder  h^  die  grösste  in  --  euthiiltenc  ganze  Zahl  vor- 
stellt, und 

(9) •  £  =  *'  +  J! 

gesetzt  wird, 

(10) ^^,^  =  w-  =  c,„  .!,■■<'■■:  +  »„.+,  w' ''.  +  ■ . . 

u,  s,  w.     Erwägt  man  nun,  dass 

MS  >  ^j  >  Po  >  /tj  >  ■  ■  ■ , 
so  folgi  unmittelbar,  dass,  wenn  man  die  oben  angedeutete  Operation 
in  derselben  Weise  weiter  fortsetzt,  man  nothwendig  zu  einem  ^«+i 
kommen  nmss,  welches  der  Null  gleich  ist,  und  hieraus  wieder,  dass 
;(„  der  Eifiheit  gleich  sein  muss;  denn  da  wegen  p„^i  =  0 

•)  wenn  fi  <  «i,  so  wird  /;  =  0  zu  setzen  sein. 
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ist,  also  fi„  — 1  deu  Theüer  jt,,  hat,  so  würde  aus  dor  iimnittelbar  vor- 
hergehenden Gleichung 

oder 

folgen,  <\iisä  fi„_2  und  fi^—i  den  geuieinsauien  Theüer  ii„  Iiabeii, 
ebenso  würden  der  Gleichung 

zufolge  fi«_8  und  ft«_2  ihn  haben  u,  s.  w,,  so  dass  schliesslich  audi 
m  und  (t  den  gemeinsamen  Theiler  (t„  haben  müssten,  wa?  der  An- 
nahme nach  nur  statthaben  kann,  wenn  ii„=l  ist.  Ist  dies  nun 
der  Fall,  so  würde  sich 

^11,                          =   I                            -\-    l     V    ""^-1  +  ,.., 
ni  s   n  t   1  ich  ümlceh  u  g   hese        endlichen  ßeihe 
(12)  =  V  +  +,wt''*"n-i  +  ^-\ 

^  leu    d    1     es    V    de   y  e    e  e  nleutige  Function  von  it'i"J  sein; 

sir  cht  uan  las  eben  c  hiltene  Ke  ult  t  so  aus,  wie  es  für  die  später 
1  zuf,elenle  Methole  z  r  B  n  ttl  ng  der  Cyclen  nöthig  ist,  so  er- 
g  ebt  s  cl     da&s 

e-  »  7e    Na}      o-  I     Form  mtivickelhar  ist 

w  —  Wg:=  üf^  {ß  —  ^1,)"'  +  a,i+i  {s  —  S||)  "*    +  ■  ■  -f 
worin  m  und  (i  su  einander  relativ  prime  Zahlen  sind,  und  man 
bildet  die  Entwickhmgen  von 

W— J£0.    UI  — ?[!„  III  —    Wg 

nach  Potenzen  von  n  —  s^,  so  weit  bis 

ivirä,  keh^t  sodann  die  letste  Entwicklwig  wm,  indem  man  s  -—  s^ 
nach  Potensen  von 


entwickelt,  bildet  ferner  die  Entwicklungen  t 


nach  Potenzen  i 
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(~^')  =  0  und  (-^;^i)  =  ^ 

wird,  helirt  wieder  die  letzte  Entwicklung  tim,  indem  man  is  nach 
Potenzen  von 


miwickelt,  m.  s.  w.,  so  wird  man  schliesslich  auf  zwei  Grössen  w^"^ 
'  und  Mi'"^!'  geführt,  von  denen  die  letztere  eine  eindeutige  Fwncüon 
der  e}-steren  ist,  und  ibidem  man  rückwärts  die  zuletzt  gefundene 
Enttvidehmg  ansetzt,  wird  man,  wie  aus  früheren  Rechnwngsmefho- 
den  wnndtlelbar  Sit  ersehen,  tv  —  to^  und  5  —  %  nach  steigendeji 
posUvomt  ganzen  Fotenzen  von  «?(">  geordnet  erhalten. 
Es  tanii  noch  bemerkt  werden,   dass  die  Anzahl  der  Zahlen  h, 
h,,  It^,  .  .  .,  welche  die  Anzahl  der  jedesmal  vor  der  Umkehr ung  an- 
zustellenden Operationen  bestimmen,  in  Folge   der  Gleichungen  (3), 
(G),  (9),  .  .  . ,  den  Ketteubrucb  zusammensetzen 

'■'*''^+ -..-.• 

Lassen  wir  nun  die  oben  gemachte  Annahme  fallen,  dass  (t  und 
m  zu  einander  relativ  prime  Zahlen  sind  und  setzen  fest,  dass  s  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  zwischen  ft  und  m  sei,  so  wird,  wenn 
meder  fi«  4.1^=0  angenommen  wird  und  daher 

ist,  /(,  nach  den  vorher  zwischen  den  (t  aufgestellten  Beziehungen 
der  grösste  gemeinsame  Theiler  zwischen  /i-a  —  s  und(i, _i,  (t^  — 3  ^md 
((n-3,  «■  s.  w.,  endlich  auch  zwischen  (^  und  m  sein  und  daher  s  =  ;i„. 
Sei  nun  z.B.  jt,  4. 1  ^  fi^  =  0,  so  daas  (t,  =  s  wird,  so  erhalten  wir 

—7^  =  ?y"  =  im  +  i„;  +  ,'  W'l''  +  6ffl4-v  +  l   "■'  '"'     +  '  '  "j 

indem  die  auf  das  Glied  h,„  folgende  erste  Potenz  von  w'  die  -  sein 
mag,  und  es  wird  somit  in  diesem  Falle  die  EnfwicMung  der  Func- 
tionen 


{ — .jr^]  endlich  und  (-  .^,     "\  =  00 
ist.     Bezeichnet  man  jetzt  die  grösste   in         enthaltene  ganze  Zahl 
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Neunte  Vorlesung. 

mit  l  und  setzt 

so  folgt, 

=  »"■=  i.+,»'^+  6.+,+  ,  w'^'^'  + 

und  hieraus  durch 

Umk.hruug 

SO  dass  jetzt  wieder  die  oben  angegebenen  Operationen  in  derselben 
Weise  wie  früher  bewerkstelligt  werden  können;  haben  Vj  und  (t^ 
keinen  gemeinsamen  Theiier,  so  würde  man  in  dieser  Weise,  indem 
nunmehr  wie  im  ersten  Falle  die  NuUwerthe  der  in  Betracht  kommen- 
den Grössen  sich  entsprechen,  schliesslich  wie  früher  zu  einer  ein- 
deutigen Entwicklung  geführt  werden;  haben  jedoch  v,  und  ji^  einen 
gemeinsamen  Divisor,  so  würde  man  in  genau  derselben  Weise,  wie 
es  eben  geschehen,  weiter  zu  operiren  haben,  jedenfalls  aber  auch, 
da,  wie  man  sich  aus  den  einzelnen  Gleichmigen  leicht  Überzeugt, 

m>  ii^>  Vf  >  V2>  ■  ■  ■ 
ist,  zu  einer  Gleichung  geführt  werden,  in  welcher  der  Exponent  einer 
ersten  w-Potenz  die  Form  —  hat,  welche  somit  in  ihrer  Umkehrung 

eine  eindeutige  Darstellung  einer  der  auccessive  sich  ergebenden  w- 
Grössen  durch  die  nächstfolgende  liefert.  In  diesem  Falle  erhalten 
wir  statt  jenes  einen  Kettenhruches  eine  Reihe  einzelner 

i-'^+hi-'  +  i+i^'-' 

deren  Zahl  zu  der  jener  Operationen  in  einem  leicht  ersichtlichen 
Zusammenhange  steht. 

Passt  man  nun  die  eben  angestellten  Betrachtungen  und  gewon- 
nenen Resultate  zusammen,  so  wird  sich  von  selbst  eine  einfache 
Methode  zur  Bestimmung  der  Cyclen  in  den  Verzw ei gungs punkton 
und  zur  Aufstellung  der  Reihenentwicklung  einer  durch  die  algebraische 
Gleichung 

(13)  .  ■  - «■",  2)  =  0 

definirten  Function  in  der  Umgebung  eben  dieser  ergeben,  indem  die 
Entwicklung  in  der  Umgebung  alier  andern  Punkte,  denen  nur  einfache 
Lösungen  der  Gleichung  (13)  entsprechen,  wie  schon  oben  hervorge- 
hoben, nichts  anderes  als  die  Taylor'sche  Reihe  ist,  selbstverständlich 
unter  der  Voraussetzung,  die,  wie  früher  gezeigt  war,  keine  Beschrän- 
kung enthielt,  dass  einem  endlichen  s-Werthe  auch  ein  endlicher  Werth 
der  Function  entspricht;  es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Taylor'sche  Ent- 
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Wicklung   von  w  nach  Potenzen   von  z  —  s^^,  wenn  w  =  w^,  z  =  z^, 
entsprechende  Werthe  vorstelleüj  die  Gestalt  hat 

wenn  die  Gleichungen  bestehen 

oder  wenn,  wie  aus  den  durch  Differentiation  der  Gleichung  (13)  er- 
haltenen Beziehungeil 

df{w,  ^)   ,    e/K£)  ^  _  0 

da      "^      dw       da" 

S'fl'",  a)    ,    y  'o'fito,  a)  dw    ,    S'f(w,  n)  (dw^    ,    df(ta,  z)  d'w  _  -. 

"Tä"  +  '^  -JVd^  27  +  ""  8w''"  Vi?-*  +  ~8^'^   d^^  ~  ^' 


hervorgeht, 

ist. 

Entsprechen  nun  in  der  vorgelegten  Gleiehuag  (13)  dem  z  =  s^ 
gleiche  Werthe  tv  =  tv„,  so  werden  bekanntlich  r  solcher  Werthe  in 
tVg  zusammenfallen,  wenn  die  partiellen  Differentialquotienten 

dv.  ?«p»  a     ^^ 

fUr  £!  =  «n,  s(j  =  ?(p  verschwinden  entwickelt  man  aber  die  ganze 
Function  f{w,s)  von  ii  und  veimoge  des  Taylor'schen  Satzes  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  w  —  u^  und  — «„,  so  wird  sich, 
wenn  jene  ganze  Tunction  in  Bezug  auf  t  und  z  von  der  m'""  Di- 
mension ist,  die  lorm  ergeben 

(14)     0  =  A»,«)-i{(gj  (.-.,) 

+  ^{(PV^-* 
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t  wird,  itii<l  k  die  Zalileii  1,  2,  .  .  .  m  bedeuten  kann.    Setzt  mau 
nun  hierin 


80  ergiebt  sichj  wenn  durch 

kl 
dividirt  wii-d, 

(16)  0  _/•,(.„  .)_(g)  +  i,  (j-i^fj«, +  ....  + (SK 

+  lr('-.)-M(P)+-fcSÄ)«'  +  --+(PKi- 

und  es  sind  somit  k  der  zu  ^  =  ^^  gehörigen  Wertlie  von  v^  durcli 
die  Gleichung  bestimmt 

<-)--(S)+'.(^y-+ +0)'--»' 

während  die  m  —  k  andern  uiiendheh  gross  werden*).     Ist  nun 

von  Null  verschieden,  also  da  in  der  obigen  Form  der  Gleichung 
(14)  die  Annahme  liegt,  dass 

Bind,  tc  =  w^^  eine  Mache  Lösimg  der  vorgelegten  algebraischen 
Gleichung  für  s  =  Sy  (also  r  =  k),  so  kommen  sUmmtliche  unendlich 
grossen  Werthe  von  Uj  nicht  weiter  in  Betracht,  da  die  endlichen 
Werthe  von  v,  vermöge  der  Definition  dieser  Grösse  nur  aus  den 
Werthen  von  ?(?  entspringen  können,  welche  gleich  ic^  sind,  ist  jedoch 


©)-« 


*)  indem  bekanntlich  das  Verscliwiiiden  der  Coefficienten  der  p  höchsten 
Glieder  einer  Gleichung  ideutifldrt  werden  kann  mit  dem  Unendliehwerden  von  p 
Lösungen  derselben,  wie  aus  der  Sithsfitution  der  reciproken  Yariaheln  unmittel- 
bar einleuchtet. 
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und  w^Wq,  wie  oben  angenommen,   eine  r-faclie  Lösung -.der  alge- 
braischen Gleichungj  so  daas  also  ausserdem  noch 


verschwinden,  so  werden  jedenfalls  von.  den  zu  betrachtenden  r,- 
Wecthen  r  ^  k  -\-  1  unendlich  gross  werden,  und  es  werden  noch  p 
endliche  Wurzelwerthe  von  v,  durch  unendlich  grosse  Werthe  ersetzt 
werden  müssen,  wenn  von  den  Grössen 

von  links  nach  rechts  genommen  p  aufeinanderfolgende  den  Werth 
Null  annehmen. 

Sei  nun  v^'  eine  einfache  Lösung  der  Gleichung  (16),  so  wird 
die  durch  die  Gleichung  (15)  deflnirte  Function  v^  in  5  ^  ä',,  nur 
einmal  den  Werth  v^'  annehmen  und  sich  somit  v,  —  Vi  nach  stei- 
genden positiven  Potenzen  von  s  —  ^„  entwickeln  lassen;  da  aber 
diese  Entwickelung  mit  der  v""  Potenz  beginnt,  wenn 

&);(£■)■ --(S^) 

verschwinden,  oder  wenn,  wie  aus  der  bezüglich  der  Gleichung 
f(w,z)  =  0  gemachten  Bemerkung  folgt, 

(i)=©)— (P-h« 

istj  d.  h.  nach  Gleichung  (15),  wenn  ausser  der  Gleichung  (16)  noch 
die  Gleichungen 

(S^+('  +  «.(l2)'.  +  --  +  (S^)'.-  =  » 

(.)  (£3i+('+^Kl^) ".+••■ +(£S)<-=» 

ebenfalls  für  r,  =  i^,'  befriedigt  werden,  so  wird  sich 

..,  -  »,■  +  O,  (S  ~  2.)'  +  0,  +  ,  (2  -  !;,)■  +  ■  +  .  •  .  . 
ergeben,  worin 

aus  der  Gleichung  (15)  hergeleitet  werden  können,  und  es  folgt  dann 
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W  =  tO^  -\'  {ä  —  ^u)  Vi  =  tt\  +  t),'  (2  —  Sa)  +  ffv  (^  ~  ^v)'"^'  -\- 

als  eindeutige  Entwickelung  von  w  in  der  Umgebung  von  2^. 

Die  für  g  =  ^t,  sieh  ergebenden  unendlich  grossen  Lösungen  der 
Gleichung  (16),  die  nach  dem  Obigen  für  unsere  Untersuchung  uur 
in  Betracht  kommen,  wenn 

wird,  zeigen  nach  den  früher  gemachten  Auseinandersetzungen  an, 
dass  die  Entwickelung  von  iv  —  w^  nach  Potenzen  von  s  —  ^y  mit 
einer  niedrigeren  Potenz  als  der  ersten,  also  jedenfalls  mit  einer  posi- 
tiven acht  gebrochenen  Poten;^  von  s  —  g^  beginnt,  und  da  in  diesem 
Falle  zur  allmähligen  Reduotion  auf  eine  eindeutige  Entwickelung 
sogleich  die  Umkehnmg  der  Reihe  herzusteilen  oder  s  —  5„  nach 
Potenzen  von  v)  —  w^  zu  entwickeln  war,  so  wird  man  in  Gieichnng 
(14)  die  Substitution 

zu  machen  haben,  und  wenn  mit 

dividirt  worden- und  berücksichtigt  wird,  daas  'W  =  Wy  für  ä  =  ^„  eine 
r-fache  Lösung  der  Gleichung  (13)  sein  sollte,  eine  Gleichung  von 
der  Form  erhalten 

(17)^(r'.,w)=  /— ^V/'  +  ^i  (    ,-!     V"/"'H h'nf— ~t.Vi 

+  ,.i,(.—.)'-'|  (:^v-+ ■..+(.- 1),  (^^,). 


^^(»-».)-'{(£Ov  +  ....+.(^£g.  +  (g)) 
-äi»--.r-0.r+---H-».(j;^>,  +  (e)); 


in  welcher  v^  und  f^  eine  andere  Bedeutung  haben  als  vorher. 
Der  dem  unendlich  grossen  Werthe  von 

entsprechende  Werth  von  v^  ist  Null,  und  wenn  wir  wieder  die  An- 
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nähme  machen,  dasa  Vy  =  0  eine  einfache  Lösung  der  CJleichuiig 
(17)  oder  der  Gleichung 

('«>  iU\ <  + '" (;5Ä^) <-'  +  ■■■  +  >=' ijj^-^)"-'' 

ist,  dass  somit 'die  oben  behandelte  Gleichung  (16)  nur  eine  unend- 
lich grosse  Lösung  hatte,  so  wird  wieder  v^  eine  eindeutige  Function 
von  w  sein.     Erwägt  man  nun,  dass  die  Annahme,  dass 

\divj        \dtE^/  \dtii''  / 

worin  p  für's  erste  eine  noch  unbestimmte  positive  ganze  Zahl  ist, 
die  den  obigen  Gleichungen  (Ä)  analogen  Beziehungen 

nach  sich  zieht,  welche  für  v^  =  0  befriedigt  sein  müssen,  und  dass 
dies  in  der  That  bis  zu 

7;  -f-  jj  =■  )■  — ■  1     oder    ^  =  r  ■ —  I  —-  h 
und  nur  bis  dahin  stattfindet,   weil  der  Voraussetzung  nach  w  =  jy„ 
eine  r-fache  Lösung  von  (13)  und  daher 

(©=(iä)=--=(0a)=o 

sein  sollte,  so  folgt,  dass 

ist,  und  daher  die  Entwicklung  von  v,  nach  Potenzen  von  w  —  tp^^ 
die  Form  annimmt 

'w,  =  C,--ti'.v  —  *(■',))'■-*  +  c,._j.-h:  (w  —  WnY  -'■  +  !  -f-  .  -  . 
Da  nun  > 


ist,  und  sich  somit 

S  —  S^  =  Cr -^(iü  —  OTu)'- -*■-+-'  -\-  C,-^i  +  iiw  —  W^Y~>'  +  ^  -j-  .  .. 

ergiebt,  so  folgt  durch  ümkehrung  dieser  Eeihe 

10  —  My  =  d^  {s  —  «(,)'■  -'^-^'  -\-  d^(z  —  s^y  -  ^+ 1  -j-  . . . 
für  die  gesuchte  Entwicklung  jener  Function  in  der  Umgebung  .von 
Sil,  und  es  werden  hierdurch  als  Elemente   eines, Cyclus  grade  jene 
r  —  h  -\-  1  Werthe  von  w  dargestellt,  für  welche   nach  dem  Obigen 
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tz::)^ 


war,  für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  (16)  nur  eine  unencllicli  grosse 
Lösung  hatte. 

Hat  die  G-leichung  (16)  jedoch  mehr  als  eine  unendlich  grosse 
Wurzel,  sü  wird  auch  in  (18)  mehr  als  eine  Lösung  verschwinden, 
und  es  würde  somit  für  die  durch  die  Gleichung 

/;  (i,j ,  it)  =  0 
definirte  Function  grade  der  Fall  zu  behandeln  sein,  den  wir  in  (Vi) 
noch  ausgeschlossen  hatten,  nämlich  den  der  gleichen  Lösungen,  und 
auf  den  wir  jetzt  fiirdie  ursprüngliche  Gleichung 

näher  eingehen  wollen. 

Liefert  nämlich  diese  Gleichung  im  Punkte  0  =^  £^  für  v^  die 
Lösung  Vi  mehrfach,  so  würde  man,  wie  dies  vorher  für  die  Func- 
tion f{w,  3)  geschehen,  jetzt  fiiv^,  s)  nach  Potenzen  von  s  —  «„ 
und  jjj  —  ifj'  zu  entwickeln,  nach  Dimensionen  zu  ordnen  und  nach 
Division  mit  der  entsprechenden  Potenz  von  g  —  Sf, 

zu  setzen  hahen;  würde  in  der  resultirenden  Gleichung 

(19) /,(.„«)_0 

für  z  =  s^  eine  Lösung  v.^  nur  einmal  vorkommen,  so  würde  genau 
nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  v^  eine  eindeutige  Function 
von  s  sein  und  sich,  wenn 


(&).  0).-(£^?) 


verschwinden,  in  die  Taylor'sche  Reihe  entwickeln  lassen 

*,  -  <=  e,(0  -  s,y  +  e.  +  ,(ß  ~  ^o)-  +  '  H , 

so  dass  für  das  entsprechende  Vy 
"1 -",■-<(«-«.)  +  «.  (2 -«.)•  +  ' +  e,+  .(«-3.)'  +  ' 4^- •■ 
und  daher  vermöge  der  Substitution 

für  das  augehörige  io  die  Eutwiekelung  besteht 

»~-.»._«;(,-«,)  +  «,-(«-2.)'+e.C2-^.)-+'  +  «,+,(s-«,)'+»+..., 
somit  w;  wiederum  eine  eindeutige  Function  von  z  wird.  Ist  v'i  keine 
einfache  Lösung  der  Gleichung  (19),  so  wird  man  wieder  durch  die 
ähnliche  Substitution 
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eine  neue  algebraische  Gleichung  herleiten,  u,  s.  w.',  und  wird  so 
stets  zu  Gleichungen  kommen,  die  zum  Theil  einfache  endliche  Lö- 
sungen haben,  und  dann  wird  man  durch  Substitution  rückwärts 
w  —  Wfl  als  eindeutige  Function  von  z  —  ?„,  nach  steigenden  posi- 
tiven Potenzen  von  g  —  ^^  entwickelt,  erhalten,  zum  Theil  unendlich 
grosse  Lösungen  besiteen,  wie  man  leicht  daraus  schliessen  wird, 
dass,  wenn  zwei  eindeutige  Entwicklungen  von  der  Form 

«•  -■  W,  _  0,(2  -  J.)'  +  0,  +  ,  (5  -  «.)'  +  ■  +  ■  .  ^ 

„.  -  „„  _  5.  {<,  -  .,).  +  ,,,  .^ ,  (^  .„  ^,).  + .  +  .  .  . 
existiren,  entweder,  wenn  z,  B.  r  <  s, 


im  ersten  Falle  den  Werih  «r,  ini  zweiten  Falle  den  davon  verschie- 
denen Wertli  Null  hat,  oder,  wenn  r  =  s  und  a^  von  6s  verschieden, 
jener  Ausdruck  ebenfalls  zwei  endliche  von  einander  verschiedene 
Werthe  annimmt,  während,  wenn  «^  =  6^  wird,  in  beiden  Füllen 


(^^^^.) 


unendlich  gross  wird,  und  ähnliches  gilt  für  vieldeutige  Entwicklun- 
gen, indem  man  dann  nur  die  grössten  in  )■  und  s  enthaltenen  gan- 
zen Zahlen  herauszunehmen  und  auf  die  Anzahl  der  in  jeder  Form 
enthaltenen  Lösungen  zu  achten  braucht.  Indem  man  nun  für  den 
Fall,  dass  die  erhaltene  Gleichung  unendlich  grosse  Lösungen  liefert, 
auf  die  unmittelbar  vorhergehende  Gleichung  die  reciproke  Substitu- 
tion anwendet,  wird  man  wieder  auf  ähnliehe  Gleichungen  geführt, 
und  muss  schliesslich,  wie  schon  aus  den  oben  der  Besprechung  dieser 
Methode  vorausgeschickten  allgemeinen  Betrachtungen  in  Betreff  der 
Reduction  vieldeutiger  Functionen  ersichtlich  ist,  zu  Gleichungen  ge- 
langen müssen,  welche  nur  einfache  Lösungen  liefern*),  und  für 
welche  sich  somit  die  aus  der  resultirenden  Gleichung  unmittelbar 
ersichtliche  eindeutige  Entwicklung  der  euien  der  beiden  zuletzt  ein- 


*)  Es  musa  noch  bemerkt  werden,  dass,  ivemi  wir  durch  eine  endliche  An- 
zahl von  Operationen  zu  diesem  Besultate  geführt  werden  sollen,  angenommen 
weiden  muss,  dass  in  der  urspriinghch  gegebenen  Gleichung  nicht  etwa  viel- 
iache  Pactoren  enthalten  Bind,  da  sonst  für  solche  gleiche  Lösungen  auch  stets 
die  neu  eingeföhrte  Variable  gleiche  Werthe  haben  würde,  wie  weit  wir  aneh 
die  Einfühcung  neuer  Variabein  fortsetzten,  und  wie  oft  wir  auch  die  Umkeh- 
rung der  Reihen  für  den  Fall  der  unendlich  grossen  Lösungen  wiederholten. 
Ebenso  wird  keine  der  aus  der  Benutzung  der  reciproken  Substitution  sich  er- 
gebenden Gleichungea  für  jedes  s  gleiche  Lösungen  geben  dürfen,  und  um  diese 
gleichen  Lösungen,  wenn  solche  vorkommen,  zu  beseitigen,  wird  man  offenbar 
nur  zwischen  dieser  Gleichung  und  ihrer  nach  der  abhängigen  Variabein  ge- 
a  Ableitung  die  gemeinsamen  Vactoren  zu  eliminiren  brauchen, 
et,  empt.  lunct.  13 
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geführten  Yariabelti  durch  die  andere  ergiebt;  jedenfalls  kann  man 
auf  diese  Weise  für  w  —  w^  vind  s  —  ^n ,  wenn  man  die  zuletzt  ge- 
fundenen RüihenentwickluDgen,  wie  sßhon  früher  auseinandergesetzt 
worden,  wieder  rückwärts  substituirt,  eindeutige  Elitwickelungen  nach 
steigenden  Potenzen  einer  Variabelu  i  —  t^  in  der  Form  aufstellen 

s  —  ^„  =  a,.{t  ~  Q--  +  a,.  +  i{i  —  t,y+^  -\-  ■  ■  ■ 

w^«yg=  hlt-Q'  +  i,  +  ,(t-t^y  +  '-\ , 

und  wird,  wenn  man  erwägt,  dasa  aus  der  ersten  dieser  Reihen  sich 

'-'.-«,  (8  -  2.)^  +  -,  (s  -  '«r  +  ■■ 

ergiebt,  und  diese  Entwicklung  in  jene  zweite  Reihe  einsetzt, 

„  _  ,,„  ~A.{z~  ,5„) '  +  ^„  + ,  (r  -  8.)'^^  +  ■  .  . 

erhalten.  Somit  ist  in  Jedem  Falle  die  Entwicklung  von  w  —  w^ 
nach  steigenden  positiven  Potenzen  von'  s  —  s^  gefunden  und  hieraus 
der  Zusammenhang  der  r  in  s^  zusammenzuheftenden  Blätter  der 
Riemann'scheu  Mäche  unmittelbar  erkennbar. 

Es  mag  zum  Schluss  dieser  Untersuchung  nur  noch  der  specielle 
Fall  hervorgehoben  werden,  in  welchem  dem  Werthe  z=-s^  r  gleiche 
Werthe  'Wi^  entsprechen,  und  daher  die  Gleichungen  statthaben 


(K) 


von  Null  verschieden ,  also  z^  für  iv  =  ii\  nur  eine  einfache  Lösung 
derselben  Gleichung  sein  soll;  dann  wird  die  Gleichung  (16),  in 
welche  lt^=\  ■lü.  setzen  ist,  nur  unendliche  Lösungen  liefern,  und 
somit  nach  der  allgemeinen,  oben  für  diesen  Fall  gefundenen  Ent- 
wicklung 

oder 

2-^0  =  c..-^{w  -  w,y  +  e.{w  -  w,Y  +  ^  +  ■  ■  ■ 
und  daher 

w  —  a\  =  rf|  (^  — -  ^u)  '■  -f-  f?2  (^  —  s„)  *"  -(--■■ 

zu  setzen  sein,  so  dass  alle  r  Wurzeln  einen  einzigen  Cyclus  von  r 
Elementen  bilden. 

Sind  nun  die  einzelnen  Cyclen  der  Wurzeln  für  die  Verzwei- 
gungspunkte der  Riemann'schen  Fläche  ermittelt,  und  die  Reihen- 
entwicklungen  der  Function   in   der  Nähe  jener  Punkte  aufgestellt, 
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SO  wird  man,  wenn  z.  B.  «,  ß,  y,  .  .  .  diese  V^rzweigungspunkte 
vorstellen,  zuerst  von  a  aus,  wenn  für  denselben  Cycleu  von  m,  n,  .  .  . 
Elementen  gefunden  sind,  einen  Schnitt  dnrcli  m  Blätter,  einen  sol- 
chen durch  «  Blätter  u,  s,  w,  in's  Uneudliche  legen  und  in  dem- 
selben je  m,  n,  ...  Blätter  in  der  früher  angegebenen  Weise  zu- 
sammenheften. Dasselbe  möge  für  alle  Verzweigungspunkte  geschehen 
sein,  so  dass  es  nunmehr  nur  noch  darauf  ankommt,  die  einzelnen 
Blätter  zu  kennzeichnen,  um  angeben  zu  können,  wie  dieselben  Blätter 
in  den  einzelnen  Verzweigungspiinkten  verbunden  sind.  Zu  dem  Ende 
geht  man  in  irgend  einem  Blatte  eontiuuiriich  z.  B.  durch  Taylor'- 
sche  Reihenentwicklungen,  ohne  Verzweigungsschnitte  zu  überschrei- 
ten, bis  in  die  Nähe  des  zweiten  Verzweigungspunktes  und  nehme 
nunmehr  den  so  erreichten  Punkt  als  in  demselben  Blatte  mit  dem 
Ausgangspunkte  liegend  an;  lässt  man  jetzt  die  Variable  einen  ge- 
schlossenen Umlauf  beschreiben,  so  gelangt  man  nach  der  schon  aus- 
geführten Zerschneidung  und  Verbindung  der  Blätter  in  ein  anderes 
Blatt  und  ordnet  den  nun  erreichten  Punkt  demjenigen  Blatte  zu, 
in  weichem  man  von  einem  in  der  Nähe  des  ersten  Verzweigungs- 
punktes  liegenden  Punkte  durch  continuirhche  Aenderung  zu  diesem 
betrachteten  Punkte  gelangen  kann.  Fährt  man  so  fort,  dies  für 
alle  Punkte  und  alle  Blätter  zu  thun,  so  ist  eine  feste  Bestimmung 
der  Blätter  getroffen,  und  somit  der  Weg  klar  vorgezeichnet ,  auf 
dem  die  vorgelegte  ßiemann'sche  Fläche  einer  beliebigen  alge- 
braischen Function  zu  einem  Ort  für  die  Variable  umgestaltet  werden 
kann,  von  dessen  Punkten  die  gegebene  Function  eindeutig  abhängt, 
und  dieäe  Fläche  wird,  wie  aus  früheren  Auseinandersetzungen  hervor- 
geht, aus  einer  Reihe  von  Blättern  bestehen,  die  alle  in  Verzwei- 
gungsschnitten mit  einander  zusammenhängen,  wenn  die  die  Function 
definirende  algebraische  Gleichung  eine  irreductible  ist;  wenn  diese 
Gleichung  jedoch  nicht  irreductibel  war,  dagegen  in  mehrere  Gruppen 
von  Blättern  zerfallen,  von  denen  je  zwei  Gruppen  höchstens  Punkte 
mit  einander  gemein  haben. 

Es  wird  der  Deutlichkeit  wegen  zweckmässig  sein,  die  Unter- 
suchung der  Cjelen  einer  algebraischen  Function  in  einem  bestimmten 
Verzweigungspunkte  an  einem  Beispiele  durchzuführen,  und  zwar 
wählen  wir  zu  dem  Zwecke  die  bereits  nach  positiven  Potenzen  von 
s  —  «0  und  tv  —  Wfi  geordnete  ganze  Function 

-f  c{w  ~w^Y  -\-d{z--Za)''  =  0. 

Indem  aus  der  Form  der  Gleichung  unmittelbar  ersichtlich  ist, 
dass  dem  Werthe  s  =  s^  die  Lösungen  der  Gleichung 

«("-».)'  +  «("-  ».)■  -  (»■  -  «'.)'  («  (»  -  «■.)'  +  e)  -  0, 
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d.  h.  die  (Ireifaclie  Wiitzel  fw,,  itnd  die  drei  von  oinandor  verschie- 
den eii  Lösungen 

.,-|/I,  .,-.;/i.  „..-«'f;. 

entsprechen,  wenn  a  eine  dritte  Einheitswurzel  bedeutet,  wird  es 
unnöthig  sein,  uns  mit  den  Entwicklungen  der  w-Functiou  in-  der 
Umgebung  des  Punktes  s^  zu  beschäftigen ,  welche  für  s  ^  ä'o  die 
drei  zuletzt  bezeichneten,  Werthe  der  Variaheln  w  liefern,  da  diese 
Entwicklungen  nach  dem  Früheren  nichts  als  die  nach  positiven  stei- 
genden Potenzen  von  s  —  Sq  fortlaufenden  Taylor'schen  Reihen  sein 
können,  für  deren  Coeffieientenbestimmung  nur  die  Werthe  der 
Grössen 

(dv)\       (d:'v)\        (dHn\ 

\d^  )'     \(U^')'     \d^')'  ■  ■  ■ 

mit  Hülfe  wiederholter  Differentiation  aus  der  obigen  Gleichung  mu 
ermitteln  sind.  Was  aber  die  Entwicklung  der  drei  Werthe  von  w 
betriift,  welche  für  s  =  s^^  den  gleichen  Werth  w^  annehmen,  so  wird 
zuerst,  wie  oben  gefordert  wurde,  die  vorgelegte  Gleichung  nach 
steigenden  Dimensionen  in  der  Form 


^,)>  (■» 


zu  setzen  sein,  wodurch  dieselbe,  wenn  durch  (5  —  2^y  dividirt  wird,  in 

übergeht.  Setzt  man  in  diese  2  =  ^«,  so  folgen  drei  der  Null  gleiche 
Werthe  yon  v^,  und  um  nun  die  Taylor'sche  Entwicklung  von 
/i(^ii  ^)  ^^"^^  steigenden  Dimensionen  geordnet  zu  erhalten,  wird 
man  somit  nur  zu  schreiben  brauchen 

setzt  man  nunmehr  wieder 


1  =  /■(•<',  2)  ■=»("■- ■ 

«'.)" 

+  »(»- 

".)' 

+  ,!(.   ^. 

'.y  +  '•  (' 

«u  niid  hierill  ziiurst 
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SO  Grgiebt  sich,  weuii  durch  {e  —  s^^f  dividirt  wird, 

-|- a(Ä —  ?„)"  Vj 
welche  wieder  für  ^  =  ä,,  die  drei  gleichen  Lösungen  v^^O  liefert. 
Ordnet   mau  nunmehr  diese  Gleichung,   so  dass  sie   die   (üestalt  an- 
nimmt 

0  -  f,{v„  e)  -  ä{i  ^  i,) 

+  H» -».)■•»,' 

SO  überzeugt  man  sich  unmittelbar,  dass,  wenn  man  jetzt  wieder  eine 
Substitution  voji  der  Form 

'"^     — ., 

machen  und  durch  z  —  z^  dividiren  würde,  sämmtliehe  Werthe  von 
Vj  unendlich  gross  würden,  und  dass  man  daher  auf  die  vorige  Glei- 
chung die  reciproke  Substitution 

^''  -  "s 

anwenden  muss,  in  welchem  Falle,  wenn  mit  v^  dividirt  worden,  jene 
Gleichung  in 

0  =  h{v,,  V,)  =  dv^ 

übergeht,  welche  für  v^^^^  die  einfache  Lösung  v^  liefert  und  somit 
v^  als  eindeutige  Function  von  b^  definirt;  um  nun  diese  Tayior'sche 
Reihenentwicklung  bilden  zu  können,  ist  es  nöthig,  die  eben  erhaltene 
Gleichung  successive  nach  v.^  zu  differenziren ,  und  man  erhält  dann, 
wie  leicht  zu  sehen. 


&)-«'  ©)  = 


d' 


folgt,  worin  (tg,  fi^,  ...  bis  zu  jeder  Gränze  hin  aus  der  obigen 
Gleichung  hergeleitet  werden  können.  Mit  Benutzung  der  obigen 
Substitutionsgleichung  erhält  man 
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und  durch  ümkehriing  dieser  Reihe  nach  bekaimten  Methoden 

so  dass  endlich  vermöge  der  Beziehungen 

die  Entwicklung 

„  _  ,„, (1)*  (2  -  2,f  +  r,  (s  -  2.)'  H 

folgt,  und  daher  jene  drei  Zweige  der  algebraischen  Function,  welche 
für  g  ^=  g^  den  gleichen  Werth  w,,  annehmen,  einen  Cyclus  yon  drei 
Elementen  bilden. 
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Der  Logarithmus  und  die  Exponentialfunction. 

Nachdem  die  einfachste  Klasse  cler  unmittelbar  in  analytischen 
Ausdrücken  sieh  darbietenden  Functionen,  die  algebraischen  Func- 
tionen, behandelt  worden,  soil  auf  diese  gestützt  die  weitere  Einfüh- 
rung neuer  analytischer  Fuoctioiien  daclurch  geschehen,  dass  wir  die- 
jenigen Functionen  suchen,  deren  Ableitung  rational  aus  der  Varia- 
bein und  einer  bestimmt  vorgelegten  algebraischen  Function  dieser 
Variabein  zusammengesetzt  ist,  oder,  wie  man  auch  nach  späteren 
Auseinandersetzungen  als  völlig  gleichbedeutend  wird  sagen  dürfen, 
mit  einer  gegebenen  algebraischen  Function  gl  eich  verzweigt  und  nur 
in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  algebraisch  von  einer  end- 
lichen Ordnung  unendlich  ist*). 

Gfeben  wir  von  dem  einfachsten  Falle  aus,  in  welchem  die  Ab- 
leitung der  zu  behandelnden  Function  rational  aus  der  Variabein 
und  der  durch  eine  in  w  linearen  algebraischen  Gleichung  von  der 
Form 

».  (2)  «»  +  »l  W  -  0 
definirten  Function  jy  zusammengesetzt  ist,  ode.r,  wie  man  dies  in 
diesem  einfachen  Falle  unmittelbar  erkennt,  in  welchem  die  Ablei- 
tung eine  wie  w  verzweigte  Function,  nämlich  eine  rationale  Func- 
tion von  0  ist,  die  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  un- 
endlich von  der  ersten  Ordnung  sein  wird,  so  wird  es  sich  um  Tnte- 
tegrale  von  der  Form 


=/- 


handeln,  in  welchen  ^  (?)  und  f^  {s)  ganze  Functionen  von  z  bedeuten, 

*)  Ba  wird  ferner  später  gezeigt  werden,  dass  eine  iu  der  durch  Querschnitte 
in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelten  Riemann'schen  Fläche 
einer  algebraischen  Function  eindeutige,  beim  Ueberechreiten  der  Quetschnitte 
gegebene  (eelle  TheÜe  ihrer  Periodicitätsmoduln  besitzende  Function,  die  in 
einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  dieser  Fiächo  algebraisch  von  einer  end- 
lichen Ordnung  und  logarithniisch  unendlich  wird,  wie  eine  festvorgelegte  Func- 
tion dieser  Art,  bis  auf  eine  additive  Constante  bestinimt  ist. 
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die  keinen  gemeinsamen  Factor  haben,  und  «^  irgend  einen  festen- 
in  der  Ebene,  welche  die  ßiemann'aehe  fläche  der  rationalen  Func- 
tion vorstellt,  angenommeneu  Punkt  bedeutet.  Zur  Di?cu8sion  dieses 
Integrales  sind  nach  den  froheren  allgemeinen  Auseinandersetzungen 
alle  diejenigen  TJn Stetigkeitspunkte  «,.  auszusehliessen,  in  deren  Nähe 
die  Entwickelung  der  rationalen  Function  das  Glied  mit  der  nega- 
tiven ersten  Potenz  von  s  —  «r  enthalt,  und  der  unendlich  entfernte 
Punkt  nur  dann,  wenn  die  Entwickelung  der  Function  in  der  Nähe 
dieses  Punktes  die  erste  negative  Poteuz  von  z  einschliesst. 

Seien  nun  die  im  Endlichen  liegenden  Unstetigkeitap unkte 


und  die  Form  der  rationalen  Function 


=  «n  +  ff,  g  -j-  «2  ^^  +  ■ 


+  : 


^2 


(2- 


iv)= 


SO  werden  nur  diejenigen  jener  Unstetigkeil 
sein,  für  welche  jIJ"'  von  Null  verschiedi 
sehen,  in  der  Umgebung  des  unendlich  enl 


;spunkte  «^  auszuschlicssen 
und  da,  wie  leicht  zu 
kernten  Punktes 


^^-10+=;^^ 


in  der  für  die  Umgebung  des  unendlich  entfernten  Punktes  gültigen 
Entwickelung  somit  der  Coefficient  von  — 


S^' 


Af 


ist,  so  wird  ferner  nur  dann,  wenn  'diese  Summe  verschwindet,  der 
unendhch  entfernte  Punkt  nicht  auszuschlicssen  sein;  in  jedem  Falle 
wird  man  früheren  Auseinandersetzungen  gemäss  von  den  unendlich 
kleinen  Curveu  aus,  welche  die  auszuschUessenden  Punkte  umgeben, 
Linien  in  die  Unendlichkeit  ziehen  und  diese  als  die  neuen  Quer- 
schnitte betrachten  dürfen,   indem  für   den  Fall  der 
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des  unendlich  entfernten  Punktes  jede  dieser  Linien  oifenbar  einen 
neuen  Querschnitt  darstellen  wird,  wahrend  im  entgegengesetzten 
Falle  zwei  derartige  Linien  zusammengenommen  immer  als  ein  zwischen 
je  zwei  unendlich  Iileiuen  Curven  sich  hinziehender  Querschnitt  zu 
betrachten  sind;  man  könnt»  selbstverständlich  im  ersten  Falle  mit 
Ausnahme  eines  Querschnittes,  im  letzten  Falle  ohne  Ausnahme  im 
Endlichen  liegende  Verbindungslinien  ?on  je  zwei  Punkten  jener  Cur- 
ven    als  Querschnitte  einführen. 

Es  werden  sich  sodann  sämmtliehe  Integral  wer  the  von 


ds 


durch  den  auf  der  jetzt  einfach  zusammenhängenden  Fläche  bestimm- 
ten und  von  dem  Integrationswege  unabhängigen  Werth  tt>,  und 
Multipla  der  beim  U  eher  schreiten  der  Querschnitte  eintretenden  Stetig- 
keitsspriinge  zusammensetzen,  welche  letztere  bekanntlich  als  ge- 
schlossene Integrale  um  die  einzelnen  Unstetigkeitspunkte  genommen 
nichts  anderes  sind,  als  das  Product  von  Sjrt  in  den  Coefficienten 
der  negativen  ersten  Potenz  von  ^  —  «^,  in  der  Entwickelung  der 
Function  für  die  Umgebung  des'Unstetigkeitspunktes  ß^,  so   dass 

«  =  »,  +  2»i  (™,  4»  +  m,  4"  +  .■••  +  .»,4"), 

wird. 

Was  nun  die  Werthe  der  auf  der  nunmehr  einfach  zusammenhän- 
genden Fläche  verlaufenden  Integrale  angeht,  so  ist  aus  den  früheren 
allgemeinen  Untersuchungen  unmittelbar  zu  entnehmen,  dass  dieselben 
endlich  sind,  wenn  der  Integration s weg  durch  keinen  der  Unstetig- 
keitspunkte geht,  dass  sie  jedoch  stets  unendlich  werden,  wenn  der- 
selbe nach  einem  der  Punkte  Ki,  cc^,  ■  •  ■  ■  k,  fährt,  und  dass  endlich 
das  in  die  Unendlichkeit  sich  erstreckende  Integral  nur  dann  end- 
lich ist,  wenn 


=  0 


ist,    d.  h.  wenn  /j,  (z)   einen  mindestens  um  zwei  Einheiten  höheren 
Grad  hat  als  f^  {z). 

Uebrigens  lässt  sich  die  allgemeine  Form  des  Integrales  einer 
rationalen  Function  unmittelbar  aus  der  'oben  angegebenen  Gestalt 
solcher  Functionen  herleiten,  indem  dasselbe  nur  aus  Theilen  der 
folgenden  Art 


S^k'  h^'  J^- 


zusammengesetzt  ist,   von  denen  die  beiden  letzten  sich  als  die 
braischen  Functionen 
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ergeben,  wahrend  das  erste  als  Integral  einer  ^Function,  von  welcher 
der  Bntwickelungscoefficient  von  (^  —  f^/i)"'  i^^  ^^^  Umgebung  von 
cCf,  die  Einheit  ist,  eine  unendlich  vieldeutige,  also  keine  algebraische 
Function  darstellt,  welche,  wenn  der  Querschnitt  von  einem  Peri- 
pheriepunkte der  um  k,,  gezogenen  unendlich  kleinen  Curve  zu  der' den 
unendlich  entfernten  Punkt  ausschliess enden  Linie  gezogen  wird, 
in  der  so  entstehenden  einfach  zusammenhängenden  Fläche  überall 
eindeutig  und  stetig  ist  und  nur  beim  Ueberschreiten  jenes  Quer- 
schnittes einen  Stetigkeitssprung  erleidet,  dessen  Werth  2jEi  ist. 


0-logl'-), 


anf  der  Riemann'schen  Fläche  genommen,  welche  durch  den  vom 
Nullpunkt  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  gezogenen  Quer- 
schnitt eindeutig  gemacht  ist,  so  wird 

ß-±'--ß'Lß'^f{f'L  H  (.  -.  „j  -  log  (,.  -  „,), 

und  es  ist  "iomif  det  Loganthmw  von  s  dti,  eiMtge  neue  tt anscmdefite 
Function  udche  ««s  der  Inipg> atton  tahonalei  Fmidionen  vonsJiei- 
tntgeM  und  deiselhe  i«t,  wie  au"!  dem  Voi  hei  gehenden  folgt,  eine 
unendlich  vieldeutige  Function  mit  dem  Penodicitatsmodul  2jti 

Um  hiei  unmittelbar  die  charakteiistische  Eigenschaft  des  Loga 
i]thmu'!  inzuschlie'ä&en,  ist  nur  nothig  zu  bemeiken,  das«  ins 

d  •  ZiS^  =  gf  ds^  +  ?j d^i 
oder 

d'  ^,^i ä^t   I    dz-, 

"z^"^~z^'^  Zi 
nach   der  vorher  gegebenen  Definition  des  Logarithmus   durch  Inte- 
gration für  gj   und  s^  also  auch  für  s^  Sj  von   dem  Werthe  1   an  bis 
zu  beliebigen  Werth en  dieser  Variabein 

t—=  T— 4-   C— 

oder 

log  S)  ^2  =  log  2,  -|-  log  2, 

*)  wobei  bemerkt  sein  mag,  dass  diese  Function  nach  den  in  der  siebenten 
VorleBiing  aufgestellten  Criterien  für  3=^0  und  s=oo  unendlich  groas  ist,  sonst 
überall  endlich  bleibt. 
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folgt,  worin  der  Integration s weg  für  das  links  stehende  Integral 
durch  die  für  die  beiden  rechts  stehenden  Integrale  verzeichneten 
Wege  dadurch  gegeben  ist,  dass  seine  Punkte  durch  das  Product  der 
beiden  entsprechenden  Punkte  der  andern  gefunden  werden;  dadurch 
werden  auch  die  Vielfachen  von  2roi  gegeben  sein,  die  auf  beiden 
Seiten  zu  den  Logarithmen  hinzutreten,  wenn  diese  eindeutig  auf  der 
oben  bezeichneten  Fläche  bestimmt  sind.  Die  eben  gefundene  Be- 
ziehung lehrt,  äass  sich  zwei  logarithmische  Integrale  additiv  zu  einem 
ebensolchen  verbinden  lassen,  dessen  obere  Gränse  das  Frodud  der 
oberen  Grämen  der  beiden  Integrale  ist,  und  fiir  waches  der  Integra- 
Uonsweg  durch  eben  diese  Belation  mit  den  Integrationswegen  der  bei- 
den andern  Integrale  verbunden  ist. 

Fassen  wir  nun  nicht  in  der  vorgelegten  Differentialgleichung 

^' d,~-fM 

w  als  Function  von  s  auf,  sondern  umgekehrt  s  als  Function  von  w, 
beschäftigen  uns  also  mit  dem  in  der  Functionen! ehre  sogenannten 
JJmkehr^ngsprobleme  und  werfen  die  Frage  auf,  wann  wird  z  eine  in 
der  ganzen  Ebene  eindeutige  Function  von  iv  sei%  wobei  wir  die 
Fälle  sondern  werden,  in  welchen  die  Eindeutigkeit  auch  für  den 
unendlich  entfernten  Punkt  gefordert  wird  oder  nur  auf  die  im  End- 
lichen gelegenen  Punkte  der  Ebene  sieh  erstrecken  soll,  so  wird  sich 
eine  neue  transcendente  Function  ergeben,  welche  die  Umkehrungs- 
function  der  logarithmischen  Tr  an  sc  en  deuten  bildet.  Nach  den  in 
der  achten  Vorlesung  aufgestellten  Criterien  für  die  Eindeutigkeit 
einer  durch  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

dw -.,    , 

J^  —  TW 

definirten  i\inction  nämlich  ist,  wenn  dieselben  so  ausgesprochen 
werden,  wie  wir  sie  nunmehr  stets  anwenden  wollen,  die  Function  für 
den  einem  endlichen  Werthe  Wf^  entsprechenden  Werth  der  Variabein 
,  wenn  die  Entwicklung  von  f{w)  nach  steigenden  Potenzen 


{iv  —  iv^  "  oder  {w  —  tv^  " 
beginnt,  je  nachdem  der  Anfangs exponent  kleiner  oder  grösser  als 
die  Einheit  ist  oder  anders  ausgesprochen  dem  endliehen  Werthe  w^ 
ein  endlicher  oder  unendlich  grosser  Werth  von  s  entspricht,  und 
ebenso  eindeutig  für  den  einem  unendlich  grossen  Werthe  von  lo 
entsprechenden  ^- Werth,  wenn  die  Entwickelung  von  fiw)  nach 
fallenden  Potenzen  von  w  mit 

w  '"    oder  tv  " 
anfängt,  je  nachdem  der   Anfangsesponent  grösser  oder  kleiner  als 
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die  Einheit  oder  dem  unendlich  grossen  Werthe  von  w  ein  endlicher 
oder  unendlich  grosser  Werth  von  s  zugehört;  in  allen  Fällen  zeigt 
der  Exponent  1  die  Vieldeutigkeit  der  Function  in  dem  entsprechen- 
den Pnnlste  an.  Wenden  wir  nun  diese  Criterien  anf  nnsore  Differen- 
tialgleichung anj  der  wir  die  Form  geben 
i-i,.  dl  _  4(£) 

^    > dw  f,{S!)' 

SO  ist  unmittelbar  zu  sehen,  dass,  wenn  3  eine  in  der  ganzen  Ebene 
(den  unendlich  entfernten  Punkt  mit  eingeschlossen)  eindeutige  Func- 
tion von  w  sein  soll,  vor  allen  Dingen  die  Entwicklung  der  rationalen 
also  eindeutigen  Function,  welche  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2) 
bildet,  nach  steigenden  Potenzen  von  s  —  g^  entweder  mit  (2  —  0^]" 
d.  h.  einer  Constanten,  oder  mit  (s  —  si^Y  beginnen  muss,  so  dass 
jedenfalls  diese  rationale  Function  für  kein  endliches  0  uuendlich 
werden  kann,  also  eine  ganze  Function  sein  muss,  welche  mit  EUck- 
aicht  darauf,  dass  dem  Werthe  w?  =  00  ebenfalls  nur  ein  Werth  der 
Function  z  entsprechen  soll,  die  Form  haben  muss 

a  oder  a  (p  ^  2^)', 
indem  dadurch  auch  zugleich  die  zweite  der  oben  aufgestellten  Bedin- 
gungen   befriedigt    sein    wird,   dass    nämhch   die  Entwicklung  nach 
fallenden  Potenzen  von  s  mit  s^  oder  s"   beginnen  muss;   die  durch 
die  Gleichungen 

dt  -.dz  !  \i 

—  =  «  und  ^-  =  o  (a  —  ,?„)' 

definirten  Functionen  sind  somit  die  einzigen  in  der  ganzen  Ebene 
(den  unendlich  entfernten  Punkt  mit  eingeschlossen)  eindeutigen,  in 
der  Differentialgleichung  (1)  enthaltenen  Functionen.  In  der  That 
liefert  die  unmittelbare  Integration 

z  —  s„  1=  ([  (iü  —  V)^  und  ^  ^  Zti'^  ^  [■-,-„  _  ^'  j  I 
worin    im   ersten  Falle  w^ifo,  s^j^u,  im  zweiten  Falle  w^oo, 
z  =  z^  entsprechende  Werthe  sein  sollen,  also  jedenfalls  bekannte  ra- 
tionale Functionen. 

Lassen  wir  nun  die  Bedingung  fallen,  dass  die  durch  die  Glei- 
chung (2)  definirte  Function  s  auch  für  tv  =  co  eindeutig  sein  soll, 
sondern  stellen  die  Bedingung  der  Eindeutigkeit  nur  für  die  im  End- 
lichen gelegenen  Punkte,  so  wird  jedenfalls  jene  rationale  Function 
von  g  nach  steigenden  Potenzen  von  s  —  s^  entwickelt,  vorausgesetzt 
dass  der  Exponent  kleiner  als  die  Einheit  ist,  mit  (s  —  e^T  beginnen 
d.  h.  für  2  =  ßg  endlich  und  von  Null  verschieden  sein  müssen,  es 
wird  somit  die  Function,  da  sie  nur  dann,  wenn  die  Entwicklung 
mit  einem  Exponenten  beginnt,  welcher  kleiner  als  die  Einheit  ist, 
luiendlich  sein  kann,  ebenfalls  wieder  für  keinen  endlichen  Werth 
von  s  unendlich  und  daher  wieder  eine  ganze  Function  von  0  sein; 
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da  nun  ferner  die  Fiitwieklung  nach  fallenden  Potenzen  von  s,  wenn 
der  Anfangsexpo aent  grösser  als  die  Einheit  ist  (in  welchem  Falle 
dem  s  =  as  ein  endlicher  Werth  von  w  entspricht),  mit  «'^ -beginnen 
soll,  so  werden  alle  in  der  ganzen  Ebene  (der  unendlich  entfernte 
Punkt  ein-  oder  ausgeschlossen)  eindeutige  Functionen,  welche  in  der 
obigen  Differentialgleichung  enthalten  sind,  der  Gleichung 


(;)). 


dz 


O0+«l^  +  "ä^ 


genügen  müssen,    worin    die   Grössen  «„,   a,,   a.,   beliebige   endliehe 
Werthe  haben  und  auch  verschwinden  können. 

Behandeln    wir    den    einfachsten    hierin    enthaltenen    Fall,     in 
welchem 


=  1 


ist,  so  erhält  man 


sich 


=  1   w  ^  0   gehören  soll, 


=  log^ 


ei'giebt"^'}.  Nach  den  obigen  AuseinaudersetKungen  wird  nun,  wäh- 
rend logs  eine  unendlich  vieldeutige  Function  darstellt,  deren  Werthe 
in  jedem  Punkte  sich  um  beliebige  Vielfache  des  Periodicitätsmoduls 
2jti  unterscheiden,  g  als  Function  von  w  betrachtet  eine  für  alle 
endlichen.  Werthe  von  w  eindeutige  Function  dieser  Variabein  sein, 
welche  wir  mit 


bezeichnen  wollen,  und  es  wird  sich  somit  ^,  da,   wie  vorher 
endlichen  Werthen  des  w  auch  endliche  ß  entspreche 
der   Maclaurinschen   ßeibe    entwickeln    lassen,    die, 
Werthe    d.er   Differentialquotienten    für   tv  =  0    aus 
Differentialgleichung  und  deren  Ableitungen 


nach 
wenn  man  die 
der   gegebenen 


d^z 


cPz 


~dw 


entnimmt,  die  Form  erhält 

Der  dem  Additionstheorem  der  Logarithmen   i 
für  die  Ümkehrungsfunction  e™  nimmt,  wenn 


*)  -während   allgemein,    wenn  j  =  ä,,,  mi  =  ! 
sollen,  da»  Integral  dieser  Difterentialgleichung 


entsprechende   Werthe   i 


■'»«ö 
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oder 

gesetzt  wird,  die  i'orm  au. 

wonach  sich  die  Exponentialfunction  von  der  Summe  zweier  Argu- 
mente rational  durch  die  Functionen  von  den  einzelnen  Argumenten 
ausdrückt.  Endlich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass,  weil  für  das- 
selbe s  der  Logarithmus  unendlich  viele  um  Vielfache  von  2%i  sich 
unterscheidende  Werthe  besitzt,  die  Function  3:  =  e"  die  Eigenschaft 
haben  wird,  dass,  wenn  iv  um  ganze  Vielfache  von  2^i  sich  ändert, 
der  Werth  der  Function  ungeändert  bleibt,  die  Exponentialftmction 
somit  die  Penode  2%i  hat. 

Der    allgemeine  Fall    der  Gleichung  (3)   giebt  nichts  von   dem 
eben    erhaltenen    Resultate    wesentlich   verschiedenes;    denn,    da   die 
.gen  der  Gleichung 


-a,  -\-Vai^  —  ia„ai 


ausgedrückt  sind,  so  wird  die  Zerlegung  in  Partialbrüche  die  Glei- 
chtmg  (3)  in 


dz  Ya^i  —  iaaUi     ^  —  ^i         fo,' —  4%  o^     ^  —  ^2 

überführen  und  somit  durch  Integration*),  wenn  s  =  Stt  ^'^'^  tv=^w^ 
entsprechende  Werthe  sein  sollen,  worin  g^  von  s^  und  z^  verschieden 
angenommen  wird,  den  Ausdruck  liefern 

— »«-r;;^;  |'og(^)-H(^^|)l 

oder 

'»ü  igisais'i = (» ~ «'.)/».'-  *  »•»- 

woraus  sich  mit  Hülfe   der  vorher  eingeführten  Umkehrungsfunction 

ergiebt,  und  diese  Function  sowie  die  beiden  früher  gefundenen  alge- 
braischen liefern  sämmtliche  für  alle  im  Endlichen  gelegenen  Punkte 

*)  wobei  die  Integrale  auf  dea  entsprechenden  einfach  zusammenhängenden 
Flächen  genommen  fest  bestimmte  Werthe  haben. 
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der  Ebene  eindeutigeu  Functionen,  welche  :aus  der  Umkehrang  der 
Integrale  rationaler  Functionen  entstehen  konneu.  Es  soll  nur  noch 
der  specielle  Fall  hervorgehoben  werden,  in  welchem 

üff  ^1,   ffl|  =  0,   «2=1 
ist,  und  die  Differentialgleichung  somit  in 

dw  _  _i 

da'        i  +>' 
übergeht;  setzt  man   dann  unter  der  Annahme,  dass  s  =  0   m  =  0 
entsprechende  Werthe  sind, 

und  die  Umkehrungsfun ction 

s  =  tgw^, 
so  sind  diese  Functionen,  denen  wir  in   der  Theorie  der  tiigonome- 
trischen  Functionen   wieder   begegnen,  mit  der  logaritb mischen  und 
deren   TJmkehrungsfunction ,    der   Exponentialfnnctiön,   wie   aus    den 
obigen  Ausdrücken  unmittelbar  zu  ersehen  ist,  durch  die  Gleichungen 

»-,A.-ctg»_i!og(l±|5). 
tmd 


verbunden,  und  der  Periodicitätsmodul  von  Arctg^,    also  die  Periode 
von  tgif,  wird  dann  den  VVerth  n  haben. 

Wollte  man  für  die  hier  gefundene  neue  Transcendente  &"  die 
bei  der  Besprechung  der  rationalen  und  algebraischen  Functionen 
aufgeworfene  Frage  behandeln,  ob  die  durch  die  Eindeutigkeit  oder 
Vieldeutigkeit  der  Function  und  die  Anzahl  und  Lage  der  Werthe, 
für  welche  sie  von  gegebener  Ordnung  unendlich  gross  wird,  gelie- 
ferten Merkmale  derselben  auch  für  dieselben  charakteristisch  seien, 
so  würde  man  von  den  Grundeigenschaften  der  Exponentialfun ction 
auszugehen  haben,  welche  darin  bestehen,  dass  dieselbe  eine  für  alle 
im  Endlichen  gelegenen  Punkte  der  Ebene  eindeutige  Function  ist, 
welche,  wie  die  Maclaurinsche  Entwickelung  zeigt,  im  Punkte  m;  =  co 
einen  Discontinuitätspunkt  zweiter  Gattung  besitzt,  und  in  der  gan- 
zen unendlichen  Ebene  weder  Null  noch  unendlich  gross  wird.  Sucht 
man  nun  alle  für  die  im  Bndlichen  gelegenen  Punkte  eindeutigen 
Functionen  von  w,  die  für  keinen  dieser  Punkte  verschwinden  oder 
unendlich  gross  sind,  so  wird,  wenn  f{w)  eine  solche  Function  be- 
zeichnet und 
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gesetzt  *ird,  F(^)  eine  für  alle  endlichen  w  eindeutige  Function 
sein,  die  für  keinen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  unendlich  gross 
wird;  es  wird  nämlich  die  logarithmisehe  Function,  wie  unmittelbar 
aus  deren  Integralausdruck  hervorgeht,  nur  dann  unendlich,  wenn 
das  Argument  verschwindet  oder  unendlich  ist,  und  nur  fiii-  diese 
Werthe  hat  dieselbe  einen  Verzweigungspunkt,  während  sie  in  jedem 
andern  Punkte  eindeutig  ist.  Es  wird  sich  somit  nach  der  für  /"(-ic) 
gemachten  Annahme  F{w)  als  eine  für  alle  im  Endlichen  gelegenen 
Punkte  eindeLitige  und  nicht  unendlich  werdende  Function  in  eine 
nach  positiven  steigenden  Potenzen  der  Variabein  fortschreitende,  fiir 
alle  endlichen  Werthe  derselben  convergente  Reihe  entwickeln  lassen, 
und  f{iv)  in  der  Form 

f{,v)  _  e'm 
darstellbar  sein.    Umgekehrt  ist  aber  aueli  sofort  ersichtlich,  dass  für 
jedes  F(w),  welches  in  eine  für  alle  endlichen  Werthe  der  Variabein 
convergente  Potenzreihe  derselben  entwickelbar  ist, 

für  alle  im  Endlichen  gelegenen  Werthe  der  Variabein  die  verlangte 
Eigenschaft  der  Eindeutigkeit  hat  und  für  keinen  dieser  Werthe  Null 
oder  unendlich  wird,  da  F{w)  selbst  nur  füi-  w  =  <x>  unendlich  gross 
wird;  es  sind  somit  die  oben  angegebenen  Eigenschaften  die  für  die 
Function  e*"'""'  charakteristischen. 

Um  die  Eigenschaften  der  Exponentialfunction  als  einfach  perio- 
discher Function  näher  zu  imtersuchen,  wird  es  nothig  sein,  etwas 
genauer  auf  eine  Abbildnngsaufgabe  einzugehen,  wie  wir  sie  später 
analog  für  höhere  Transeendente  behandeln  werden. 

Da 


-J? 


auf  der  durch  einen  vom  Nullpunkte  zu  dem  unendlich  entfernten 
Punkte  gezogenen  Querschnitt  einfach  zusammenhängend  gewordenen 
Fläche  in  dem  bekannten  Sinne  eine  Function  von  s  ist,  die  in  jedem 
Eonkte  nur  einen  Werth  hat,  so  wird  man  die  durch  diese  Function 
hergestellte  Abbildung  jener  Fläche  suchen  können,  die  ihr  nur  dann 
Kg.  48. 

nicht  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  zu  sein  braucht,  wenn  -j- 
verschwindet  oder  unendlich  gross  ist.  Ist  nun  von  einem  Peripherie- 
punkte, der  den  Nullpunkt  ausachliessenden   unendlich  kleinen  Curve 
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eine  gerade  Linie,  die  wir  zur  reellen  Achse  nehmen,  als  Querschnitt. 
in  die  Unendlichkeit  gezogen ,  und  lässt  man  die  Variable  3  die  Be- 
gränzuiig  der  nunmehr  einfach  zusammenhängenden  Fläche,  also  die 
geschlossene  Curve 

yßccrjttdy 
hesehreiben,  so  wird,  da 

'W  =  lüg.? 

ist  und  für  den  ersten  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  uiiendüch 
kleinen  Kreis  in 

g  ==  re'i' 
also  in 

j(i  =  logre"/'  =  log'/'  -|-  i(p 
r  constant  zu  setzen  ist,  der  reelle  Theil  von  lo  constant  und  nega- 
tiv unendlich  gross  sein,  während  der  rein  imaginäre  Theil  von  0  bis 
—  2ia  sich  verändert,  vorausgesetzt,  dass  man  von  dem  reellen  Wei-tli 
des  Logarithmus  ausgeht,  und  somit  die  Variable  w  eine  auf  der 
negativen  reellen  w-Achse  in  der  Unendlichkeit  senkrecht  stehende 
Linie  von  der  Länge  — 2  je  beschreiben.  Bewegt  sich  nun  die  Vari- 
able 0  weiter  von  «  nach  ij,  so  bleibt  der  rein  imaginäre  Theil  un- 
verändert, während  logr  alle  reellen  Werthe  ^.      g 

von  —  oo  bis  -|-  oo  durchläuft,  so  dass  w  in  .t- 

der  Entfernung  —  2ra   eine  zur  reellen  w- 

Achse   parallele    unendliche  Grade   in   der  J^ _^^._ 

Richtung  des  Pfeiles  besehreibt.    Es  bedarf  ~* 

keiner  weitern  Ausführung,  dass  die  w)-Variable  für  den  den  unend- 
lich entfernten  Punkt  umschhessenden  Kreis  wieder  in  einer  Senk- 
rechten zur  reellen  Achse  zurückkehrt*)  und  der  Linie  dy  entspre- 
chend die  reelle  iw-Ächse  in  der  Richtung  des  Pfeiles  beschreibt.  Es 
wird  somit  der  Parallelstreifen,  dessen  Breite  2jr  ist,  die  Abbildung 
jener  einfach  zusammenhängenden  Fläche  liefern,  und  es  wird  Aehn- 
lichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  für  alle  Punkte  derselben  stattfinden, 
da  die  beiden  Punkte,  in  denen  £^  Null  und  unendlich  wird,  ausge- 
schlossen sind,  oder  die  beiden  entsprechenden  in  dem  Par alleis treifen 
der  w-Variabeln  in  der  Unendlichkeit  liegen.  Gehen  wir  von  einem 
andern  Werthe  des  Logarithmus  aus  oder  lassen  wir  von  1  nach  y  den 
Integrationsweg  den  Quereehnitt  ein-  oder  mehrereraal  überschreiten, 
so  wird,  wie  früher  gezeigt  worden,  der  Logarithmus  mit  Werthen 
beginnen,  die  sich  von  dem  früheren  Anfangswerthe  um  Vielfache 
von  231!  unterscheiden,  im  Uebrigen  aber  die  weitere  Werthereihe 
genau  so  verlaufen  wie  früher,   nur  um  jene  Vielfachen   der  Grösse 

•)  indem  maa  nur  den  dea  uneadlich  entfeiüteii  Punkt  umBchliesBenden 
Kreie  als  unendlicli  grossen  Kreis  aufzufaaeen  braucht,  um  einzusehec,  daas  der 
Winkel  sich  .jetüt  ia  entgegeagesetzter  Kichtuag  dreht. 
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2mi  vermehrt,  und  daher  die  w-Variable  einen  ■ 
Vielfache  von  231;  höher  oder  tiefer  gelegenen  Parallelstreifen  be- 
schreiben, so  dass  die  ly-Ebene  sich  mit  einer  Reihe  anein anderstos- 
Sender  Paraiielräume  von  der  Breite  2«  bedecken  wird,  in  deren 
jedem  die  ä^- Variable,  welche  mit  w  dnrcb  das  Integral 


'ß 


verbunden  ist,  alle  Werthe  und  zwar  jeden  nur  einmal  annimmt. 

Es  ist  somit  e"'  eine  flSr  alle  endlichen  Werthe  von  tv  eindeutige 
periodische  Function,  welche  innerhalb  jenes  Parallelstreifens,  den 
wir  von  nun  an  Periodenstreifen  nennen  wollen,  alle  Werthe  und 
zwar  jeden  nur  einmal  annimmt.  Dass  aber  e"  für  w  =  <x>  einen 
Discontinuitätspunkt  zweiter  Gattung  besitzt,  wie  vorher  bemerkt 
worden,  also  für  w  =  co  jeden  endlichen  und  unendlich  grossen 
Werth  annimmt,  widerspricht  nicht  der  eben  gefundenen  Thatsache, 
wonach  diese  in  jedem  Periodenstreifen  jeden  Werth  nur  einmal  an- 
nimmt, indem  auch  einem  unendlich  entfernten  Punkte  eines  Perio- 
denstreifens nur  ein  einziger  Werth  der  Function  entspricht;  dass 
für  w  =  <xt  überhaupt  jeder  Werth  von  e^  sich  ergiebt,  hat  darin 
seinen  Grund,  dass,  was  auch  w  sei,  also  welchen  Werth  e"  auch 
haben  mag,  man  stets  zu  w  ein  unendlich  grosses  Vielfaches  von 
2xi  hinzufügen  kann,  so  dass  das  Argument  unendlich  wird,  ohne 
dass  der  Function alwertb  sieb  ändert;  es  rückt,  um  es  mit  Hülfe 
der  oben  durchgeführten  Abbildung  der  .s-Ebene  geometrisch  zu  er- 
läutern, der  Periodenstreifen  immer  mehr  in  die  Unendlichkeit  oder 
es  zieht  sich,  wenn  wir  das  Bild  der  geschlossenen  unendlich  grossen 
Kugel  festhalten,  der  in  der  Unendlichkeit  befindliche  Periodenstreifen 
immer  mehr  und  mehr  zusammen,  so  dass  eine  Abbildung  der  gan- 
zen s-Ebene  ganz  und  gar  in  der  Unendlichkeit  liegt. 

Da  nun  aUe  aus  der  Umkehrung  rationaler  Functionen  hervor- 
gehenden, für  alle  im  Endlichen  gelegenen  Punkte  der  Ebene  ein- 
deutigen Functionen,  wenn  wir  von  den  algebraischen  absehen,  wie 
oben  gezeigt  worden,  in  der  Form 


■i  (£o  -g,)-g,[a,-^^)e' 


-,.jrv~4. 


enthalten  sind,    so  folgt,  dass  sie   alle,  da  e™  die  Periode  2ni  hat, 
in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Functionen  mit  der  Periode 


sind,    welche  in  ihrem  Perioden  streifen  jeden  Werth  nur  einmal  an- 
nehmen, wenn  wir  unter  einem  Periodenstreifen  allgemein  den  von 
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zwei  durch  den  Nullpuakt  und  durch  den  die  Grosse  A  darstellenden 
Punkt  gezogenen  Parallelen  eingeschlossenen  Raum  verstehen*). 

Wir  wollen  nun  die  Frage  aufwerfen,  ob  dies  die  einzigen,  in 
der  ganzen  Ebene  eindeutigen,  periodischen  Functionen  sind,  welche 
in  ihrem  Periodenstreifen  jeden  Werth  nur  einmal  annehmen,  wenn 
■wir  zuvörderst  noch  gezeigt  hahen  werden,  dass  jede  dndeutiye, 
periodische  FuncHon  in  ihrem  Feriodensbreifen  jeden  W^^  eine 
<jleic}ie  Änmhl  mal  annimmt,  wenn  sie  innerhaU)  desselben  iüerhawpt 
nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Werthm.  der  Variabein  denselben- 
Fimctionalwerth  hesÜat.  Die  Voraussetzung  nämlich,  dass  eine  perio- 
dische Function  f{w)  m  ihrem  Periodenstreifen  eindeutig  ist,  sagt 
aus,  dass  dieselbe  für  beide  Seiten  des  in  die  Unendlichkeit  sieh  hin- 
ziehenden Periodenstreifens  in  jü  =  co  sich  bestimmten  Werthen  nähert, 
und  man  darf  offenbar  annehmen,  dass  diese  Werthe  endlich  und 
von  Null  verschieden  sind,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  man 
nur  die  Function 

ZU  betrachten  hätte,  in  welcher  A  und  B  endliche  Constanten  bedeu- 
ten sollen. 

Bildet  man  nun  jetzt 

y  ((log /■(»), 

ausgedehnt  über  das  unendlich  grosse  krummhnige  Viereck,  dessen 
zwei  unendlich  lange  Seiten,  auf  denen,  wie  offenbar  angenommen 
werden  darf,  kein  Null-  oder  Unstetigkeitspunkt  der  Function  sich 
befindet,  die  Gr'änzen  des  Periodenatreifens  bilden,  während  die  beiden 
andern  beliebig  in  unendlich  grosser  Entfernung  so  gezogen  sein 
sollen,  dass  sie  je  zwei  um  die  Periode  der  Function  differirende 
Punkte  der  unendUch  langen  ßegränzungslinien  verbinden,  so  wird 
der  Werth  jenes  Integrals  über  die  beiden  unendlich  langen  Seiten 
genommen  Null  sein,  da  die  Function  in  entsprechenden  Punkten  der 
beiden  Linien  gleiche  Werthe  annimmt  und  Über  dieselben  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  integrirt  wird;  dagegen  wird  der  Werth 
des  Integrals  längs  einer  jeden  der  beiden  Querlinien  für  sich  ver- 
schwinden; denn,  da  f{w)  sich  auf  der  ganzen  endlichen  Querlinie, 
die  in  der  Unendlichkeit  liegt,  der  Voraussetzung  nach  von  einem 
festen  endlichen  Werthe  nur  unendhch  wenig  unterscheidet,  so  wird, 
während  w  jene  Linie  beschreibt,  f{iD)  einen  in  Folge  der  Periodi- 
eität   dieser  Function   geschlossenen  Umkreis  durchlaufen,   innerhalb 


*)  wobei  ea  natürlich  für  diu  Definition  des  Parallelstreifeiis  uiiweBentlioli 
ist,  ob  die  begräii/, enden  Linien  grade  sind,  wenn  nur  immer  die  Differenz  der 
entsprechenden  Punkte  die  Periode  ist. 
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dessen  kein  Punkt  liegt,  für  welchen  fiw)  verschwindet  oder  unend- 
lich gross  wird,  und  es  wird  daher  !og/'(?y)  an  beiden  Enden  der 
Querlinie  denselben  Werth  annehmen,  also 

Jd\ogf{w), 

als "  Summe  der  Incremente  von  log/'(w;),  verschwinden.  Da  somit 
der  Werth  dieses  Integrals  über  die  gesammte  Begränzung  jenes 
Vierecks  ausgedehnt  Null  ist,  derselbe  aber  nach  einem  Satze  der 
siebenten  ^oilesung  der  Differenz  der  Zahlen  gleich  ist,  welche  an- 
geben wie  oft  die  Function  in  dem  von  der  Begränzung  eingeschlos- 
senen Raum  unendlich  klein  und  unendlich  gross  von  der  ersten 
Ordnung  istt*"),  so  folgt  unmittelbar,  dass  die  Function  in  dem  Perio- 
denstreifen efoeuBO  oft  Null  als  unendlich  gross  von  der  ersten  Ord- 
nung wild,  und  somit  nach  einem  schon  öfter  dagewesenen  Sclrlusse 
(wenn  man  statt  /(w) 

f{tv)  -  A 
substituirt)  jeden  Werth  eine  gleiche  Anzahl  mal  annimmt. 

Für  die  Beantwortung  der  oben  aufgeworfenen  Frage  nach  allen 
eindeutigen,  periodischen  Functionen,  welche  in  ihrem  Periodenbe- 
reiehe  jeden  Werth  nur  einmal  annehmen,  wird  es  daher  genügen, 
statt  der  letzten  Bedingung  die  hinzuzufügen,  dass  sie  einen  ihrer 
Werthe  in.  dem  Periodenstreifen  nur  einmal  annehmen  soll. 

Sei  nun  0  eine  Function  von  w,  welche  diesen  Bedingungen  Ge- 
nüge leistet,  und  nehmen  wir  zuerst  an,  dass  dieselbe  in  einem  be- 
stimmten Perioden  streifen  für  einen  im  Endliehen  gelegenen  Punkt 
«y  =  «  und  der  Voraussetzung  nach  von  der  ersten  Ordnung  unend- 
lich sein  möge,  so  wird  für  Punkte  dieses  Streifens 

(k) ä-,7^-„  +  ''(«') 

sein,  wo  f{w)  eine  für  diesen  Perioden  streifen  endliche  und  eindeutige 
Function  bedeutet,  und  es  wird  sich  somit  für  solche  Werthe  von  w, 
welche  in  der  Umgebung  von  «  in  diesem  Perioden  streifen  liegen, 

ß  =  c(tv  —  «}-"'  +  Co  +  c,  (-(f  —  ß)  +  .  .  . 
ergeben ;  da  diese  Gleichung   aber  in  die  Form  gesetzt  werden  kann 

s~e(w-  «)-i  {1  +  J  („-«)  +  ^  („-„)•  +  ..  .} 
oder  aus  früher  angegebenen  Gründen 

(1)"'-  («-  -«){!  +  'h  ("  -  «)  +  A  («  -„)'+...}, 


'')  Daas  die  Function  ubeiliaupt  \oii  einer  endhüheu  Ordnung  Null  oder  iin- 
endlioh  gross  ist,  folgt  aus  der  Annahme  der  Eindeutigkeit  derselben  innerhalb 
des  Peiiod'^nBtreiienB 
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so  folgt  bekauutUcli  unmittelbar,  dass  die  Entwicklung  der  Variabein 
tv,  als  Function  von  0  aufgefasstj  für  Punkte  der  Umgebung  von 
s  =  00  die  Gestalt  annimmt 

und  man  erhält  somit,  weil  nach  Gleichung  (k) 

^--i^-^  +  rw 

ist,  und  f  (tv)  als  Ableitung  der  endlichen  und  eindeutigen  Function 
f{w)  für  w  =■  a  ebenfalls  endlieh,  also  durch  die  Taylor'sche  Reihe 
nach  positiven  steigenden  Potenzen  von  tv  —  a  darstellbar  sein  muss, 
die  Entwicklung 

d.  li.  es  wird  -^  als  Function  von  «  aufgefasst  in  s  ^  00  von  der 
zweiten  Ordnung  unendlich  sein,  und  ausserdem  für  kein  endliches 
s  unendlich  gross  werden,  wie  aus  der  Annahme  hervorgeht,  dass  z 
eine  eindeutige  Function  von  w  in  der  für  eine  periodische  Function 
oben  angegebenen  Bedeutung  ist,  und  die  Ableitung  daher  nur  mit 
der  Function  zugleich  unendlich  gross  werden  kann.  Aber  ^—  ist 
auch  eine  für  alle  ^  eindeutige  Function  dieser  Variabein;  denn,  wenn 
auch  zu  demselben  Werthe  des  ^  unendlich  viele  Werthe  der  Varia- 
bein w  gehören,  so  ist  doch  der  Annahme  nach  jedem  0  nur  ein 
Punkt  des  Periodenetreifens  zugetheilt,  und  es  unterscheiden  sich  so- 
mit sämmtliche  zu  dem  einen  s  gehörigen  Werthe  w  nur  um  Viel- 
fache der  Periode  d,  h.  um  Constanten,  so  dass,  weil  benachbarten 
Wertheu  des  e  auch  benachbarte  w- Werthe  zugehbren,  -^  also  auch 
-=-^  als  Function  von  s  aufgefasst  eine  eindeutige  Function  die- 
ser Variabein  sein  muss.  Da  nun  -5 —  ausserdem,  wie  oben  gezeigt 
worden,  nur  für  e^  ^  00  und  zwar  von  der  zweiten  Ordnung  unendlich 
ist,  so  folgt,  dass  es  eiiie  ganze  Function  zweiten  Grades  von  der 
Form 

,T7r  =  ""  +  "-i^  +  »=^'' 
und  ist   somit  :  eine  von   den   oben   aus   der  Umkehrung  rationaler* 
l;\inetioneE  erhaltenen  Functionen  von   tv,   die  sieh  hnear  durch  die 
Exponentialfunction  ausdrücken  Hessen. 

Die  Herleitung  aller  derjenigen  Functionen  von  w,  welche  für 
alle  Werthe  dieser  Variabein  eindeutig  und  periodisch  sind  und  in 
jedem  Periodeustreifen  jeden  Werth  nur  einmal  annehmen,  die  aber 
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nicht  für  einen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  derselben  unendhch 
gross  werden,  lässt  sieh  unmittelbar  mit  Hülfe  der  eben  angestell- 
ten Untersuchung  bewerkstelligen.     Denn  ist 

eine  solche  Function,  die  nur  für  w  =  oo  unendlich  wird,  ao  wird, 
wenn  A  irgend  eine  endliche  Grösse  bedeutet, 

V  _  i__  —  _L 

—  f{vi,- A^  i^  ~  A 

für  einen   im  Endlichen   gelegenen  Punkt  unendlich  weiden,   und  da 

nach   der  vorigen  Untersuchung  /  der  DifPerentialgleichung  genügen 

muss 

£7   -»•  +  »!'■  +  »=-''■■■> 
80    folgt 

_    ^-^    —  «    4-      "'      -4-       -?-? 

dw_         "»    I    a  -  ^  I    (s  —  4)" 

iß-Af 
und  es  ist  daher  z  ebenfalls  durch  eine  Differentialgleichung  von  der 
Form  definirt 

wir  haben  somit  in  den  aus  der  Umkehrung  rationaler  l^'unetionen 
hervorgehenden  eindeutigen  Functionen  alle  diejenigen  erhalten,  welche 
eine  einfache  Periode  besitzen  und  in  ihrem  Periodeiistreifen  jeden 
Werth  nur  einmal  annehmen. 

Wir  können  aber  auch  mit  Hülfe  der  Werttie,  für  welche  die 
eindeutige,  periodische  Function,  deren  Periode  A  aein  mag,  in  einem 
ihrer  Perioden  streifen  verschwindet  und  unendlich  gross  wird,  die 
Form  derselben  vermöge  der  Exponentialfnnction  unmittelbar  her- 
leiten, wenn  wir  zuerst  voraussetzen,  dass  der  Punkt  k,  für  den  die 
Function  in  einem  der  Perioden  streifen  von  der  ersten  Ordnung  Null 
und  der  Punkt  ß,  für  den  sie  von  derselben  Ordnung  unendlich  wird, 
beide  in  der  Endliehieit  liegen;  denn  da  dann 


,>(») «, 


24m" 


eine  in  dem  betrachteten  Periodenstreifen  eindeutige,  die  Periode  A 
besitzende  Function  ist,  welche  in  demselben,  wie  früher  gezeigt  wor- 
den, jeden  Werth  nur  einmal  annimmt,  für  w  =  a  verschwindet,  für 
tn  =  ß  unendlich  gross  wird,  so  ergiebt  sich,  dass 

m 

eine  eindeutige  Function  mit  der  Periode  A  sein  wird,  welche,  weil 
beide  Functionen  in  denselben  Punkten  von  der  ersten  Ordnung  Null 
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und  unendlich  weiden  in  dem  Periodenetreifen,  also  auch  in  der 
ganzen  unendlichen  Ijbeiie  nie  unendlich  gross  werden  kann  und 
somit  nach  fiüheieu  Sätzen  eine  Constante  aein  muss.  Es  wird  da- 
hei  die  durch  die  obigen  Bedingungen  definirte  Function  f{w),  wie 
das  seh  n  auh  dem  Rc'iultite  des  vorher  bewiesenen  Satzes  ersichtlich 
wai    die  Gestalt 


f{w)  = 


li^ 


annehmen,  worin  c  eine  willkührliche  Constante  bedeutet. 

Die  Frj^e,  wie  einfach  periodische  Functionen,  die,  in  jedem 
Perioden  streifen  jeden  Wertt  nnr  einmal  annehmen,  für  welche  jedoch 
einer  der  Punkte  oder  beide,  für  welche  sie  rerschwinden  oder  un- 
endlich werden,  in  die  Unendlichkeit  rückt,  mit  Hülfe  der  Bxponen- 
tialfunction  dargestellt  werden,  könnte  analog  der  vorher  aufgestellten 
bebandelt  werden,  soll  jedoch  erst  iu  der  folgenden  Vorlesung  in  der 
Besprechung  einer  allgemeineren  Frage  ihre  Beantwortung  finden. 
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Das  trigonometrische  und  elliptische  Integral. 

Gehen  wir  nunmehr  in  der  allgemeinen  Unteraucbung  der  Inte- 
grale algebraischer  JJHinctioneii  weiter  und  legen  eine  Gleichiuig  zwei- 
ten Grades  in  s  zu  Grunde 

«(iS'  -|-  a^s  -\'  a2  =  0, 
in  welcher  a„,  a,,  a^  ganze  Polynome  beliebigen  Grades  von  s  sind, 
so  wird  es  sich,  wenn  wir  auf  dem  oben  vorgezeichneten  Wege  fort- 
gehen, um  die  Untersuchung  aller  derjenigen  Functionen  handeln, 
deren  Ableitung  verzweigt  ist  wie  die  durch  die  obige  Gleichung  de- 
finirte  Rieniann'sche  Fläche,  und  welche  für  eine  endliche  Anzahl 
von  auf  derselben  willkflhrlich  fixirten  Punkten  von  der  ersten  Ord- 
nung unendlich  wird. 

Es  wird  vor  allen  Dingen  leicht  sein,  einzuaehen,  dass  alle  wie 
s  verzweigten  Functionen  oder  alle  für  die  Punkte  der  durch  die 
Gleichung 

^  ^  —  a,  +  Vä^^^^läüa^ 

2tta 

dargestellten  Riemann'sehen  Fläche  eindeutigen  Functionen,  welche 
in  einer  endliehen  Anzahl  von  Punkten  derselben  von  der  ersten  Ord- 
nung unendlich  werden,  rationale  Functionen  von  s  und  g  sind.  Denn 
da  eine  solche  Function  für  jedes  s  nur  zwei  verschiedene  Werthe 
annimmt  und  ausserdem  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten 
unendlich  werden  soll,  so  wird  sie  sich  nach  früheren  Sätzen  jeden- 
falls als  die  Lösung  einer  Gleichung  zweiten  Grades  darstellen  lassen, 
deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  s  sind;  da  aber  ferner 
unter  der  Quadratwurzel  der  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung 
wegen  der  gleichen  Verzweigung  beider  Functionen  nur  solche  Linear- 
factoren in  einer  ungraden  Potenz  vorkommen  können,  die  auch  in 

dj^  —  ia^a2 
mii  einem   ungraden  Exponenten  versehen   sind,  und  alle  diese  vor- 
kommen müssen,  so  erkennt  man  ohne  Schwierigkeit,  dass,  wenn 

3i,  %,  .  .  .  e^ 
die  Veraweigungspunkte  von  s  vorstellen,  und  somit 
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ist,  woriu  tpa{s)  und  (pii^)  rationale  Functionen  von  s  bedeuten,  die 
neue  Function  jedenfalls  die  Form 

annelimen  muss,  in  welcher  ^(s)  und  /^(s)  wiederum  rational  aus  2 
zusammengesetzt  sind,  und  somit  als  rationale  Function  von  s  und  s 
dargestellt  werden  kann. 

Während  es  nun  zur  Herstellung  einer  rationalen  Function  von 
s,  wie  aus  der  Form  derselben  unmittelbar  hervorgeht,  möglich  ist, 
eine  willkührliche  endliche  Anzahl  beliebig  gelegener  Punkte  zu  fixiren, 
in  denen  jene  Function  von  beliebiger  endlicher  Ordnung  unendlich 
werden  soll*),  wird  die  Existenz' einer  auf  jener  zweiblättrigen  Fläche 
eindeutigen  Function  nicht  immer  von  der  Anzahl  und  Lage  dieser 
Discontinuitätspunkte  erster  Gattung  unabhängig  sein.    Seien  nämlich 

Kj,  «2;  ■  ■  ■   "e 
beliebige    q  Unstetigkeitspuukte    erster  Ordnung,    die   so   beschaffen 
seien,  dass  sie  ünstetigkeitspunkte  nur  für  ein  Blatt  der  Fläche  sind, 
d.  h.  dass,  wenn 

)/(«-«,)(«-»,). ..(«-i^  -  VW) 

gesetzt  wird,  a,,  nur  mit  einem  der  zu  ihm  gehörigen  Werthe  der 
Quadratwurzel,  nämlich  mit 

verbunden  ein  Un Stetigkeitspunkt  der  Function  ist,  wenn  s^  die  po- 
sitive oder  negative  Einheit  bedeutet;  seien  ferner 

ft,  |5,,  ■  .  .  (5, 
ünstetigkeitspunkte  erster  Ordnung  für  beide  BHfcter  zugleich,  wobei 
jedoch  angenommen  werden  soll,  dass  die  /5  nicht  Verzweigungspunkte 
der  Function  sind,  aber  für  die  a  sowohl  als  auch  für  die  ^  das  Zu- 
sammenfallen einzelner  zugelassen  wird,  und  mag  endlich  die  Function 
im  unendlich  entfernten  Punkte  auf  dem  einen  Blatte  von  der  t"", 
auf  dem  andern  von  der  %^™  Ordnung  imendlich  sein,  wobei  wir 
nur  annehmen,  dass  t  ^  Tj  ist,  und  zu  der  höheren  Ordnung  des  Un- 
endlichwerdens daÄ  Wurzelzeichen  «^  (f'-^C'^))«  gehört,  ausserdem 
aber  auch  voraussetzen,  dass  der  uneudhch  entfernte  Punkt  kein  Ver- 
zweigungspunkt, also  ü{^)  von  paarem  Gfrade  sei,  dann  fragt  es  sich, 
ob  sieh  immer  eine  rationale  Function  von  z  und  ■(/S(s)  bestimmen 
lässt,  welche  für  diese  und  nur  für  diese  Punkte  unendlich  von  der 
ersten  Ordnung  wird. 

")  indeDi  mau  nur  einen  rationaloa  Biuch  zu  bilden  braucht,  dessen  Nenner 
in  den  gegobeuen  DiscontmuitÄttpunkton  vtn  der  gegebenen  Ordnung  verschwin- 
det ■wahrend  der  (riad  des  ZihlerB  den  des  Nenners  um  Boviel  Einheiten  über- 
trifft als  die  Ordnung  anzeigt,  von  welcher  die  Function  im  unendlich  entfernten 
Punkte  unendhch  gross  weiden  soll 
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Voi'  allen  Dingen  ist  klar,  dass  jede  rationale  Function  von  3  und 
}/lt{s)  sich  in  die  Form 

qgo(a)  +  y,WKB(i") 

setzen  lässt,  worin 

9o{^),  9i(2),  ^a{^)>  -tii^) 
ganze  Functionen  von  s  bedeutenj  oder  wenn  Zahler  und  Nenner  mit 

multiplicirt  wird, 

F«{^)  +  FMyW) 

worin  ebenfalls 

nw,  -F.W,  PM 

ganze  Functionen  von  s  vorstellen,  von  denen  wir  annehmen  dürfcnj 
dass  sie  keinen  gemeinsamen  Theiler  mehr  haben.     Da  nun 

«,,  «„  ...  a„ß„ß„...ß, 
Unstetigkeitspunkte  der  Function  sein  sollen,  in  welchen  dieselbe  von 
der  ersten  Ordnung  unendlich  sein  soll,  so  wird  jedenfalls 

i?,« -(«-«,)(«-«,).■.  (5 -■.,)(2-ft)(«-ft)  •..(«-« 
werden*),  und  es  wird  sich  nur  darum  handeln,  die  Bedingungen  zu 
befriedigen,  denen  die  «,  ß  und  der  unendlich  entfernte  Punkt  ge- 
nügen sollten.  Da  die  ««  nur  Unstetigteitspunkte  auf  dem  einen, 
durch  den  Werth  f,,  /!H(kx}  bezeichneten  Blatte  sein  soUten,  so  wird 
in  dem  andern  Blatte  für  den  durch  —  s^  ]/-E  (««)  ausgedrückten 
Werth  von  }/It(z)  der  Zähler  der  obigen  Function  Null  sein  müssen, 
da  sonst,  wenn  er  einen  endlichen  Werth  hätte,  und  der  Nenner  jeden- 
falls verschwmdet,  die  Function  unendlich  gross  würde,  und  es  werden 
somit  p  Bedmgungsglejthungeu  von  der  Form 

*)  denn  wenn  i\{e)  noch  einen  Factor  von  der  Form  s  —  y  hätte,  so  würde, 
da  die  ohen  aufgestellte  rationale  Function  von  s  und  Vltlz)  niclit  noch  für 
2  =  jF  unendlich  werden  sollte, 

aein  müssen  für  beide  Zeichen  der  Grösse  VE{y),  uud  es  müssten  somit  F„  {i) 
und  r,(zj  ebenfalls  durch  ^  ■— y  theilbai  sein,  di,  wenn  der  Factor  a  —  y  in 
2i(:)  enthalten  waie,  dei  Ausdruck  immer  noch  unendlich  sein  würde. 

'*)  Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  für  den  Fall,  in  welchem  mehrere 
der  a  z  B  m  eininder  gleich  werden  die  rationale  Function  also  in  einem  dieser 
Punkte  von  det  »j'^"  Ordnung  unendlich  werden  soll,  die  der  obigen  Gleichung 
entsprechenden  m  nothwendig  zu  erfüllenden  Bedmgungen  zu  ersetüen  sein  wer- 
den durch 
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bufriedigt  sein  müsseii,  wenn  die  a  der  aufgestellten  Bedingung  Ge- 
nüge leisten  sollen,  währencl  die  ß  offenbar  für  den  Zähler  keine 
nothwendigen  Beziehungen  zwischen  den  in  ihm  enthaltenen  will- 
kührlichen  Constanten  liefern  werden;  ferner  wird  aber  auch,  da, 
wenn  dem  unendlich  entfernten  Punkte  der  Wurzelwerth  s^  Q/Ri^})^ 
zugehört,  die  Function  von  der  r'="  Ordnung  unendlich  werden  soll,,  wo 
T  >  Tj  >  0  vorausgesetzt  worden,  für  diesen  Werth  der  Quadratwurzel 
der  Grad  des  Zählers  den  des  Nenners  um  t  Einheiten  übersteigen 
und  also  gleich  ^  -{-  a  -^  r  werden,  während,  wenn  dem  unendlich 
entfernten  Punkte  der  entgegengesetzte  Wurzelwerth  entsprechen  soll, 
die  T  —  T,  höchsten  Glieder  in  der  Entwicklung  des  Zählers  nach 
fallenden  Potenzen  von  ä  mit  Hinzuziehung  des  betreffenden  Wurzel- 
werthes  verschwinden  müssen,  und  somit  zu  jenen  p  Bedingungen  für 
die  «  noch  r  —  i,  solcher  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  hin- 
zutreten. Bei-ücksichtigt  man  aber,  dass  JfJ(s)  vom  ft"'"  Grade  ist,  so 
folgt,  dass 

Pftie)  höchstens  vom  p  -|-  6  +  t"=" 

l'\{^) P  +  ö  +  T^-y™ 

Grade  sind,   da  E(z)    ein  Polynom  paaren  Grades  sein  musste  (eine 


r,f^,  {F,w  +  B\(,)  Fä»),,,^,  >-„;,=-.,  VK^.-,-" 

die  linken  Seiten  dieser  tileichuiig  bilden  tiELmlich  in  der  in  Folge  der  Bigen- 
achalt  der  Punkte  a^  erlaubten  Taylor'schen  Entwicklung  der  Function 

nach  steigenden  Potenzen  von  g  ~  a^  in  der  Nähe  dieses  Punifes  und  in  dem 
Blatte,  das  als  zugehörigen  Wuraelwerth  —  s^  KB(k^)  liefert,  die  Coefficienten  von 

KO  dass  dann  auch  der  ganze  Factor  (z  —  a  ]"'  des  Nenners  sich  in  den 
Zähler  hinauf  d  dt  d  e  rat  OD  le  Fun  t  on  on  sein  t  f  u"  =  n  KE^) 
=  -  f ^  VWiä  )  n  cht  unen  11  h  g  osa  w  d  S  nd  d  e  D  s  ont  nu  t  tsi  nkte  ao 
gewählt,  da  s  d  e  F  et  on  f  e  nen  le  eil  en  auf  den  e  en  Blatte  von  e  ner 
andern  Ordnung  nendl  ch  wi  d  als  auf  dem  andern  ao  w  de  m  n  d  esen  Punkt 
mit  der  Ord  mig  welche  d  e  ednge  e  st  zu  deu  (J  F  nkte  a  ahlen  ha,ben 
während  er  ausserdem  was  ke  ner  we  teren  Auseinander  etzu  g  bedarf  n  t  der 
Differenz  de  0  dnu  gen  au  den  a  Punkten  gerechnet  we  den  n:n  a  der  Ne  ner 
wird  zum  Exponent  des  zugehör  gen  L  nearfactors  d  e  höchste  de  be  len  0  1 
nungezahlen  bes  tzen 
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dieser  Fimctionön  aber  diesen  Grad  eiTeiclieu  muas),  und  daher  die 
Anzahl  der  in  F^,(e)  vorkommenden  beliebigen  Constanten  höchstens 

der  in  F,  (s)  enthaltenen  höchstens 

ist.     Da  somit  im  Zähler  höchstens  über 

2(,  +  25  H- 2r  -  ^  +  2 

Ooustanten  zu  verfügen  ist,  die  jedoch  nach  den  vorigen  Auseinander- 
setzungen 

Bedingungen  unterworfen  sind,  so  werden  im  Ganzen,  wenn  wir  noch 
eine  multiplicatorische  Constante  des  Zählers,  deren  verschiedene 
Werthe  die  Eigenschaft  der  Function  nicht  ändern,  abrechnen,  noch 

(,  +  2»  +  r  +  ,,  -  £  +  1 

willkührliche  Constanten  übrig  bleiben,  und  daher,  wenn  die  den 
Functionen  F,f(s)  und  Fi{s)  angehörigen  Coefficienten  so  sollen  ge- 
wählt werden  können,  dass  den  oben  aufgestellten  Bedingungen  Ge- 
nüge geschieht,  noth wendig 

sein  müssen,  und  daher  die  Anzahl  der  Punkte,  in  denen  eine  ratio- 


nale Function  von  «  und  ]/li{s)  unendlich  gross  von  der  ersten  Ord- 
nung werden  soll,  einer  Beschränkung  unterliegen;  es  ist  ferner  un- 
mittelbar ersichtlich,  dass,  wenn  von  einer  Function  die  Eede  sein 
soll,  welche  wie  j/lt{e)  verzweigt  ist,  i*',(^)  nicht  identisch  verschwin- 
den darf  und  daher 

9  +  0  +  «  -  I  +  1  >  0 
sein    muss,    durch  weiche  Bedingung  jedoch   die  vorher  aufgestellte 
ÜDgleichheit  in  allen  Fällen  befriedigt  wird,  und  sich  somit 

(.  +  «  +  .>§-! 
als  die  einzige  ergiebt  für  den  Fall,  dass  fi(5)  von  paarem  Grade  ist. 
Ist  R{z)  dagegen  von  einem  unpaaren  Grade,  also  2  =  oo  ein 
Verzweigungspunkt  der  Fläche,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  die 
rationale  Function  von  einer  ganzzahligen  Ordnung  Mn  ^  =  oo  un- 
endlich gross  werden  soll, 

I''„{0)  höchstens  vom  p  -[-  ff  +  t"^" 

FM (.  +  o  +  f-(f)-l-" 
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Grade  sind,  wenn  (^J  die  gröaate  in  ^  enthaltene  ganze  Zahl  be- 
deutet, und  daher  die  Anzahl  der  verfügbaren  Constanten  wieder  lyoii 
der  miiitiplicatorisehen  abgesehen  2(t  +  2ö  +  2(  —  (y)  ist,  während 
nur  p  Bedingungsgleiehungen  zu  erfüllen  sind,  und  somit  die  für  das 
Vorkommen  der  Grösse  }/R{s)  in  der  gesuchten  rationalen  l"unction 
noth wendige  Ungleichheit 

oder 

s  +  "  +  '  >  (^) 
die  für  die  Existenz  dieser  Function  überhaupt  nothwendige  und  hin- 
reichende ist;  wenn  aber  die  rationale  Function  in  dem  unendlich 
entfernten  Punhte  von  einer  gebrochenen  Ordnung,  welche  bekannt- 
lich die  Form  (+  -  haben  mnss*),  unendhch  gross  werden  soll, 
so  wird 

Ffiie)  höchstens  vom  p  -|-  6  -|-  t'"" 

"Vf) i>  +  '  +  t-(iff" 

Grade  sein  müssen,  daher  über  2p  -\-  2g  -\-2t  —  (-|)  -{-  1  Constanten 
mit  Berücksichtigung  von  p  Bedingungsgleichungen  zu  verfügen  sein, 
und  es  daher  wieder  genügen,  die  Ungleichheit  zu  befriedigen 

(.  +  «  +  '>(f)-i- 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  eine  rationale  Function  von 
0  und  yB{z')  nur  für  p  beliebig  gegebene,  im  Endlichen  gelegene 
Punkte  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  werden  soll  und  zwar  in 
jedem  dieser  Punkte  nur  auf  einem  der  beiden  Blätter,  je  nachdem 
li(s)  von  paarem  oder  unpaarem  Grade  ist, 

P  >  7  —  1  o^^er  p  >  (^) 
sein  muss,  und  es  existiren  daher  keine  rationalen  Functionen  von  s 
und  yiiiß),  welche,  wenn  S.{s)  ein  Polynom  paaren  Grades  ist,  für 
weniger  als  ~,  und,  wenn  -K(«)  von  unpaarem  Grade,  für  weniger  als 
vi")  ~l"  ^  5>eliebig  wählbare  Punkte,  zwischen  deren  Lagen  keine  be- 
sonderen Beziehungen  stattfinden,  unendlich  von  der  ersten  Ordnung 
werden. 

Es  braucht  ferner  kaum  hinzugefügt  zu  werden,  dass,  wenn  einer 

*}  Daas  die  Ordnung  des  TJn endlich werdena  im  unendlicVi  entfernten  Punkt 
für  beide  Blätter  dieselbe  ist,  ist  unmittelbar  eiuleuclitend, 
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der  /^-Punkte  ein  Verzweignngspunkt  der  Function  ist,  nur  fflr  den  Fall, 
dass  die  Ordnuüg  des  Ud endlich w er dens  die  ^"^  ist,  die  Bedingung 
Fg  {ß)  =  0  hinzukommen  muss,  während,  wenn  die  Ordnung  die  erste 
istj  keine  weitere  Bedingung  hinzutritt;  in  jedem  Falle  bleiben  die 
oben  aufgestellten  Ungleichheiton  bestehen. 

Nachdem  nun  nachgewiesen  worden,  dass  jede  wie  s  verzweigte 
Function  von  ^,  welche  in  einer  endliehen  Anzahl  von  Punkten  un- 
endlich von  der  ersten  Ordnung  wird,  sich  rational  durch  s  und 
yHip)  ausdrücken  lässt,  und  für  die  Bildung  dieser  rationalen  Func- 
tionen eine  mit  der  Anzahl  der  willkülirlich  gegebenen  ünstetigkeits- 
punkte  zusammenhängende  Bedingung  gefunden  worden,  wird  die 
Untersuchung  der  Functionen,  deren  Ableitung  wie  s  verzweigte  Fimc- 
tionen  von  ^  sind,  welche  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten 
imendlich  werden,  auf  die  von  Integralen  rationaler  Functionen  von 
^  und  yii{s)  redueirt  sein. 

Es  wird,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  Art  der  Transeen- 
denten,  die  durch  die  Integration  der  in  s  und  s  rationalen  Functionen 
und  durch  die  Umkehrung  dieser  Integrale  geliefert  werden,  wesent- 
hch  von  dem  Grade  fi  der  in  dem  Ausdrucke 

ai'  ~  4»i,ß;j  =  ip{gf  (s  —  s^)  {3  —  s^  ■  ■  ■  (ß  —  Sf,)  =  ii^(0]^  B(s) 
enthaltenen  Function  JJ(s)  abhängen,  und  es  wird  daher  zur  Verein- 
fachung der  Untersuchung  beitragen,  wenn  wir  zeigen,  dass  sich  stets 
eine  rationale  Substitution  finden  lässt,  welche  jede  rationale' Function 
von  s  und  i/qi{g),  worin  ip{z)  eine  ganze  Function  des  2p  -|-  1""  Gra- 
des sein  soll,  in  eine  rationale  Function  von  t,  und  yiiiX)  umformt 
und  umgekehrt,  worin  ü(£)  ein  ganzes  Polynom  von  einem  um  eine 
Einheit  höheren  paaren  Grade  ist. 

Ist  nämlich 

so  setze  man,  wenn  o:,  und  «äp+a  zwei  beliebige  Constanten  bedeuten, 

SO  dass  s  eine  rationale  Function  von  £  und  umgekehrt  £  eine  ratio- 
nale Function  von  s  ist,  und  man  erkennt  durch  unmittelbare  Aus- 
rechnung, dass 


zusammengesetzt  sind;  ea  lassen  sich  somit  3  und  y<p{p)  rational  durch 
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£  und  J^-B{£)  ausdrücken,  iind  es  ist  daher  die  Untersuchung  auf  die 
Betraehtiang  der  Integrale  rationaler  Functionen  von  "z  und  }/^{e) 
redueirt,  in  welchen  der  Grad  .von  -B(^)  ein  gradzahliger  ist. 

Man  nennt  nan  die  Integrale  von  rationalen  Functionen  von  a 
und  yit{z),  wenn  Biß)  vom  zweiten  Grade  ist,  trigonometrische  In- 
tegrale, wenn  B{js)  vom  vierten  Grade  ellv^tische,  wenn  7i(?)  vom 
sechsten  Grade  hyperellipHsche  Integrale  erster  Ordnung,  vom  achten 
hypereJlipHsche  sweiter  Ordnung  u.  s.  w. 

Sei  nun  noch  allgemein 

worin  /'  eine  rationale  Function  von  z  und  j/^{z)  bedeutet  und 

J!«-(^-^,)(^-^,)-.-(r-a,) 

ist,  so  wird  es  zur  Untersuchung  dieser  Integrale  vor  allen  Dingen 
nöthig  sein,  die  durch  l/ll{s)  definirte  ßiemann'sche  Fläche  zu 
construiren  und  dieselbe  durch  Querschnitte  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende zu  verwandeln.  Da  die  Verzweigungspunltfce  von 
f/JCi/)  offenbar 

sind,  wie  man  durch  den  Anblich  der  Function  und  durch  die  Sub- 
stitution 


unmittelbar  sieht,  so  wird  man,  da  die  Fläehe  zweiblättrig  ist,  «j  mit 
«2,  «3  mit  K^,  ...  Ksp  —  i  mit  a^p  durch  p  Verzweigungssehnitte  ver- 
binden können,  so  dass  sie  nunmehr  der  geometrische  Ort  der  Varia- 
bein der  eindeutig  gemachten  Function  yM(s)  also  auch  der  Function 

ist.  Wie  nun  die  Flache  in  eine  einfach  zusammenhängende  zu  ver- 
wandeln ist,  haben  wir  in  der  fünften  Vorlesung  ausführlich  erörtert. 
Zieht  man  nämlich  im  ersten  Blatte  eine  geschlossene  Linie  «j ,  welche 
den  Verzweigungsschnitt  a^cc^  umgiebt,  als  ersten  Querschnitt  und 
von  der  einen  Seite  derselben  zu  dem  gegenüberliegenden  Punkte  der 
andern  Seite  eine  geschlossene  Linie  b^,  welche  den  letzten  Ver- 
zweigungsschnitt  trifft,  ferner  um  den  zweiten  Verzweigungssehnitt 
eine  geschlossene  Linie  a^,  welche  mit  einer  beliebigen  Verbindungs- 
linie Ci  von  6,  mit  a^  den  dritten  Querschnitt  bildet,  von  o^  ans 
einen  vierten  Querschnitt  6^  von  derselben  Art  wie  Sj,  u,  s.  w. ,  so 
wird  durch  die  so  gezogenen  2p  —  2  Querschnitte  nach  den  früheren 
Auseinandersetzungen  die  Riemann'sche  Fläche  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende verwandelt.  Schliesst  mau  nun  auf  derselben  die 
Funkte,  für  welche 


y  Google 


224 


Elfte  Vorlesung. 


so  unendlich  "wii'd,  dasa  die  Entwickelung  dieser  b'unction  in  der  Nähe 
eines   solchen  ünstetigkeitspuiiktes   a  die   erste  iiegativL-  Potenz  von 

Fig.  49. 


2  —  E  enthiilt,  durch  einen  unendlich  kleinen  Kreis  aus  und  die  heiden 
unendlich  entfernten  Punkte  dann,  wenn  die  Entwicklung  in  der  Nähe 
derselben  das  Glied  —  enthält,  und  zieht  sodann  von  der  Peripherie 
je  eines  dieser  unendlich  kleinen  Kreise  beliebige  die  vorigen  Quer- 
schnitte nicht  schneidende  Linien  nach  den  nunmehrigen  Gränzen  der 
Fiäche,  führt  also  noch  so  viel  neue  Querschnitte  ein  als  ünstetig- 
keitspunkte  ausgeschlossen  worden  sind,  so  wird  jetzt  die  Riemann'- 
sche  Fiäche  auch  der  geometrische  Ort  der  Variabein  des  eindeutig 
gemachten  Integrales 

sein,  und  es  werden  sich  alle  Werthe  desselben  durch  den  auf  der 
neuen  einfach  zusammenhängenden  Fläche  genommenen  und  durch  Mul- 
tipla  der  Stetigkeitssprünge  an  den  Querschnitten  ausdrücken,  welche 
für  diese  Art  der  Zerlegung  der  Fläche  bereits  früher  ermittelt  wor- 
den sind;  ebenso  sind  für  die  weitere  Untersuchung  der  Endlichkeit 
und  Stetigkeit  der  Integrale  in  den  Unstetigkeitspunkten  oben  allgemein 
die  Mittel  angegeben,  und  es  liesse  sieh  somit  die  Theorie  dieser  Integrale 
voJIständig  entwickeln.  Wir  beabsichtigen  uns  jedoch  in  diesen  Vor- 
lesungen nur  mit  derjenigen  Klasse  dieser  Integrale  zu  beschäftigen 
(indem  wir  solche  Integrale  zu  einer  Klasse  rechnen, -für  welche  das 
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Polynom  unter  der  Quadratwurzel  denselben  paaren  Grad  hat),  zu 
welcher  mindestens  eins  gehört,  welches  in  seiner  ümkehrung  s  als 
eine  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Function  von  iv  ergiebt^  und  wir 
stellen  uns,  daher  jetzt  ganz  allgemein  die  Frage,  wie  der  Grad  des 
Polynoms  Jf(s)  und  die  rationale  Function  f  beschaffen  sein  müssen, 
damit  eine  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Umkehrung  möglich  sei; 
(He  Mittel  zur  Beantwortung  dieser  Frage  liegen  in  dem  am  Ende 
der  achten  Vorlesung  bewiesenen  Satze. 

Sei  

dw_^  gio(^)  +  y,(2)F-B(g) 

worin 

füiß),  9d^)^  %(^),  ^i(^) 
ganze  Functionen  von  s  bedeuten,    die  nicht  alle  vier  einen  gemein- 
samen 'Theiler    haben,    so    wird    die    zu    untersuchende  Differential- 
gleichung, welche  s  als  Function  von  tu  definirt, 

ii  ^  t^ + -»1  w  yw^) 

wenn  Zähler  und  Neuner  mit 
multiplicirt  wird,  die  Form  annehmen 

worin  f[,{s)  und  /, (s) ■  nunmehr  im  allgemeinen  gebrochene  rationale 
Functionen  von  ß  bedeuten,  und  es  ist  unmittelbar  zu  sehen,  dass,  weil 
die  Entwicklung  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  nach  steigenden 
Potenzen  von  s  —  «a  nicht  mit  einer  negativen  Potenz  dieser  Grösse 
beginnen  darf,  da  sonst  z  eine  um  den  entsprechenden  ^ü-Piinkt 
vieldeutige  Function  sein  würde,  f^{g)  und  /^(s)  ganze  Functionen 
von  s  sein  müssen,  welche  wir  mit  J^o(^)  ^^^  ^i  i.^)  bezeichnen  wollen, 
so  dass 

i-^-J^iM  +  i^iW/SlI) 

wird. 

Wenden  wir  weiter  auf  diese  Gleichung  die  bekannten  Criterien 
für  die  Eindeutigkeit  der  durch  Differentialgleichungen  dieser  Form 
deflnirten  Functionen  an,  nach  welchen  diese  Eindeutigkeit  für  alle  im 
Endlichen  gelegenen  Werthe  von  w  dann  und  nur  dann  statthatte, 
wenn  die  Entwicklung  der  rechten  Seite  der  Gleichung  nach  steigen- 
den Potenzen   von  s  —  St,,   worin  z^  ein  beliebiger  endlicher  Werth 

der  Variablen  z  war,  mit  dem  Gliede  (s  —  z^  "  beginnt,  wenn 
die  Entwicklung  einen  Anfangsexponenten  kleiner  als  die  Einheit 
besitzt,     und    nach    fallenden     Potenzen    von    s    das    Anfangsglied 
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s  "  für  einen  Anfangsexponenteii  grösser  als  die  Einheit  liefert. 
Bedeutet  somit  ^^  irgend  einen  Werth  von  s,  welcher  nicht  ein  Ver- 
zweigungspunkt der  rechten  Seite  der  Gleichung  ist,  d.  h.  nicht  zu 
den  Werthen  ^\,  ^2)  •■•  ^^p  gehört,  so  wird  die  Entwicklung  mit 
(^  —  «n)"  d.  h.  einer  Constanten  beginnen  müssen,  und  daher 

FM  +  FMT/im 

nur  für  die  Werthe  g^,  g^,  .  .  .  g2p  verschwinden  dürfen  und  zwar 
so,  dass  die  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen  von  ^ —  z«  mit 
{0  —  0oP  beginnt,  woraus  wiederum  folgt,  dass  i^o(2)  jedenfalls  datch 
das  Product 

(2-2,)  (8-2,).  --(^-ft,) 
theilbar  sein  muss.  Beachtet  man  nun,  dass  0  =  00  kein  Verzweigungs- 
punkt der  Quadratwurzel  aus  einem  Polynom  von  paarem  Grade  ist, 
und  dass  somit  die  Entwicklung  der  rechten  Seite  der  obigen  Glei- 
chung nach  fallenden  Potenzen  von  s  mit  s^  beginnen  muss,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  sich  ein  höherer  Grad  von  JJ(s)  als  der  zweite  oder 
vierte  mit  den  nothwendigen  Bedingungen  für  die  Eindeutigkeit  der 
Umkehrung  nicht  verträgt,  und  dass  ferner,  v/enn  Jl(s)  ein  Polynom 
vom  zweiten  Grade  ist,  .F,  {s)  ein  solches  vom  ersten  Grade  sein  wird, 
und  -P'|)(^)  die  Form 

«,(«-8,)(«-2j 
haben  muss,  worin  €„  eine  Constaate  bedeutet,  dass  dagegen,  wenn 
JJ(s>  ein  Polynom  vierten  Grades  ist,  rnf5)  =  n  und  i^,('')  eine  Con- 
stante  sein  wird,  so  dass  wir  als  zwei  gesundeite  und  einzig  existirende 
Fälle,  in  denen  eine  für  alle  im  Endlichen  gelegenen  Punkte  ein- 
deutige Umkehrung  möglich  ist  und  auch  wukhch  statthat 

U  _ »,(« -  z.)  (2  -  2,)  +  («,.,  +  »j  yiT^^)  l-"^^ 

und 

||:  =  0  /(2  -  2,)  (2  -  2,)  (Jtr-2,)  (2  -  2,) 

erhalten ,  somit  nur  Umkehrungen  von  Integralen  derjenigen  beiden 
Klassen,  in  denen  das  Polynom  lt(/)  vom  zweiten  oder  vierten  Grade 
ist,  oder  der  trigonometrischen  und  elliptischen  Integrale,  mit  wei-, 
chen  beiden  Klassen  allein  wir  uns  in  den  folgenden  Vorlesungen 
!tigen  werden. 
Indem  ich  mich  zu  den  durch  die  Differentialgleichung 


Ji  -  t,  (2  -  20  (2  -  2,)  +  {<:,  2  +  »,) /(T- 20  (2  -  %) 
deiinirten  Functionen  wende,  will  ich  bemerken,  dass  die  Substitution 


diese  Gleichung  in 
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£  =  ^0  (^i  -  %)  t  +  i'^ih  +  o,~  ic,z.,  +  c,)Ö  Yl 
aberfiihvt,  und  daas  somit  hierin  alle  Integrale  von  rationalen  Func- 
tionen von  £  und  Quadratwurzeln  aus  Polynomen  ersten  Grades  von 
£  enthalten  sind,  welche  eine  für  alle  im  Endlichen  gelegenen  iv 
eindeutige  Umkehrung  von  s  erlauben.  Dass  durch  die  letzten  Diife- 
rentiaigleichungeu  nicht  wesentlich  andere  Functionen  als  die  vorhin 
durch  die  Umkehrung  der  Integrale  rationaler  Functionen  der  Varia- 
bein erhaltenen  hervorgehen,  ist  daraus  ersichtlich,  dass  die  Substi- 
tution 

in  die  obige  Gleichung  dieselbe  in 

dto  3         "  "T-  \       2  2  ^'  / 

überfährt,  somit  in  eine  der  in  der  letzten  Vorlesung  gefundenen  ana- 
loge Gleichung,  welche  üa«h  dem  dort  erhaltenen  Resultate  als  allge- 
meines Integra!  eine  lineare  Function  der  Exjionentialfunction  lieferte. 
Es  wird  sich  somit  £  also  auch  z  als  gebrochene  rationale  Function 
zweiten  Grades  eben  dieser  Trans cendenten  und  zwar  im  Allgemeinen 
mit  der  Periode  derselben  behaftet  ausdrücken,  und  werden  somit 
neue  Transcendenten .  aus  dieser  Klasse  von  Integralen  nicht  hervor- 
gehen. Wir  müssen  jedoch  bemerken,  dass  während  die  ümkehrung 
der  Gleichung  der  letzten  Vorlesung  eindeutige  periodische  Functionen 
lieferte,  welche  _in  jedem  Periodenstreifen  jeden  Werth  nur  einmal 
annehmen,  die  jetzt  erhaltenen,  wie  aus  der  Beziehung 


hervorgeht,  Functionen  von  derselben  Periode  definiren,  welche  in 
jedem  Perioden  streifen  jeden  Werth  zweimal  annehmen  werden,  indem 
die  beiden  Werthe  des  w,  welche  der  durch  die  obige  Gleichung 
zwischen  u  und  w  deflnirten  Function  entgegengesetzte  Werthe  gaben, 
jetzt  in  Folge  der  genannten  Substitution  für  die  Umkehrungsfunction 
denselben  Werth  liefern  werden,  und  offenbar  nur  diese  beiden  w. 

Greifen  wir  aus  den  durch  die  obige  Gleichung  deflnirten  Func- 
tionen w  der  Variabein  2,  welche  eindeutige,  einfach  periodische 
Umkehningsfunctionen  haben,  die  in  jedem  Periodenstreifen  jeden 
Werth  zweimal  annehmen,  die  einfachste  heraus,  indem  wir 

setzen  und  somit  die  Differentialgleichung 


erhalten,   so  wird  bei  Zuordnung  der  Wertlio  2  =  0  und  ii)  =  0  die 
durch  die  Gleichung 
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definirte   Function   von  s  der  arc  sin  s  genannt,  und  die  nach   dem 
Obigen  eindeutige,  einfach  periodische  Umicebmngsfunetioii  durch 

Ä  =  sin  w 
bezeichnet,  deren  Periode,   wie  aus  dem  Früheren  unmittelbar  folgt, 
den  Werth  2  ir  hat. 

Ausserdem  führt  die  Anwendung  der  Substitution 


das  obige  Integral  i 


If^. 


über,  dessen  ümkehrung  mit  Hülfe  der  Beziehung  zwischen  s  und  %i 
den  Ausdruck  liefert 

0  =  --.  {e"'  —  e~ ™')  =  sin  w , 

so  dass  sin  w  in  einfacher  Weise  mit  der  oben  behandelten  Transcen- 
deuteu  e'"  zusammenhängt;  die  NuIIwerthe  im  ersten  Periodenstreifen 
sind  0  und  ;r,  die  beiden  Werthe,  für  die  sin  w  innerhalb  dieses 
Perioden  Streifens  unendlich  gross  wird ,  liegen  beide  in  der  Unend- 
lichkeit. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  man  auch  für  die  Ableitung 
von  sin  tv,  welche  offenbar  wieder  eine  eindeutige  periodische  Func- 
tion sein  wird,  ein  besonderes  Zeichen  nämlich  cos  w  eingeführt  hat, 
so  dass 

cos  w  =  -^ —  =j—  =  7'1  —  s'  =  yi  —  sm'  tv 

ist,  dass  sich  ferner  ans  dem  Additionstheoreni  der  Exponentialfunc- 
tion  vermöge  der  Beziehungen  von  sin  w  und  cos  w  zu  jener  Trans- 
cendenten  unmittelbar  die  Additioiistheoreme  für  die  trigonometrischen 
Functionen  werden  herleiten  lassen,  und  dass  endlich  die  oben  ein- 
geführte Function  tg  w  zu  diesen  trigonometrischen  Functionen  iu 
der  Beziehung 

steht. 

Es  ist  jedoch  nicht  unsere  Absicht,  an  dieser  Stelle  eiue  Theorie 
der  trigonometrischen  Functionen  zu  entwickeln,  da  sich  dieselbe  iu 
ihrer  Vollständigkeit. unmittelbar  durch  Specialisirung  der  ausführlich 
zu  behandelnden  elliptischen  Functionen  (iudem  der  später  einzu- 
führende Integralmodul  gleich  Null  gesetzt  wird)  ergiebt,  und  es  soll 
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nur  iioeli,  bevor  wir  in  die  Theorie  der  elliptischen  Tran scend enteil 
näher  eintreten,  die  Frage  erörtert  werden,  wie  sich  eindeutige  perio- 
disühe  Functionen,  welche  in  jedem  Peviodenstreifen  jeden  Werth 
eine  ieUebige  endliche  Anzahl  mal  oder  unendlich  oft  annehmen,  aus- 
drücken lassen,  wobei  nach  den  tu  der  vorigen  Vorlesung  gemachten 
Auseinandersetzungen  für  die  erste  Art  dieser  Functionon  angenom- 
men werden  darf,  dass  diese  Function  in  jedem  Perioden  streifen  jeden 
Werth  eine  gleiche  Anzahl  mal  erlangt. 

Sei  f{w)  eine  solche  eindeutige  periodische  Function,  welche 
innerhalb  eines  Periodenstreifens  für  die  im  Endlichen  gelegenen 
Punkte 

und  nur  für  diese  verschwindet  und  für 


unendlich  gross  wird  und  zwar  jedesmal  von  der  ersten  Ordnung, 
so  vtird  offenbar  aus  früher  entwickelten  Gründen  der  Quotient  aus 
den  Functionen  f{tv)  und  der  in  der  folgenden  Weise  zusammen- 
gesetzten 

da  or  in  der  ganzen  Ebene  endlich  bleiben  müsste,  constant  sein, 
und  somit  jene  Function  f{w)  die  Form  haben 

Wir  wollen  jetzt  allgemein  die  analytische  Form  einer,  jeden 
eindeutigen  Function   fit'Sj,    welche  die  Periode  A   lii^t.    feststellen, 

*)  Setzt  man  f  i  =  und  difierent  irt  den  eleft  f  i  /  O  feßl  denen  Au6 
druck  nach  n  ao  ist  lei  Jit  zu  sehen  das'<  weil  die  Ex^  oiieutialfutictioii  diffe 
renturt  voa  emem  coDstanten  Factor  abgesehen  ii  deiselben  Form  eischemf 
lie  Blimmation  von 


awiicl  Pn  dem  Ausdruck''  für  i  1 1  dpm  d  i  h  Ditferent  at  on  al  gelcitetPi  von 
-5-^  zu  einer  algebruBchen  Gleichung  in  -3 —  fihrt  deren  Coeffit  enten  ganze 
Functionen  von  -  sind  und  dase  diktr  eine  solche  Gleich  in;;  d  p  allgenio  nate 
Form  dei  Differenhalglei  hungen  fui  solche  einfach  j  eriod  sehe  Fi  3  i,tionen  in 
gipl  t  ■wekhc,  D.  ih  em  Pprio  len=trPitcn  Pinen  ji-dtn  Werth  eine  Leliel  gt  ei  d 
liehe  Anzahl  mal  annehmen 
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gleichgültig  ob  dieselbe  in  Jedem  Periodonstreifen  in  einer  endliclien 
oder  unendlichen  Anzahl  von  Punkten  Null  oder  nneudlich  wird,  und 
ob  ein  Theil  dieser  Punkte  oder  auch  alle  in  der  Unendlichkeit  liegen, 
Setzt  man  zur  Vergleiehung  der  gegebenen  Function  mit  der  Expo- 
nentialfunctiou 


f('«)-f{^.i'i«S'^-I?(u), 


SO  ist  unmittelbar  zu  sehen,  dasa  die  eindeutige  Function  f  {w)  der 
Variabein  lo  auch  eine  eindeutige  Function  von  !i  ist,  da  eine  einmalige 
Umkreisung  von  m  ^  0  eine  additive  Veränderung  des  log  m  um  2  jt  i, 
also  von  iv  um  die  Periode  A  hervorbringt,  wodurch  der  Werth  der 
periodischen  Function  f(w)  nicht  geändert  wird.  Es  wird  sich  somit 
i^(M)  als  eindeutige  Function  von  M  nach  den  in  der  siebenten  Vor- 
lesung gemachten  Auseinandersetzungen  innerhalb  eines  um  den  Null- 
punkt der  M-Ebene  concentrischen  Ringes,  welcher  von  zwei  durch 
aufeinanderfolgende  Discontinuitatspunkte  gelegten  concentrischen 
Kreisen  begränzt  wird,  nach  ganzen  positiven  und  negativen  Poten- 
zen von  M  in  der  Form  entwickeln  lassen 

F{u)  =  a,  +  a,u-^a,u-^  +  -..- 

-f  a-iM-i+  a_ä«(-2-| , 

worin  die  Coefficienten  durch  den  Ausdruck  bestimmt  sind 
fF{v)dv 


und  das  Integral  längs  einem  innerhalb  jenes  Ringes  gelegenen,  den 
Innern  Kreis  umschliess enden,  sonst  beliebigen  Kreise  genommen 
werden  kann.  Um  nun  zu  untersuchen,  welcher  Raum  der  zf-Ebene 
diesem  concentrischen  Ringraum  der  js- Ebene  entspricht,  mag  be- 
merkt werden,  dass,  wie  früher  bei  Einführung  der  Exponentialfune- 
tion  gezeigt  worden,  wenn 

u==  c' 
gesetzt  wirdj  einem  um  den  Nullpunkt-  der  w- Ebene  beschriebenen 
Kreise  eine  gerade  Linie  der  ^Ebene  correspondirt ,  welche  zur  Fun- 
damentalachse  senkrecht  die  Länge  Stt  hat,  und  es  bleibt  daher  nur 
zu  bestimmen  übrig,  welche  Linien  der  w- Ebene  den  eben  genann- 
ten Linien  der  i-Ebene  entsprechen,  wenn 

,=  ?™ 

gesetzt  wird.     Ist  aber 

^  =  et  (cos  «  +  *  sin  k) 
iü  =  r  (cos  ip  -^  i  Bin  (p) , 
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t-- 


=  ^(- 


-  ß)  +  J  COS  {<p  -  K)) 


ergiebt,   so  wird,   da  der  reelle  Theii  von  t  auf  der  jenem  M-Kreise 
entsprechenden  (-Linie  nnTsrändert  bleiben  soll,  ■ 

r  ain  {tp  —  «) 
constant  sein,  d.  b.  das  von  den  w-Punkten  auf  die  Yerbindungs- 
bnie  des  Anfangspunktes  mit  dem  die  Periode  A  repräsentirenden 
Punkte  gefällte  Perpendikel  muss  stets  dieselbe  Länge  haben,  und 
der  Punkt  sich  somit  auf  einer  Parallelen  zu  jener  Verbindungslinie 
bewegen,  während  w  seinen  Kreis  beschreibt;  da  femer  (  iu  seinem 
rein  imaginären  Theile  um  die  Grösse  2jri  zunehmen  soll,  während 
u  einmal  den  Kreis  durchläuft,  so  wird 

r  cos  {rp  ~  a) 
am  Ende  der  Bewegung  des  «(-Punktes  den  Zuwachs  a  erhalten  haben 
müssen,  und  da  dieser  Ausdruck  die  iu  der  Richtung  der  oben  be- 
zeichneten Verbindungslinie  genommene  Entfernung  des  «ü- Punktes 
vom  Anfangspunkte  bedeutet,  so  folgt,  dass  für  eine  einmalige  Um- 
kreisung des  M-Punktes  tv  eine  zu  jener  Verbindungslinie  parallele 
und  dem  absoluten  Betrage  der  Periode  gleiche  Länge  beschreibt, 
und  hieraus  geht  wieder  unmittelbar  hervor,  dass  jenem  concen- 
trischen  Kreisringe  der  ((-Ebene  dasjenige  Parallelogramm  der  w- 
Ebene  entspricht,  dessen  eine  Seite  eine  der  Verbindungslinie  des 
Anfangspunktes  mit  dem  Punkte  Ä  parallele  Linie  von  der  Länge  a 
istj  während  die  andere  Seite  von  der  Linie  gebildet  wird,  welche 
Punkte  miteinander  verbindet,  die  zwei  beliebigen  Punkten  der  beiden 


concentrisehen  Kreise  der  m- Ebene  entsprechen.  Somit  wird,  wie 
der  Anblick  der  beistehenden  Figur  unmittelbar  lehrt,  die  aus  der 
oben  aufgestellten  Entwicklung  von  F{u)  sich  ergebende  Reihe 


vermöge  der  Periodicitä,t  dieser  Function  für  den  gesammten  Parallel- 
raum  gelten,  der  von  zwei  Linien  begranzt  wird,  welche  zu  der  Ver- 
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bindangslinie  des  Anfangspunktes  der  it-Ebeue  mit  dem  die  Periode 
A  repräseiifcirenden  Punkte  durch  zwei  nächstliegende  Unstetigkeits- 
puükte  der  J,'\inction  parallel  gezogen  sind.*)  Es  mag  niu'  noch 
aur  Bestimmung  der  Coefflcienten  jener  Reihe  bemerkt  werden,  daKi5, 
wenn 


ird,  der  oben  fiir  «x  gegebene  Ausdruck 
0.  =  -^  ff{ro)e     '~^dvo 


übergeht,  worin  die  Integration  längs  einer  in  jenem  Parallelogramm 
gelegenen  zu  OA  parallelen  Linie  genommen  werden  kann;  substi- 
tuirt  man  endlieh 

it= -^(c  +  mi), 

worin  m  die  für  die  Integration  constante  Entfernung  jener  parallelen 
Linie  von  OA  bedeutet  (und  diese  Substitution  ist  für  die  vorliegende 
Integration  oriaubt,  wie  unmittelbar  durch  Umsetzen  der  complesen 
Grössen  in  ihre  trigonometrische  Form  folgt),  so  werden  sich  die 
Coefflcienten  der  Reihenentwicklung  in  der  Form  ergeben 


^y>(^ 


(ö  +  m*))e 


Hat  f  {w)  im  Endlichen  gar  keine  D i sc ontinui täten,  liegen  sie 
also  sämmtlich  in  der  Unendlichkeit,  so  wird  die  obige  Darstellung 
in  form   einer  nach  positiven  und  negativen  ganzen  Potenzen  von 

e    ^     fortschreitenden  unendlichen  Reihe  eine  in  der  ganzen  tr  Ebene 
gültige  sein 

Nachdem  som  t  die  allgemeine  toim  eiiier  jelei  in  dei  i  Eten 
p  näeutiqe^i  einfach  \  fiiodisehen  i  mction  theil-j  in  einer  li  i  dif 
gtnze  Ebene  gültigen  theil?  in  einei  von  Paialleliaum  zu  Paiallel 
räum  in  den  Coefficienten  variabeln  Form  gefunden  woiden  1  leibt 
noch  der  Fill  zu  erledigen  dass  /f^i  )  eme  in  hutiqf  einfach  peiio 
dische  Function  ist  Di  sich  jedoch  nach  dem  iiüheien  jede  m 
dei  tige  Function  von    (   ils  die  L3sung  einer  Grieichung  m  •"  Grides 


■*")  Aus  1  r  \oil  egen  len  Dar  teüuiig  ist  unmitteltat  ersichtlich  dass  flr 
dPi  Jall  0  nen  Ihcl  v  elen  Diicont  nuitatsj  unkten  der  1  unction  die  Annahme 
l  DZ  itreten  musB  dasa  s  ch  überhaupt  ?m  OA  \  arallele  Streifen  von  endhcher 
Breite  angehen  laasen        welchei  Disu)ntin  itdtsi  inkte  der  F  mction  moht  vor 
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darstoilen  liisst,  deren  Coeffieienten  eindeutige  l\mctioiien  dieser 
Variabein  sind,  diesf  Ooefficienteu  aber  als  symmetrische  Functionen 
der  Werthe  der  einzelnen  Zweige  wieder  eindeutige  einfach  perio- 
dische Functionen  sein  werden,  welche  sich  somit  nach  dem  Obigen 
entweder  in  geschlossener  Form  für  die  ganze  unendliche  Ebene  oder 
vermiJge  unendlicher  Reihen  für  je  einen  Parallelraum  mit  Hülfe  der 
Exponentialfuuction  ausdrücken  lasseu,  so  würde  hiemit  für  alle  ein- 
fach periodischen  Functionen  eine  Darstellung  gefunden  sein. 
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Darstellung  eindeutiger  Functionen  durch  unendliche  Produete. 

Nach  Einführung  der  Exponential-  und  logarithmisclieii  Function  ' 
wird  es  möglich  sein,  für  alle  in  der  ganzen  Ebene  eindeutigen 
Functionen,  für  welche  jedoch  der  unendlich  entfernte  Punkt  ein 
Discontinuifätspunkfc  zweiter  Gattung,  also  ein  Vieldeutigkeitspurikt 
sein  darfj  Entwicklungen  in  Form  von  unendlichen  Producten  mit 
Hülfe  der  Nullen  und  Unendlichen  dieser  Function  aufzustellen,  welche 
für  alle  Werthe  der  Variahein  gültig  sind. 

Nach  den  in  der  siebenten  Vorlesung  entwickelten  Sätzen  wird, 
wenn  die  Curve  c  einen  Raum  einschliesst ,  innerhalb  dessen  f  (s) 
eindeutig  und  in  den  Punkten 

a^,  «2 ,  .  ■  .  ß* 
discontinuirlich  ist,  die  Gleichung  bestehen 

und  wenn  hierin  statt  f[g) 

gesetzt  wird,   und  die  Nullwerthe  von  fiß),  welche  in  jenem  Räume 
liegen,  mit 

die  unendlichen  mit 

ßu  ß-z,  ■■■  ß^ 
bezeichnet   werden,   während   ihre   als   endlich 
Ordnungszahlen 


sein  mögen,  so  wird  sich  mit  Berücksichtigung  des  früher  aufgestell- 
ten Satzes,  dass  die  sammtlichen  Werthe,  für  welche  4y-r  unendlich 
wird,  die  aämmtlichen-  a  und  ß  und  nur  diese  sind,  die  Beziehung 

rw  ^  j_  /T («    dt L  'v  i'fyi-  -^  —  ^   "V  /Tw_  _^ 

f(z)         2^iJ  f[i     -f^s       2niZjJ   fit)    t~z       2^iZiJ    t\t}    t-z 
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ergeben,  wenn  die  um  ß*  und  ßi  genommenen  Integrale  diese  Punkte 
in  beicanüter  Eielitung  umkreisen.     Da  aber 


J  f(i)  t~.        »-«,  /  "t\t 
("»1  J 


("•)  (".)   ■ 

^^/if  (■'"«')"'"  +  ■■■■ 


und  wie  früher  gezeigt  worden 

fiw'"-'^"" 

ist,  wälirond,  wie  unmittelbar  zu  sehen 


J  m  <' 


wird,   endlich  ebenso 

Kfr  -^^  =  -  2  '*'  ^''    /"-rf--  ('  -  z^')" '"  = " 

ist,  so  folgt  aus  der  obigen  Gleichung  die  nachstehende 


von  der  wir  in  der  folgenden  Untersuchung  ausgehen  werden. 

Wir  unterscheiden  nun  zwei  wesentlich  von  einander  verschiedene 
Fälle.  Sei  erstens  die  Lage  aller  derjenigen  Punkte,  für  welche  die 
Function  verschwindet  oder  unendlich  gross  wird,  nicht  derart,  dass 
sie  sich  bis  in  die  Unendlichkeit  hineinziehen,  wobei  wir  es  dahin 
gestellt  sein  lassen,  ob  der  unendlich  entfernte  Punkt  selbst  ein 
Discontinuitätspunkt  ist  oder  nicht,  so  wird  es  möglich  sein,  eine 
geschlossene  Curve  C  zu  ziehen,  welche  vom  unendlich  entfernten 
Punkte  abgesehen  sämmtliche  Nullen  und  Unendlichen  der  Function 
einschliesst,  und  daher,  wenn  die  Curve  C  zu  einem  unendlich  grossen, 
um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreise  erweitert  wird,  für  alle  noch 
so  grossen  endlichen  z  das  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung 
befindliche  Integral 

1    rnt)  _d±^  _  j_  rf{t)  dt 


inij     f(tj       t^~^^itij     t\t)       t' 
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seiii;  es  wird  diese  Reihe,  deren  einzelne  Integrale  bekanntlich  als 
um  deu  unendlich  entfernten  Punkt  genommen  betrachtet  werden 
können,  bis  auf  den  ersten  Posten  verschwinden,  also  eine  Cou- 
stante  sein,  wenn  j—  für  «  =  oo  endlich  ist,  sie  wird  eine  ganze 
Function  von  s  sein,  weun  'tJ^^  für  s  =  co  von  einer  endlichen 
Ordnung  unendlich  wird,  nnd  wenn  der  unendlich  entfernte  Punkt 
ein  Discontiuuitätspunkt  zweiter  Gattung  ist,  so  wird  sie  in's  un- 
endliche fortgehen  und  also  nur  den  Charakter  einer  ganzen  Func- 
tion haben,*)  Bezeichnet  man  den  Werth  dieser  Reihe  mit  U,  so 
wird 


r  (^)  __ 


■^+^'.-^^-^i 


und  durch  Integration  zwischen  den  Grunzen  ^„  und  ß,  wo  z 
beliebiger  Aufangswerth  ist,  für  den  /"(?)  weder  verschwindet 
unendlich  gross  wird, 


•}  Eb  mag  bciDCrkt  werden,  dass,  wenn  die  Function  f(e)  in  s  =  co  keinen 
Discontiuuitätspunkt  zweiter  Gattung  besitzt,  dieaolbe  in  der  Umgebung  (lieECB 
Punktes  die  Porm  haben  musä 


seben,   für  s  =  co   versehwinden  mu 
ür  2  ^  00   ebentaUa  der  Null  nähern 


fi!!) 

.  =  <! 

,^"  +  «„_ 

1^"-'  + 

oder 

/■(=) 

worin 

n  ei 

ne  positive 

oder  negative  } 

rend 

-pM 

für  ^  =  oo 

endlich  ist.     Da 

also 

wird, 
wird 

imd 
sich 

9  («)     ^i, 

der  GrUnzw 

1  unmittelbar  zu 

daher 

iesem  Falle 

Ist    dagegen    z  =  m    für    die   Function    em    Discontmmtitip  inkt    zi^eitei 

f  iA 
I  wird  ~l~   für  z  =  a>    endhch   od  i    un>nllii.h   gio  b  \on   tinci 

endhchen  Ordnung,  wie  dies  an  den  Functionen 

s'  e'     oder    e'" 

ersichtlich  ist,  oder  auch  uneadEch  gross  von  einer  unendlich  hohen  Ordnung 
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'-/- 


ds 


wiedec  den  Charakter  einer  ganzen  Function  hat. 

Für  den  zweiten  Fall,  dass  die  NuUen  und  Unendlichen  sich  in 
die  Unendlichkeit  hineinziehen,  ist  einleuchtend,  dass  man  die  in 
dem  oben  behandelten  Integrale  in  Frage  kommende  Curve  C  nicht 
ohne  Wei-thv  er  ändern  Dg  desselben  nach  Belieben  erweitern  kann,  da 
immer  wieder  neue  Unendliche  der  Function 

in  den  von  der  Curve  C  begränzfen  Kaum  eintreten.  Wir  werden 
in  diesem  Falle  von  einer  bestimmten  Form  der  6'- Curve  ausgehen 
müssen  und  diese  allmählig  nach  einem  bestimmt  vorgeschriebenen 
Gesetze  in'a  Unendliche  erweitern ;  dann  werden  offenbar  je  nach  der 
Gestalt  der  Curve  immer  neue  Nullen  oder  Unendliche  der  Function 
in  den  von  der  Curve  begränzten  Raum  eintreten,  oder  es  werden 
sich  verschiedene  Anorduungen  der  Facioren  des  Productes  ergeben, 
der  vorher  erhaltene  analytische  Ausdruck  für  die  Function  f{z)  wird 
aber  seine  Form  bebalten,  nur  dass  in  vielen  Fällen  durch  eine  be- 
stimmte Wahl  der  im  Unendüeheu  verlaufenden  Curve  C  eine  Ver- 
einfachung des  Ausdruckes  für  V  erzielt  werden  kann.  Lässt  sich 
nämlich  die  Curve  derart  in  die  Unendlichkeit  erweitern,  dass  sie 
nie  durch  Punkte  geht,  für  welche  f{z)  Null  oder  unendlich,  also 
Yj-^  unendlich  gross  wird,  dann  wird 

rfßi  dt 
J  f{t)   *^' 

wenn  /e  >  1  ist,  verschwinden,  weil 

oder  auch,   da  ^h}  '^^^  ^^^'  ganzen  Curve  als  endlich   vorausgesetzt 

worden,  wenn  der  grösste  Modul  der  Grösse 

f'{t)      1 
fit)     **-i 

auf  dem  Umfange  der  Curve  C  mit  m  bezeichnet  wird, 

YjO   ^  ^        /'mod  dt 


»-°*/fl?<'»/ 
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welche  Grösse  sich  offenbar  der  Null  rulhern  muss,  wenn  bertteksich- 
tigt  wird,  dass  m  wegen  des  unendlich  grossen  absoluten  Betrages 
von  (  verschwindet,  während  moA  dt  gleich  dem  Bogenelemeiit  (?s 
der  Curve,  moAt  ffleich  dem  Radiusvector  r  derselben  und  daher 


/mod  dt    ^    rds 
„,od.        J    r 


Es  wird  sich  somit  in  diesem  Fülle 
■f  (t)  dt 

'fit]     t 


!  Conatante  und 


(t)  dt 
fit)     t 


ergeben,    während    sonst    die    Form    der   obigen    Productentwicklung 
unverändert  bleibt. 

Somit  ist  jede  im  Endlichen  eindeutige  Function  durch  ein  un- 
endliches Product  dargestellt,  das  sich  von  einem  constanten  Factor 
abgesehen  aus  dem  Quotienten  der  zu  den  Nullen  und  Unendlichen 
gehörigen  Linearfactoren  zusammensetzt,  muItipKcirt  mit  einer  Ex- 
ponent! alfuoction ,  deren  Exponent  in  jedem  Falle  eine  ganze  Func- 
tion von  s  ist  oder  den  Charakter  einer"  ganzen  Function  hat;  die 
Coefflcienten  dieser  im  Exponenten  befindlichen   Function    sind  von 


*)  Daa 


eineo  endlichen  Wertli  iiat  folgt  Jinm  ttelbir  daiaua  diiss,  wenn  man  mit  c 
den  Winkel  bezeiel  lot  welchen  die  Tlngente  der  Cuito  mit  dem  Radiueveetor 
mirht    nie  leicht  ertifhÜ  cl      li--  Bezieh  mg-  besteht 


p  dei    1    It  «11  Lei  Itl^utet     lenn  d^nn  tulgt 


J4^=j.^ 


worin  die  reellen  auf  den  Polarwn  k  1  sich  beziehenden  Granzen  des  Integri 
dei  rechten  Seite  dieser  Gleichung  wesentlich  von  der  Natur  der  Curve  al  1  v 
gen  werden    und  wenu  stets   endlich  1  leiVt     so  ergieht  eich  hieraus   ui 


mittelbai  d^ss  las  betrachtete  Integral  ein 
gesetzt  werden  !arf  dass  die  Cune  n  cht 
Intervalle  des  Polarwinkels  uiendhch  oft  z 
trathtuiig  der  Ausnal  mefalle  duifen  wir  ii 
Wendungen  veizichten 


n  endhchen  Werth  hit  wenn  voiaus 
so  beichaffen  ist  dass  liler  gewisse 
.  integriren  ist  auf  eine  n'Uii.iP  Bc 
BuLksicht  auf  die  spateten  Anwen 
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der  Gestalt  der  C-Garve  im  ersten  der  beiden  oben  unters ebiedenen 
Fälle  unabhängig,  nehmen  jedoch  im  zweiten  Falle  andere  Werthe 
an,  wenn  sich  die  C-Curve  in  anderer  Gestalt  und  nach  einem  an- 
deien  Geset/.e  in's  Unendliche  erweitert,  also  die  Reihenfolge  der 
Factoren  des  unendlichen  Productes  eine  andere  wird. 

Zur  Erläuterung  der  eben  gemachten  Auseinandersetzungen  soll 
die  in  der  vorhergehenden  Vorlesung  eingeführte  sinus- Function  in 
ein  unendliches  Product  zerlegt  werden.  "Wird  die  C-Cuvve  vorerst 
im  Endlichen  durch  ein  Rechteck  dargestellt,  von  dem  zwei  Seiten 
in  den  Entfernungen 

p7C  -^  ~    und     —  (i*^  +  -?■) 

zur  Fundamentalaxe  senkrecht  laufen  sollen,  die  beiden  andern  parallel 
der  Fundamentalaxe  zu  der  einen  und  andern  Seite  in  der  gleichen  Ent- 
fernung von  derselben,  so  werden  in  diesem  Rechtecke  die  Werthe 

die  einzigen  NuUwerthe  der  sinus -Function  sein,  wie  weit  man  auch 
die  zur  Fundamentalachse  parallelen  Rechtecksseiten  sieh  entfernen  las- 
sen mag,  während  Unendliche  für  diese  Function  im  Endlichen  gar 
nicht  existiren.  Wenn  man  nun  auch  die  Breite  des  Rechtecks  da- 
durch erweitert,  dass  man  p  immer  grösser  und  grosser  werden  lässt, 
so  wird  die  C-Curve  immer  noch'  die  Eigenschaft  beibehalten,  ein 
Rechteck  zu  sein,  auf  dessen  Seiten  die  Function 


nicht  unendlich  gross  wird*),  und  indem  man  beachtet,  dass  zu 
gleicher  Zeit  bei  stetiger  Erweiterung  des  Rechtecks  die  gleich  grossen 
positiven  und  negativen  Vielfachen  von  tc  zu  gleicher  Zeit  eintreten, 
so  wird  für  alle  noch  so  grossen  g,  wenn  man  nur  die  Grenzen  des 
Rechtecks  gehörig  erweitert,  die  Gleichung  statthaben 

Da  ntm,  wie  aus  den  in  der  letzten  Vorlesung  erlangten.  Resul- 
taten ersichtlich  ist,  der  cosinus  eine  gerade,  der  siuus  eine  ungerade 
Function  ist,  so  wird 


in  zwei  zum  Mittelpunkt  des  Rechtecks  also  dem  Anfangspunkt  sym- 

*)  indem  diese  Function,  welche  die  Periode  tc  besitzt  und  in  ihrem  Pe- 
riodenstreifen  jeden  Werth  nur  einmal  annimmt,  nur  für  die  Werthe  0,  tc,  2jr, . . , 
imendlich  gfoss  wird. 
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metriach  liegendeu  Punkten  entgegengesetzte  Werthe  annehmen,  iind 
daher 


denselben  Werth  erlangen,  so  dass,  da  in  entgegengesetzten  Rich- 
tungen integrirt  wird,  die  zu  je  zwei  parallelen  Rechtecks  ei  ten  ge- 
hörigen Integralelemente  sich  aufheben,  und  daher  die  in  der  obigen 
Produetentwieblung  enthaltene  Exponentialgrösse  den  Werth  1  an- 
nimmt. Setzt  man  nun  noch  «„  =  0,  was  hier  erlaubt  ist,  weil 
/3in?\  j^^_  Einheit  gleich  ist,  so  erhält  man 

Wir    leiten    aus    der   eben    gefundenen    Produetentwieklung   der 
Binus-Function,  welcher  auch  die  Form 


,|t(. 


-Si 


£) 


gegeben  werden  kann,   worin  das  Zeichen    /"i/    so  zu  verstellen  ist, 

dass  jedem  positiven  (t  das  gleiche  negative  anzuordnen  ist,  und  ^ 
die  Werthe  1  bia  oo  beizulegen  sind,  noch  die  folgende  Produet- 
entwieklung her,  welche  wir  nachher  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  brauchen  werden.  Setzt  man  nämlich  das  unendliche 
Product 


i^to 


4^) 


oie  jpoiin 


so  wird  nach  der  vorhergehenden  Entwicklung  i 


Ei' 


i-.VT.)  =  . 


sein,  wenn  in  dem  Producte  jj.  von  1  bis  co  genommen  wird;   zieht 
mau  zu  dem  Producte  noch  den  Factor 
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hinzu,  so  ergiebt  sich,   indem  ji  die  Wertbe  0,  1,  2,  ...   annimmt, 

worin  a  von  Null  verschieden  ist,  während,   wenn   a  :=  0  ist,    der 
vorher  entwickelte  Ausdruck 


i^0-3==- 


an  die  Stelle  tritt. 
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Die  elliptiacliGn  Integrale  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Gattung 
und  die  Beziehung  des  allgemeinen  elliptisclien  Integrales 


=ß 


Indem  wir  uns  nunmehr  zur  Theorie  der  elliptischen  1 
und  Functionen   wenden,  wird  es  nothig  sein,   bevor  wir  das   allge- 
meine elliptische  Integral  von  der  Form 

behandeln,  in  welchem  f  eine  rationale  Function  von  s  und  j/JE(s) 
bedeutet,  und  M  {2)  ein  ganzes  Polynom  vierten  Grades  in  s  von  der 
Gestalt 

E  (2)  =  vi  (« -  ß)  (i  -  m  («  -  r)  (»  -  ä) 

ist,  drei  wesentlich  von  einander  verschiedene  Gfrundformen  von  elUp- 
tiachen  Integralen  hervorzuheben,  auf  welche  sich  säramtliche  ellip- 
tischen Integrale  werden  reducirea  lassen. 

Wir  nennen  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  ein  solches, 
welches  für  keinen  Punkt  unendlich  wird*),  ein  elliptisches  Integrul 
stvä,ter  Gattimg,  welches  nur  in  emem  Punkte  «j  der  zu  Y^ip)  ge- 
hörigen Riemann'schen  Fläche  von  der  ersten  Ordnung  also  wie 

unendlich  ist,  und  endlich  ein  elliptisches  Integral  dritter  Gattimg 
ein  solches,  das  für  stmi  Punkte  der  Rieniann'acbeu  Fläche  loga- 
rithmiach  unendlich  wird  und  zwar  so,  dass,  wenn  das  Integral  in 
g  =  g^  unendlich  ist  wie 

A  log  (s  —  g^) 
und  in  3  =  S^  wie 
_B  log  (»-«,), 

•)  Es  111%,  Umeikt  weiden  daaa  um  fir  emdenhge  Functionen  oder  fiir 
mehrdeutige  von  der  Art  dass  jedem  r  mr  eine  eudliclie  Anzahl  von  Puni, 
tionalwerthen  entäpricht  der  batz  bewiesen  wai  da  s  i^de  solche  1  unction  fi  r 
einen  endlichen  oder  naeadlieh  grOBsen  Werth  dei  Vuiihehi  ^lelbst  uuendhch 
groBBWPrden  musB  w^threnl.  das  den  lesp  Oühenf,  Inti.^'il  nie  spitei  gei  nei 
gezeigt  wild    eme  uneudhch  vieldeutige  Fmction  ist 
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zwischen  den  Coefficienten  A  und  J5  die  Beziehung  besteht 

A  +  B^O. 
Uass  diese  letztere  Bedingung  eine  nothweiidigej  wenn  üherhaupt  ein 
elliptisches  Integral  bestimmbar  sein  soll,  ist  leicht  einzusehen ;  denn 
denkt  man  sich  die  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  zer- 
legt und  dann  die  beiden  Punkte  ^^  und  ^^  durch  unendlich  kleine 
Kreise    ausgeschlossen,    deren    Periphe-  pj     52 

rieen    mit    demselben   Punkte    «    eines 
Querschnittes  verbunden  werden  mögen,  ■, 
so  wird  das  elliptische  Integral  in  einer 
Curve    um    a    genommen    gleich    dem 
Werthe 

2niA-\-2:iiB 
sein,  da  der  Querschnitt  zweimal  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  überschritten 
wird,  und  der  von  den  Logarithmen  herrührende  Stetigkeitssprung 
bekanntlich  2  %i  ist;  da  jedoch  der  Werth  dieses  Integrales  auf 
jener  Curve  in  der  ursprünglichen  F^ehe  genommen  den  Werth 
Null   hat,  so  muss  auch 

A-i-B^O 
sein.  *) 

Es  soll  nun  die  allgemeine  Form  des  elliptischen  Integrales  erster 
Gattung,  das  also  in  keinem  Punkte  der  Biemann'schen  Fläche 
unendlich  wird,  aufgestellt  werden.  Gehen  wir  von  dem  aligemein- 
sten elliptischen  Integrale 


iäe 


*(«)  +  »,(«)  KKW 
aus,  in  welchem 

Ji  (5)  -  ^  («  -  O)  (8  -  /i)  (2  -  y)  (3  -  S) 
und  Sfl  kein  singulärer  Werth  ist,  so  wollen  wir  zuerst  die  Function 
unter  dem  Integralzeichen  im  Zähler  und  Nenner  mit  dem  conjugir- 
ten  Werthe  des  Nenners  multipliciren   und   erhalten  als   allgemeine 
Form  eines  elliptischen  Integrales 


/^ 


91(3) 


worin  /„(s),  fiip),   <p(p)   ganze  Functionen  von  0  bedeuten,  welche 
keinen  gemeinsamen  Theiler  haben- sollen.     Sei  nun 

*j  Eb  geht  hieraus  zugleich  hervor,  class  kein  elliptischea  Integral  exietireii 
kanu  welches  um  la  einem  Punkte  auf  einem  Blatte  der  Kiemaan'aehen  Plä.che 
uiiLndhcli  wild  da  sonst  lei  Coefficient  des  logaiithmi sehen  Gliedes  versehwin- 
den musatK 
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q,  (2)  ^(^^  a,f'  {b  —  ßj)*' , 

so  wird  dis  obige  Integiil  nui  m  den,  Punkten  ^  ^  n^,  aj,  .  .  .  un- 
endlich sein  können,  soll  dasselbe  daliei  m  diesen  Punkten  für  beide 
Blätter  der  Flache,  cl  h  z  B  fm  die  zu^eböngen  Weitbe  +  /J?"(äj 
und  —  Y^ifi^  einen  endlichen  Werth  annehmeu,  '■o  wird  nach  den 
in  der  siebenten  uml  achten  Vorlesung  erhalteueu  Resultaten  das 
Integral  nur  endlich  sein  können,  wenn  die  Werthe  «,,  «j,  ...  zu 
den  Verzweigiuigspunkten  u,  ß,  y  8  geboten,  in  diesem  Falle  aber, 
in  welchem 

•e  («)  =  (8  -  «)'■  (»  -  «*■  (« -  r)'-  (2  -  *)»• 

ist,  sieht  man  unmittelbar  ein,  dasa,  weil  nach  dem  oben  aufgestell- 
ten Griterium  z.  B,  für  s  =  a 


-  «)  (^  ^ß){g^  y)  (g  . 


0 


sein  muss,  wenn  das  Integral  nicht  unendlich  werden  soU, 

f,  (8)  =  c»  -  «)*'  («  -  B"  (2  -  r)'-  (» -  «)*•  F.  («)  •) 

sein  wird,  worin  ^^{b)  eine  ganze  Function  von  B  bedeutet,  und  das 
Integral  somit,  wenn  die  Bedingung  festgehalten  wird,  dass  es  für 
keinen  im  Endlichen  gelegenen  Werth  unendUch  gross  werden  soll, 
die  Form  haben  muss 


/^ 


■  -  ßf'  iß  ~  vf'  (a  -  g>''  F«  je)  +  Fi  (a)  VA  iß  -  «)  (z  -  p)  {z  -  y)  (g  -  S)  ^^ 
(a  _  „)*.  (3  -  ßp  (e  -  vf'  {3  -  S)"' 

worin  die  Grössen  h^,  h^,  Ji^^,  1^^  Null  oder  die  Einheit  bedeuten, 
wenn  man  die  gemeinsamen  Theiler  des  Zählers  und  Nenners  bereits 
entfernt  denkt.  Wenn  nun  aber  dieses  Integral  auch  für  z  =  ao, 
welcher  Punkt  für'  unsere  Function  kein  Verzweigungspunkt  ist,  end- 
lich bleiben  soll,  so  muss  die  Gränze  der  mit  z  multiplicirten  Func- 
tion unter  dem  Integralzeichen  für  s  ^  oo  sieh  der  Null  nähern, 
und  es  wird  dies  wrieder  für  den  in  der  Unendlichkeit  auf  beiden 
Blättern  liegenden  Punkt  geschehen  müssen;  daraus  folgt  aber  un- 
mittelbar, weil  die  Unendlichkeiten  des  Zählers  sich  für  die  beiden 
Vorzeichen  der  Wurzel  nicht  zugleich  wegheben  können,  dass 

F^  (s)  =  0 ,     F^  (s)  =  const. ,     \=\  =  \^}i^  =  l 

sein  muss,  und  dass  daher  alle  in  der  ganzen  Eiemann'schen  Fläche 
endlichen  Integrale  in  der  Form 


srthe  von  yE(z)  jetlem 
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enthalten  sind,*) 

Was  die  ellip tischen  Integrale  zweiter  Gfattong  betrifft,  die  in 
dnein  Punkte  s^  eines  Blattes  der  Riemann'schen  Fläche  und  nur 
in  diesem  unendlich  werden  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung,  so 
ist  wieder  die  allgemeine  Form  desselben  leicht  festzustellen ;  denn 
gellt  man  von  dem  Ausdrucke  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales 


/' 


— jTM —  <>' 


f 


aus,  so  wird 

9M-{«-»,)>(»-«,)M^-«2)'--.-- 

sein  müssen,  und  da  das  Integral  wieder  in  den  Punkten  %,  a^,  ... 
endlich  sein  soll,  so  wird  aich  wie  oben  das  vorgelegte  Integral  in 
der  Form 

je  -  »)"'  iz  -  P)''-  (s  -  yf-  (g  -  Sf^  -n  (s)  +  i\  (g)  KZ^I^^^iT^  p)  (g  -  y)  (s  -~d 

ergeben,  worin  Ä,,  Ta^,  h^,  \  Null  oder  die  Einheit  bedeuten,  und 
mit  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  dieses  Integral  für  ;e  =  s, 
unendlich  von  der  ersten  Ordnung  sein  soll,  wird,  wenn  wir  zuerst 
annehmen,  das  Integral  soll  auf  beiden  Blättern  in  jenem  Punkte 
unendhch  werden,  ^"0(2)  sowohl  als  F^{z)  durch  {s  —  Sj)*"^  theUbar 
sein  müssen**),  und  da  Zähler  und  Nenner  keinen  gemeinsamen 
Theiler  haben  sollten,  so  wird  i;  —  2  ^  0  also  Ä  =  2  sein  müssen; 
zieht  mau  nun  jetzt  noch  die  Bedingung  hinzu,  dass  das  Integral 
auf  beiden  Blättern  für  ^  =>  00  endlich  seia  soll,  so  folgt 

t\  («)  =  »„      f,  (8)  _  o  (2  -  ^,)>  +  S  (2  -  «,)  +  «, 

fc,    =    Äj    =    A3    ==    ft^     ^     1  , 

worin  a,  b,  c,  t,  willkührliche  Constanteu  bedeuten,  und  wir  erhalten 
somit  als  allgemeinstes  in  s  =  s^  auf  beiden  Blättern  so  unendlich 
werdendes  Integra!,  dass  3S  algebraiseh-logarithmisch  unendlich  ist 
von  der  Art,  dass  seine  algebraische  Unendlichkeit  nicht  von  einer 
höheren  Ordnung  als  der  ersten  sein  wird,  das  folgende 


*)  Eb  bedarf  kaum  eioer  besonderen  Bemerkung,  dass  natürlich  immer  von 
lategrationBwegen  die  E«de  ist,  die  nicht  einen  der  beiden  Querschnitte  der 
Fläche  unendlich  oft  schneiden,  da  dann  au  dem  eadliolieii,  auf  der  einfach  zn- 
sammenhängenden  Fläche  gelieferten  Werthe  des  elliptischen  Integrales  erster 
Gattung  ein  unendliches  Vielfaches  der  Periodicit^temoduln  hinzutritt. 

•*)  wie  man  sicii  unmittelbar  durch  Entwickelung  dee  unter  dem  Integral 
befindlichen  Ausdruckes  nach  steigenden  Potenzen  von  z  —  z^  überzeugt,  nnter 
der  Voraussetaung,  dass  ^i  nicht  zu  den  Verzweigungspunkten  a,  ^,  y,  S  gehOrt. 
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Um  nun  die  logarithmische  UnendUchkeit  fortzusehaffen ,  entwiekelu 
■wir  nach  steigenden  Potenzen  von  g  —  e,  und  sehen,  da  für  beide 
Blätter 

1      ^  _1 i  :^i£i)  (2  _  5  )    I 

ist,  dass  der  Coefficient  von  {z  —  s^)-^  in  der  Eiitwickhiiig  der 
Function  unter  dem  Integralzeichen 

ist,  und  sich  daher  die  Bedingung,  dass  das  logarithniische  Glied 
verschwindet  (wobei  wir,  von  Anfang  an  annahmen,  dass  2,  weder 
unendHch   gross  noch   eine  Lösung  von  lt(^)  =  0  ist),  in  der  Form 

(a) 2hB  («i)  -  elf  (^,)  =  0 

darstellt.  Genügen  nun  die  Grössen  h  und  c  dieser  Bedingungsglei- 
chung,  so  wird  das  obige  Integral  das  allgemeinste  in  s  =  s,  auf 
beiden  Blättern  oder  für  beide  Zeichen  der  Quadratwurzel  von  der 
ersten  Ordnung  unendlich  werdende  Integral  sein,  und  um  nun  zu 
bewirken,  dass  dies  nur  auf  dem  einen  Blatte,  welchem  der  Wurzel- 
werth  £i  iJ  (S|)2  entspricht,  stattfinden  soll,  ist  offenbar  die  Grösse 
Cj  nur  der  Bedingung  zu  unterwerfen,  dass  der  Coefficient  der  nega- 
tiven zweiten  Potenz  in  der  Entwicklung  der  Grösse  unter  dem  In- 
tegralzeichen nach  steigenden  Potenzen  von  s  —  s^  für  den  entgegen- 
gesetzten Werth  der  Quadratwurzel  verschwinde,  oder  dass 

sein  soll,  so  dass  das  Integral 

ein  Integral  zweiter  Gattung  ist,  wenn  b  und  c  durch  die  Gleichung 
(a)  mit  einander  verbunden  sind. 

Um  einzusehen,  dass  dieses  Integral  zugleich  das  allgemeinste 
elliptische  Integral  zweiter  Gattung  ist,  was  übrigens  auch  schon  aus 
der  Herleitung  hervorgeht,  sei  irgend  ein  anderes  Integral  zweiter 
Gattung,  also  ein  Integral  einer  rationalen  Function  von  g  und 
/7J(5),  welches  ebenfalls  für  dieselbe  Biemann'sche  Fläche  von 
'l/R{d)  m's  =  s^  von  der  ersten  Ordnung  und  zwar  auf  dem  einen 
zu  dem  Wurzelwerthe  EfR{z^)i  gehörigen  Blatte  unendlich,  sonst 
überall  endlich  ist,  ^i  (s),  so  wird  sich  die  Function  unter  dem  In- 
tegral,  da  Si  kein  Verzweigungspunkfc  sein  soll,   nach  ganzen  stei- 
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genden  Potenzen  von  z  — e^  entwickeln  .lassen,  und  daher  die  £nt^ 
wicklung  von  £,  (s)  in  der  Umgebung  von  s  =  g^ 

Jä,  (2) -=4(2-S,j-'  +  B+C(« -«,)+•••• 
lauten,  und  wenn  die  Entwicklung  von  ^(s)  in  der  Niihe  desselben 
Punktes  in  der  Form 

«(s)  -  j.  (s_  «,)-'  +  s  +  »-(^  ~  «,)  H 

dargestellt  wird,  so  siebt  man,  dass 

für  2  =  g,  endlich  ist,  und  da  diese  Differenz  für  alle  andern  Punkte 
ebenfalls  endlieb  sein  muss,  da  die  zweiten  Integrale  es  sind,  so  folgt, 
dass  sie,  da  sie  wieder  ein  elliptisches  Integral  ist,  ein  Integral  erster 
Gattung  sein  muss,  und  dass  somit  das  allgemeinste  Integral  zweiter 
Gattung  sieh  durch  eines  derselben  und  ein  Integral  erster  Gattung 
in  der  Form 

-1 


™/P 


du 


U  -  «,)'     "^  (ü  -ed'V^  {"  -  «)  (.e  -  p)  i^  -  y)  (a  -  3)} 


+  'ffW- 


")  1«  ~  ß)  (s  -  y)  (s^  -  S) 


wird  darstellen  lassen,  worin  m  und  n  beliebige  Constanten  bezeich- 
nen, und  zwischen  &  und  c  die  Gleichung  (a)  stattfindet;  setzt  man 

wo  jetzt  auch  M  und  N  willkührliche  Constanten  bedeuten,  so  wird 
sich  mit  Berücksichtigung  der. Gleichung  (a)  das  allgemeinste  ellip- 
tische Integral  zweiter  Gattung  in  der  Form 

rr  2^  (^  -  ^,Y  +  ^^J?jL  (a  _  ^.)  +  Mb,  b  (^o*  "1 

/  __M_       , 3  ^,-B(giF  _    ____   \ 

J     lß-'^,f'^     {z  -  .,)=  Vä  [.  -«)(.-  ?)  {.  ^  yyV^-s)    J'*^' 
oder 

+  N  f  ^' 

ergeben. 

Sucht  man  endlich  das  allgemeinste  elliptische  Integral  dritter 
Gattung,  das  also  in  zwei  beliebigen  Punkten  s,  und  s^  logarithmiseh 
unendlich  wird  und  zwar  für  jeden  dieser  Punkte  auf  nur  einem 
Blatte  und  so,  dass,  wie  oben  als  nothwendig  nachgewiesen  Worden, 
die  Coefficienten  der  logarithmischen  Glieder  sich  zu  Null  ergänzen, 
so  findet  man  wie  früher  zuerst  wieder  die  Form 
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n^  -  af'  (a  ~  9f'  u  -  if'  (g  -  ^)^'.  -Fq  (g)  4-  Fl  jz)  yÄr^~~i^is  -  ß)  (^rr^c^  z^)  ^^ 

J  (s  ~  äT,)*  (a  -  «0'  (3  -  ")*'  (^  -  ß)*'  (^  -  y)*'  (a  -  a)^'  ' 

worin  ft[,  fc^,  /Cg,  A4  die  NuU  oder  die  Einheit  bedeuten;  nehmen  wir 
ferner  wieder  zuerst  an,  dasa  das  Integral  in  den  Punkten  s,  und  s.^ 
auf  beiden  Blättern  logarithmisch  unendlich  werden  soll,  so  werden 
Ff)  (3)  und  J^j  {s),  da  5,  und  0^  nicht  Verzweigungspunkte  von  y~li  (g) 
sein  sollen,  durch 

theilbar  sein,  und  daher  wieder  A  =  1,  i  =  ]   sein  müssen,   so  dass, 
wenn  noch   die  Bedingung  hinzugenommen  wird,   dass  das  Integral 
für  :S  =  00  auf  beiden  Blättern  endlieh  bleiben  soll,  sieh 
F,  (2)  -  »„      F,  (s)  -  o  (s  -  «,)  (5  -  %)  +  6  (.8  -  8,)  +  «  (>  -  »=) 

ft^  =  itj  =  Äg  =  A;^  =  1 
ergiebt,   worin  a,  b,  c,  Cj   TÖllig  willkührliche  Constanten  bedeiiten, 
und  das  Integral  daher  die  Gestalt  annimmt 


fb 


^  +  7 


o  (a  -  ^1)  (^  _  s,)  +  6  (g  -  ^,)  +  e  (a  -  %) 


"(s  -  ^i)  ^  (s  -  ^,)  (a  _  ii,)  K^""(i.  -  ■«)  (äT  _  ß)  (2  -  v)  (^  _  ö)  J  ' 
da  nun  aber  das  Integral  nur  für  «j  und  S2  auf  einem  Blatte  und 
zwar  für  Sj  auf  dem  zu  dem  Wurzelwerthe  £[  B  (s,)"2,  für  Sj  auf  dem 
zu  £j  1^(22)2  gehijrigen  iogarithmisch  unendlich  werden  soll,  so  werden 
die  Ooefficienten  der  Bedingung  zu  unterwerfen  sein,  dass 

ist,  oder  dass 

istj  und  mau  sieht  zugleich,  dass  in  dem  hieraus  sich  ergebenden 
Integralausdruck 

« (s  ~  =1)  ('  -  "-.)  +  ,-~  i.B  (',)*  («  -  «  +  r-^  «.« ('.)'  ('  -  '.)1 
J ''-'•  -illL-^ ds 

(l-»,)(»-a,)K^(2-,<){2-|i)(8-,)(3-«)  J 

die  Coefficienten  der  logarithmischen  Glieder 
^^    und    ^^ 

sind  und  sich  somit  zu  Null  er^lnzen,  wie  es  gefordert  war.  Da 
dies  die  allgemeinste  Form  des  elliptischen  Integrales  dritter  Gattung 
war,  oder  da  jedes  andere  Integral  dritter  Gattung,  welches  nur  in 
^i,  Ä^2  "^"J  2war nur  in  den  zu  den  Wurzelwerthen  SiB(3^p,   fiBf/^p 
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gehörigen  ßlätteoi  logarithmiscli  uneucUicIi  iwt,  und  l'ur  welches  die 
Coefficienten  der  logarithmisehen  Ausdrücke  sich  au  Null  ergänzen, 
genau  nach  den  für  die  Integrale  zweiter  Gattung  gemachten  Schlüs- 
sen durch 

ausdrücken  lassen  muss,  so  können  wir  auch  als  allgemeinste  b'wm 
eines  elliptischen  Integrales  dritter  Gattung  die  folgende  aufstellen 

id  N  voll 


■    la-^,)(ä-^,)J^4(3-ß)(3-3)(2-y)(^-#)J 


■"Sri 


in  der  M  und  N  völlig  willkührliche  Constanten  sind,  oder  wie  leicht 
zu  sehen 


(^,  -  ei)  V'B  (s) 


^k 


-  N  / ,, . 


M^ 


so  sind  offenbar  die  Coefficienten  der  logarithmisehen  Glieder  die 
positive  und  negative  Einheit,  und  in  diesem  Falle  soll  das  Integral 
dritter  Gattung  ein  HaupHntegral  drüter  Gattung  genannt  werden. 

Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  eine  specielle  Lage  der  Punkte 
^1  und  ^2  ^'^  einander  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  in  das 
allgemeine  zweiter  Gattung  überfühH.  Lassen  wir  nämlich  auf  der 
Fläche  von  l/ü  (s)  den  Punkt  s^  in  die  Umgebung  von  ^^  nicken, 
so  wird,  wie  unmittelbar  aus  dem  oben  definirten  Begriffe  der  Um- 
gebung eines  Punktes  ersichtlich  ist, 

i,  E  (ß,)i  _  .,  B  fe)i  +  'J-f^  .  i  ^j^f  +■■■■ 
oder 

sein;  da  ferner 

gesetzt  werden  kann,  so  folgt  unmittelbar  aus  der  ersten  der  beideji 
oben  für  das  allgemeine  elliptische  Integral  dritter  Gattung  aufge- 
stellten Formen,  dass,  tvenn  man  %  imenälich  nahe  an  g^  rücken  oder 
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diese  beiden  Fmikte  zusammenfallen  lässt,  jenes  Integral  dritter  Gat- 
tung in 

r  r  ^J!iL  (,  _  ^,)  +  ,,it  (,0^      -| 

Ml        ^^,+   ^'^^Jit.     -  \dB 

J  YA{^-a)(Z-?){z-y)(Z-S)' 

also  in  das  allyenmne  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  übergeht. 

Vermöge  dieser  Eigenschaft  wird  es  aber  möglieh  sein,  das  zweite 
elliptische  Integral  als  Diäecentialquoti  eilten  des  dritten  nach  einem 
der  beiden  Punkte,  für  welche  dasselbe  logaritbmisch  unendlich  wird, 
darzustellen,  wenn  wir  noch  den  folgenden  Hülfssatz  voTausgesehiekt 
haben  werden. 

Seien 

J7,(3),  n,{z),  n,(z) 

drei  elliptische  Integrale  dritter  Gattung,  welche  resp.  in  den  Punkten 

logarithmiBcb  unendlich  werden  und  zwar  für  dieselben  Punlite  auf 
denselben  Blättern,  so  dass  ihre  iogarithmischen  Glieder  in  der  für 
die  Umgebung  dieser  singulären  Punkte  gültigen  Entwicklung,  wie 
aus  der  oben  aufgestellten  allgemeinen  Form  hervorgeht,  lauten 


.-^■og  (»-».), 

Ji,„g(,_«j, 

2JK'              , 

i^^r^  log  (s  —  0{) , 

S>°^t^-^-)' 

S-«(-^'). 

.."^  log  ('-%). 

und  setzt  man 

/ 


M'  =  ^^1^  M,     M"  =  2?_-£=  M, 

so  ist  unmittelbar  zu  sehen,  dass  für  die  Summe  von  üi  (s),  n^(ß), 
Ii^{s')  die  Iogarithmischen  Glieder  in  den  einzelnen  Entwicklungen 
sich  wegheben,  und  dass  somit  die  Summe  jener  drei  Integrale  in 
der  ganzen  ßiemann'schen  Fläche  endlich,  also  das  Product  einer 
Gonstanten  in  das  Integral  erster  Gattung  sein  muss;   es  wird  daher 

n,  (b)  +  Ih  ip)  +  n.,  (ß)  =  N  f-  ^^  ^ 

sein,  wenn  die  M  iii  diesen  drei  Integralen  dritter  Gattung  in  der 
obigen  Weise  bestimmt  sind.     Setzt  man  nun  der  Kürze  halber 
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SO  folgt  mit  Rüctsiclit  auf  die  Forai  des  allgeiiieiiicu  Integrales  dritter 
Gattung 

worin  P  eine  Constante  bedeutet,  oder 

Lsisst  man  nun  s,  sich  auf  dem  den  Punkt  £^  enthaltenden  Blatte 
eben  diesem  Punkte  unendlicii  nähern,  so  geht  die  linke  Seite,  wie 
früher  gefunden  worden ,  mit  Hinzunahme  eines  Integrales  erster 
Gattung  in  das  allgemeing  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  über, 
während  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung,  wenn 

gesetzt  wird,  die  mit  M  multiplicirte  Klammer  sich  in 

. — _______ — ^  =  («^  _  s^)  j^ ._  .    j  _f_  j^_^,,^  ^^ 

verwandelt,   welche  Grösse  für  verschwindende  h  die  Form  annimmt 
^,,~,,)''^  +  J...  „  _  ji.  [fe  -  2,)  /.„  J  -  2  ^  ^-ISZl,  /„  ._  j . 
Es  wird  sich  somit  nach  der  obigen  Gleichung 

orgeben,  und  da  das  elliptische  Integral 

nach  der  oben  gegebenen  Definition   ein   elliptisches   Hanptintegra! 

dritter  Gattung  war,  so  findet  man, 

dass  sich  das  allgefmeine  elliptische  Integral,  zweiter  Gattung  mit 
dem  Discontinmtätspwtikte  erster  Ordnung  s,  von  einem  Integrale 
erster  Gattung  abgesehen  als  das  Frodttei  einer  Constanten  in  den 
nach  e,  genommenen  Differentialquotienien  eines  eUi^Osehen  Haupt- 
integrales dritter  Gattung  dxwsteUen  lässt,  dessen  zweiter  loga^th- 
mischer  TJnstetigkeitspwnkt  ein  völlig  wiUkührlicher  ist.*) 
Erwägt  man  ferner,  dass  das  Integral  zweiter  Gattung 
J.,    , 

ah  eme  m  dei  ganzen  Eiemann'schen  Mache  endliche,  nui  m  dem 

Punkte  Sj  des  enien  Blattes  unendlich  von  dei   eisten.  Ordnung  wie  ■ 

■*)  Man  kann  suh  von  iIpi  Richtigkeit  dieaei  Beiiauptung  aufli  iaxüi  un- 
mitteUiio  Ausführung  dci  Diffeientiation  des  lategriiles  drittel  Gattung  nach 
dem  einen  Piiametei,  a,  des-elbtn  iiheizengen 
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werdende  Fimctiou  das  Integral  einer  ratiouiilon  Function  von  Z  und 
yB,{g)  war,  welche  in  der  Nähe  fies  Punktes  s^  in  dem  betracliteten 
Blatte  die  P'orm  hat 

worin  <p  {s,  £])  sowohl  eine  in  der  Umgebung  von  /;,  endljclio  und 
eindeutige  B"'unction  von  s  als  auch  eine  ebensolche  von  s,  für  diesen 
Punkt  ist,  wie  aus  der  Beti-achtung  der  oben  aufgestellten  Form  für 
jenes  Integral  unmittelbar  hervorgeht,  so  folgt,  dass  das  Differential 
dieser  Function  nach  s^  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  sich  dar- 
stellen lässt  durch 

in  welcher  — ^^-'— ^  ßin^  endliche  und  eindeutige  -Function  von  s 
und  s^  istj  und  dass'  somit  das  Integral  nach  b  genommen  als  Func- 
tion von  z  aufgefasst  in  der  Nahe  von  s^  die  Form  hat 

worin  ^(«,  ^i).  ii  der  Umgebung  von  z^  endlich  und  eindeutig  ist. 
■Es  ist  mithin  klar,  dass  (?cr  Diff<!fm,Ü<iS^iMm,t  von  J",,, »,  in  ä&ni 
Punkte  0,  m  dem  beiracMeieii  Blatte  von  der  sweiten  Ordnwng  ww- 
enMich  ist,  m  aUen  andern  I'tmkten,  tvie  die  obiffen  Schlüsse  mi' 
mittelbar  geigen,  endlich  bleibt,  und  dass  sich  somit  jedes  in  s^  auf 
einem  Blatte  von  der  zweiten  und  ersten  Ordnung  wie  der  Ausdruck 

_^ ,       8 

(ß  -  «0'  "^  s  -  ^, 
unendlich  werdende  elliptische  Integral  durch 

B   dJ^       ^  T       ^vC  '^^ 

-2^F, T'^-'^  +  ^Jj 


___  VA  (a  -  «)  [s  -  ß]  iß  -y)(z~  Sj 

ausdrücken  lässt,  wenn  B,  S,  F,  Q  Constanten  bedeuten,  von  denen 
R  und  S  durch  den  Ausdruck  bestimmt  sind,  welcher  angiebt,  wie 
die  zu  bestimmende  Function  im  Punkte  s^  unendlich  werden  soll. 

Fährt  man  in  diesen  Schlüssen  iu  genau  derselben  Weise  fort, 
so  folgt,  dass,  indem  der  früher  mit  z^  bezeichnete  beliebige  Punkt 
nunmehr  der  sogleich  näher  zu  definirende  Punkt  g^  ^^i^  ^o'^j  jedes 
elliptische  Integral,  welches  in  einem  Punkte  z^,  welcher,  wie  von 
Anfang  an  vorausgesetzt  worden,  weder  ein  Verzweigungspunkt  noch 
der  unendlich  entfernte  Punkt  sein  sollte,  von  der  Art  unendlich 
werden  soll  wie  die  gegebene  Function 

im  Punkte  s^  ^^^  ^^^  Function 
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—  J.ilog(s  — ^a),   . 

im  Uebrigen  stets  endlich  ist,  sich  als  ein  mit  eoiistanteii  Coefficien- 

tcQ  aus  dem  ersten  Integrale,  aus  der  Function 

^■1  —  h  T 
-'^ -</.„=. 

nnd  deren  Derivirten  bis  zur  ki'"'  Ordiiiing  nach  dem  ünstetigkeits- 
werthe  s,  additiv  gebildeter  linearer  Ausdruck  ergiebt,  dessen  Coeffi- 
cienten  mit  Ausnahme  desjenigen  des  Integrales  erster  Gfattung  durch 
die  gegebene  Form  (a)  fest  bestimmt  sind. 

Wir  können  aber  auch  nunmehr  leicht  ein  elliptisches  Integral 
bestimmen,  weiches  im  Punkte  .s,  wie 

4,iog(«-j,)  +  _B,(2-«,)-'  +  c,c«-s,r-  +  ---  +  Jr,(3-«,)''. 

im  Punkte  s^  wie 

^l0g{2-2,)  +  _B,(2-2,)-'+C,(2--S,)->H i-E,(z^  !,]-'-., 

u.  s.  w.,  endlich  im  Punkte  s,,  wie 

yl,log(2-«,)  +  B,Cs-»,)-i+C.(«-«,)-'  +  --  +  ÄC«-2.)-'v 
unendlich,  im  Uebrigen  stets  endlich  sein  soil,  wenn  nur  die  Bedin- 
gung erfüllt  wird,  dass 

ist.  Denn  bildet  man  ein  elliptisches  Integral  J^,  yelches  in  ß^,  wie 
es  vorgeschrieben,  unendlich  ist,  ausserdem  in  «^  logarithmisch  un- 
endlich wird  wie 

—  Ä,  Iog(2  —  0^), 

im  Uebrigen  stets  endlich  ist,  und  addirt  dazu  ein  Integral  Jj,  wel- 
ches in  ^2  unendlich  wird  wie 

in  ^3  dagegen  logarithmisch  unendlich  wie 

-  (A,  +  A,)  log  («  -  «,), 
sonst  stets  endlich,  so  wird 

Ji  + J", 
eiti   eUiptisches  Integral,   welches  in  s^  und  «^  unendlich  wird,   wie 
es  vorgeschrieben  ist  und  welches  noch   in  s^  von  der  angegebenen 
Form  unendlich  ist.     Fügt  man  dann  ein  Integral  J^  hinzu,  welches 
in  ß^  unendlich  wird  wie 

(A  +  A  +  A)  i«g  (2  -  2.)  +  ^.{^  -  2,)-' 

+  C,  («  -  !,)-•  +  .  .  .  +  X,  (2  ~  ,,)-•., 
während  der  Ausdruck 

-(A  +  A  +  A)l»g(2-t,) 

)  DaBB  diese  Beüingang  erfüllt  t.tmi  musB,  weno  übeibaupt  eine  Function 
von  den  aiigegelicnen  Eigen hcliaften  bestinmib'w  sein  soll,  folgt  genau  bo,  wie 
es  fui  zwei  Punkte  aiu  Anfange  dieser  Vorlesungen  naclige wiesen  woiJen. 
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die  Art  des  ÜJiendlichwerdens  in  einem  weiteren  Punkte  ^^  anzeigt, 
u.  s.  w.,  so  werden  wir  schliesslicli  in  dem  Ausdrucke 

^■  +  ^.  +  ■•■  +  ^■.-1 

ein  Integral  erhalten,  welches  in  ^j,  ^^i  ■■•  ^^-i  die  vorgeschrie- 
benen ün Stetigkeiten  hat  und  in  dem  Punkte  gy  die  logarithmisclio 
Unstetigkeit 

-  (^,  +  ^,  +  ■  ■  ■  +  A  - 1)  log  (^  -  0.) 
besitzt,  oder  nach  der  in  Betreff  der  A  gemachten  Voraussetzung  so 
unstetig  wird  wie 

Alog(s  — «,); 
bestimmt  man  daher  endlich  ein  elliptisches  Integral  J,.,  welches  in 
ß,.  unendlich  wird  wie 

i(.(2-,..)-'+ft(2-«,)~>  +  ...  +  ^.(s -«,)-'■•, 
SO  wird 

j,  +  j,  +  ---  +  j. 

ein  elliptisches  Integral  sein,  welches  in  den  v  Punkten  «j,  s^,  . . .  s^ 
die  vorgeschriebenen  ünstefcigkeiten  hat,  während  es  im  Uebrigen  für 
alle  s  endlich  bleibt,  und  mau  sieht  wiederum,  dass  die  Coefficienten 
aller  einzelnen  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  bestimmt  sind, 
und  daas  nur  der  Coefficienfc  des  elliptischen  Integrales  erster  Gat- 
tung unbestimmt  bleibt. 

Wir  können  dieses  Resultat  jedoch  noch  in  ganz  anderer  Form 
aussprechen.  Da  die  Riemann'sche  Flache  von  y~B{ß)  nämlich 
nach  den  in  der  elften  Vorlesung  geraachten  allgemeinen  Ausein- 
andersetzungen aus  zwei  Blättern  mit  zwei  Verzweigungsschnitten 
von  a  nach  ß  und  von  y  nach  S  besteht,  und  durch  zwei  Querschnitte 
in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zerlegt  wird,  so  wird  jedes 
elliptische  Integral  beim  üeber schreiten  eines  dieser  Querschnitte  je 
einen  Stetigkeitssprung  machen  oder  zwei  Periodicitätsmoduln  be- 
sitzen, wobei  für  die  Integrale  dritter  Gattung  noch  die  Stetigkeits- 
sprünge hinzutreten  werden,  welche  vom  Uebersch reiten  der  von  den 
Unstetigkeitspunkien  aus  nach  den  Querschnitten  gezogenen  Linien 
herrühren.*)     Nun  kann  man  offenbar  den  in  dem  oben  gefundenen 


*)  die  man  sicli  aätnmtlich  der  folgenden  Darstellung  wegen  nach  einem 
und  demselben  Funkte  eines'  der  beiden  Quersclinitte  gezogen  denken  kann;  in 
Folge  dieser  AnnaJime  können  wir  von  je  einem  Periodicitätsmodul  des  allge- 
meinen elliptischen  Integrales  flir  die  Länge  der  beiden  ganzen  Querschnitte 
sprechen,  da  nur  solche  Punkte  auageGOhloBBen  werden,  in  denen  das  Integral 
logarithmiseh  unendliok  wird,  und  das  Ueberscbreiten  aller  dazu  gehörigen  Ver- 
bindungslinien nach,  der  oben  über  die  Art  des  logarithmiseh  Unendlichwerdens 
gemachten  und  als  notbwendig  bewiesenen  Annahme  gar  keine  Werthverände- 
rnng  hervorbringt.  Würde  der  unendlich  entfernte  Punkt  auch  ausEUSchliesBeii 
sein,  90  müsste  der  neue  Querschnitt  so  gezogen  werden,  dasa  er  die  beiden 
ersten  Quersobnitte  nicht  schneidet,  was  stets  möglich  ist. 
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elliptischen  Integrale  noch  unbestimmt  gebliebenen  Coefficienten  des 
elliptischen  lütegrales  erster  Gattung  derart  bestimmen,  dass  die 
reeilen  Theile  der  beiden  genannten  Periodicitätsmoduln  oder  einer 
dieser  Periodicitätsmoduln  selbst  gegebene  Werthe  erhalten.  Denn 
setzt  man  diesen  Coefficienten  in  die  Form 

so  wird  das  gesammte  Integral,  wenn  die  Werth Veränderung  aller 
Theile  mit  Ausnahme  des  Integrales  erster  Gattung  beim  üeber- 
schreiten  des  ersten  der  beiden  Querschnitte 

die  dos  Integrales  erster  Gattung 

ist,  und  für  jenen  zweiten  Querschnitt 

JPj  +  Öji    und    p^-\-q,,i 
die   entsprechenden  Grössen   bedeuten,  für  diese  beiden  Querschnitte 
den  Stetigkeitssprung 

A  +  «,i  +  (i  +  hi)  (p,  +  i.i)  -  V,  +  r,i 

und 

-P.  +  Q^i  +  (-1  +  ^li)  ip2  +  22*)  -  £^2  +  Ki 
erleiden ;  sollen  nun  entweder  U^  und  U2  oder  Ui  +  F^i  gegeben 
sein,  so  werden  entweder  die  beiden  eben  aufgestellten  Gleichungen 
durch  Identificirung  der  reellen  Theile  der  beiden  Seiten  zwei  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  von  X  und  Aj*)  liefern,  oder  es  wird  be- 
reits aus  der  ersten  allein  der  Werth  von  i.  -\-  X^i  sich  ergeben,  in 
jedem  Falle  also  durch  jene  Bestimmung  der  Werth  des  noch  will- 
kührheh  gebliebenen   Coefficienten  des   elliptischen  Integrales  erster 


*)   Es  ist  hier  aar   noch  nachzuweisen  nöthig,   dass   die  Determinante  dei- 
für  i,  rmd  X,  aich  ergebenden  linearen  Gleichungen 
Xp,~  1,3,=  U,  —  P, 

nicht  verschwindet.     Wenn  aher 

wiire,  so  liossen  sich  zwei  reelle  Grössen  jt  und  (i,  derart  bestimmen,  dass 

^i),~fi,g,  =  0 

ftft  — /'i3!  =  0 
ist,  d.  h.  es  würden  die  reellen  Theile  der  Periodicitätsmoduln  des  Integrals 
dz 


"■  +  ""/> 


Terschwmden,  und  somit  die  Penodiutätsmuduln  des  Integrales  eister  Gattung 
selbst  em  reelles  Verhaltniss  haben,  ■v.äs  wie  in  einer  der  folgendin  Voilesun- 
gen  gezeigt  werden  soll,  nicht  möghch  ist  ebenso  wird  tisiihthcli  i,ein  diss 
nicht  eme  Periode  dieses  Integrfdes  verEchwinden  daif 
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Gattung  fegt  bestimmt  sein.  Es  giebfc  somit  stets  ein  zu  einer  be- 
stimmten doppelblättrigen  Riemann'sclien  Fläche  mit  vier  Verzwei- 
gnngspunkten  gehöriges,  von  dem  willkührlichen  aber  bestimmten 
Werthe  0„  ausgehendes  elliptisches  Integral,  -welches  in  v  beliebig 
gewählten  Punkten  ?,,  ä^,  .  .  .  Sv,  zu  welchen  weder  Verzweigongs- 
punkte  noch  der  unendlich  entfernte  Punkt  gehören  sollten,  Unstetig- 
köiten  der  Form 

^,!og(8-«.)  +  -B  (s~»,)-'+a(2-«.)-"+--  +  ^.(2-r,)-'- 
hat,  worin  «  =  1,  2,  ...  v  zu  setzen  ist  und 

A,-\-A2-\ i-  A  =  0 

angenommen  wurde,  und  für  welches  ferner  die  reellen  Theile  der 
Periodicitätsmoduln  au  den  beiden  Querschnitten  der  in  eine  einfach 
zusammenhängende  Fläche  verwandelten  Riemann'schen  Fläche  für 
yB  [e]  oder  der  eine  dieser  Periodicitätsmoduln  selbst  gegebene  Werthe 
haben.  Es  iat  aber  leicht  einzusehen,  dasa  es  nur  ein  solches  von 
3(1  anfangendes  ölliptisches  Integral  giebtj  denn  seien  J  und  J^  zwei 
elliptische  Integrale,  welche  den  angeführten  Bedingungen  Genüge 
leisten,  so  wird  J —  Ji  ein  von  0^  nach  g  sich  erstreckendes  ellip- 
tisches Integral  sein,  welches  in  der  ganzen  Fläche  endlich  ist,  da 
die  beiden  Functionen  in  denselben  v  Punkten  in  derselben  Weise 
unendlich  werden,  und  ausserdem  entweder  an  beiden  Querschnitten 
nur  rein  imaginäre  Stetigkeitssprünge  hat,  wenn  die  reellen  Theile 
der  Periodicitätsmoduln  an  beiden  dieselben  gegebenen  Werthe  haben 
oder  für  welches  der  eine  Periodicitätsraodul  verschwindet,  wenn  der 
eine  Stetigkeitssprung  für  beide  Integrale  denselben  gegebenen  Werth 
besitzt;  es  ist  somit  J — J,  ein  von  a^  nach  s  sich  erstreckendes 
elliptisches  Integral  erster  Gattung,  für  welches  die  reellen  Theile 
der  beiden  Periodicitätsmoduln  verschwinden  oder  der  eine  Periodi- 
citätsmodul  selbst  Null  ist,  was  auf  Grund  der  in  der  Anmerkung 
gemachten  Auseinandersetzungen  unmöglich  ist. 

Aber  wir  wollen  ausserdem  zeigen,  daas  jede  andere  Function 
von  s,  welche  in  der  vorgelegten,  in  eine  einfach  zusammenhängende 
verwandelten  Riemann'schen  Fläche  eindeutig  ist,  beim  Ueber- 
schreiten  der  beiden  Querschnitte  gegebene  reelle  Theile  von  Perio- 
dicitätsmoduln hat  und  ausserdem  in  den  Punkten  s^,  b.^,  ...  Zy  so 
unendlich  ist  wie 

Al0g(2-&)  +  B,(2-«.)-'+C,(2-J.)-"+...  +  i:(2-«,r"., 
worin  «  =  1,  2,  . , .  w  zu  setzen  ist,  oder  sich  von  diesen  Functionen, 
in  den  Punkten  ^^,  g^,  .  .  .  Zy  nur  um  endliche  und  eindeutige  Func- 
tionen von  s  unterscheidet,  von  dem  oben  gefundenen  elliptischen 
Integrale  nur  um  eine  Constanto  verschieden  ist.  Denn  sei  i'{z') 
eine  solche  Function,  so  wird 
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dz 
offenbar  eine  in  der  ganzen  einfach  zusainmenhÜngenden  Riemann'- 
aelien  Fläche  eindeutige  Function  von  s  sein,  da  die  Ableitung  einer 
in  einem  Punkte  eindeutigen  Function  auch  wieder  eindeutig  ist;  da 
sieh  aber  die  Function alwerthe  zu  beiden  Seiten  eines  Querschnittes 
längs  demselbenj  bis  ein  anderer  Querschnitt  auf  diesen  stösst,  um 
dieselbe  Constante  unterscheiden,  so  wird  das  Verhältniss  der  Diffe- 
renz der  Functionalwerthe  zu  dz  bei  unendhcher  Annäherung  an  den 
Querschnitt  sich  derselben  Gränze  nähern,  d.  h.  ■  -■■,■■  -  auch  an  den 
Querschnitten  eindeutig  sein  oder  anders  ausgesprochen,  es  ist  —^^-- 
eine  in  der  vorgelegten  mehrfach  zusammenhängenden  Riemann'- 
sehen  Fläche  eindeutige  Function  von  s.  Was  ferner  das  ünendlich- 
vperden  der  Ableitung  von  F{b)  betrifft,  so  ist  klar,  dass  diese  Func- 
tion in  den  Punkten  unendlich  gross  wird,  iu  denen  F{z)  es  selbst 
ist,  d.  h.  in  den  Punkten  «,,  g^,  .  .  :  z^  und  zwar,  wie  unmittelbar 
ersichtHch  ist,  wie  die  Functionen 

4,(2  — ^,)-i  —  B^{z  —  s,Y^  ~  ^GAs  —  SrY^ -hJUip-s^:)'^'' 

also  in  all'  diesen  Punkten  von  einer  endlichen  Ordnung  algebraisch 
unendlich;  ausserdem  kann  aber  eine  Function  von  endlicher  "Viel- 
deutigkeit —  und  dass  ,  eine  solche  ist,  geht  daraus  hervor, 
dass  sie  auf  der  vorgelegten  doppelblättrigen  Fläche  eindeutig  ist  — 
in  Punkten  unendlich  sein,  wenn  auch  ihr  Integral  in  diesem  Punkte 
endlich  ist,  doch  kann  dies  nur,  wie  aus  den  in  der  achten  Vorlesung 
angestellten  Betrachtungen  von  selbst  hervorgeht,  in  den  Verzwei- 
gungspunkten dieser  iSmction  stattfinden,  deren  Zahl  in  unserem 
Falle  eine  endliche  ist  und  zwar  muss  dann  die  Ordnung  des  un- 
endlich Werdens  eine  endliche  sein.  Es  wird  daher  die  Ableitung  von 
F[p)  als  eine  in  der  Riemann'schen  Fläche  der  elliptischen  In- 
tegrale stets  eindeutige  und  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten 
von  einer  endlichen  Ordnung  unendlich  werdende  Function  von  z, 
wie  früher  gezeigt  worden,  eine  rationale  Function  von 

8    und    fMl  -  «)  (2  -  «  (2  -  )-)  (3  -  ä) 
d.  h.  F{p)  ein   elliptisches  Integral,   also   bis  auf  eine  wzllkührliclie, 
additiv  hinzutretende  Constante  das  eine  oben  gefundene  Integral  sein. 
jEs  j/j'eÖi  somit  ^erhmi^t  nm-  eine  Function,   welche  den  oben  auf- 
gesteUten  Bedingwngen  genügt. 
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Der  eben  aufgestellte  Satz  von  der  eindeutigen  Bestimmung  der 
IJNinetion,  welche  den  für  die  Punkte  der  Fläche  der  elliptischen  Jn- 
tegrale  angegebenen  Bedingungen  genügt,  ist  das  sogenannte  Dirich- 
let'sche  Frindp  für  diese  Klasse  von  Flächen, 

Nennt  man  in  einem  der  Verzw ei gungsp unkte  a,  ß,  y,  d  unserer 
doppelblättrigen  Fläche  die  Grössen 

—    und    log  (s  —  ß)2 

(z  -  «)"^" 
von    der   m"^"   Ordnung    und   logarithmisch  unendlich    gross*),   und 
definirt  auch  als  Integral  zweiter  Gattung  ein  solches,   das  in  einem 
dieser  Verzweigungspunkte,  z,  B.  «,   unendlich  von  der  ersten  Ord- 
nung, also  wie 

A(0-  ß)-i-, 
und  als  Integral  dritter  Gattung  ein  solches,  welches  in  diesem  Punkte 
wie 

A  log  (,,  -  a)i 
unendlich  gross  wird,  während  es  in  einem  beliebigen  anderen  nicht 
mehrfachen  Punkte  £  wie 

A'  log  (s  —  £) 
unendlich  wird,  worin  wieder 

A-\-Ä'^0 
sein  muss,   so  erfahren  die  vorher  gemachten  Auseinandersetzungen, 
wenu   die  Forderung  gestellt  wird,   dass   ein  eUiptisehes  Integral  in 
einem  der  Verzweigungspunkte,   z.  B.  a,  unendlich  sein  soll  wie 

A  log  r  +  Br-'-^-fr  Or-^  H 1-  Kt-  *, 

worin 

zu  nehmen  ist,  nur  geringe  Modificationen ;  es  bedarf  keines  weiteren 
Beweises,  dass  das  in  ß  =  a  uuendlicli  werdende  ailgeineiue  ellip- 
tische Integral  zweiter  Gattung  von  der  Form  ist 

mf ; 


«)Cji  {«-•)('-«('-]■)&-'') 


+ 


-/- 


YA  (h  -  «)  (3  -  ß)  (^  -  y)  (.-  -  9) 


und  das   allgemeine   eilipti&chc   Integral    dutter   Gattung   durch    den 
Ausdruck  bestimmt  ist 


*)  indem  mau  eine  Function  für  einen  Punkt  der  Eiemann'achen  riHohe 
unendhi-h  klem  von  der  ersten  Oidnung  nennt,  ■wenn  ihr  Logarithmus  bei  einem 
voUatlndigen  Umlinfp  um  dip^cn  Punkt  (in  dpm  licliannten  Sinne  genomnien) 
um  2  jii  wachst 
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mCI     "^ ^„_ ^-Rffi^,       1^^ 

^     J  F^  (^  -  «)  (^  -  ^)  (^  -  y)  (s  -  *) 

Nachdem  gezeigt  worden,  wie  sich  jedes  beliebige  elliptiscbe 
Integral  mit  Hülfe  tou  Integralen  dritter  Gattung,  deren  Differential- 
quotienteu  der  verschiedenen  Ordnungen  und  einem  Integrale  erster 
Gattung  ausdrücken  lässt,  würde  noch  zu  zeigen  übrig  bleiben,  dass 
man  drei  feste  Normalformen  finden  kann,  auf  die  sich  stets  jedes 
elliptische  Integral  nach  Absonderung  der  trigonometrischen  und  loga- 
rithmischen Integrale  zurückführen  lässt.  Doch  wird  dies  einfacher 
für  den  Fali  zu  zeigen  sein,  dass  das  Polynom  unter  der  Quadrat- 
wurzel vom  dritten  Grade  ist,  indem  einerseits  dann  die  Reduction 
des  oben  behandelten  Falles  vermöge  der  früher  aufgestellten  Sub- 
stitution, welche  ein  elliptisches  Integral  mit  einer  Irrationalität  aus 
einem  Polynome  vierten  Grades  auf  ein  solches  mit  einer  Quadrat- 
wurzel aus  einem  Polynome  dritten  Grades  zurückzuführen  lehrt,  un- 
mittelbar zu  bewerkstelligen  ist,  andererseits  man  aber  auch  sogleich 
zu  der  ßeduetion  auf  die  von  Legendre  eingeführten  Normal- 
integrale geführt  wird,  deren  Definition  in  der  nächsten  Vorlesung 
gegeben  werden  soll. 
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Keduetion  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales  auf  die 
Integrale  der  drei  Gattungen. 

Sei 

\mii  /■(s,  j/(p  (s))  eine  rationale  Function  von  s  und  /?>(«),  so  wird 
sich  

worin 

iPi(2),     fii.B),     i>i{/),    i'A^) 
ganze  Functionen  von  ^  sind,   wenn  in  der  Function  unter  dem  In- 
tegral Zähler  und  Nenner  mit  dem  conjugirten  Werthe  des  Nenners 
multiplieirt  wird,  in  die  Form  bringen  lassen 

J\f,  {,)  +  F,  W  y^fj]  d,  -Jf,  (2)  d>.  +fyfff  , 

in  welcher 

F,W,    F,{^),    F{.) 

rationale  Functionen  von  s  bedeuten.     Da,  nun 


P',w 


als  Integral  einer  .rationalen  Function  von  g  eine  algebraisch -loga- 
rithmische i'unction  ist,  so  handelt  es  sich  somit  nur  noch  um  ein 
Integral  der  Form 

auf  dessen  ßeduction  wir  nunmehr  näher  eingehen  wollen. 

Nach  dem  Cauchy'schen  Satze  ist,  wemi  F(g)  für  die  Wcrtlie 

unendlicli  wird, 

(1) i'W-.^/S■''^-^/S"' 
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worin  die  Integrale  so  zu  durchlaufen  sind,  dass  die  eingescMos- 
seiien  Flächen  zur  Linken  liegen,  und  das  letzte  Integral  längs  einem 
den  Nullpunkt  ums  chli  es  senden  Kreis  mit  sehr  grossem  Radius  ge- 
nommen werden  kann,  oder  da  die  geschlossenen  Integrale  um  die 
Punktes«,  wie  früher  gezeigt  worden,  die  Coef fielen  ten  von  (t  —  So)~^ 
in  der  Entwickelung  der  Function 

z—t 
nach  steigenden  Potenzen  von  t — s„  sind,   und  ebenso  das  um  den 
unendlich  entfernten  Punkt  genommene  Integral  der  Entwickelungs- 
coefflcient  von  ir^  in  der  Entwickelung  derselben  Function  uach  fal- 
lenden Potenzen  von  t,  so  wird  sich,  wenn  wir  diese  Coefficienten  mit 

bezeichnen  und  die  GleieliuDg  (1)  ausserdem  mit  Yff  iß)  dividiren, 
der  Ausdrucli  ergeben 

-FW  ^  r    -F(')_  1  I       I  r    -g*») ]    _     r    -f«)     i 

V<t  (ij        L(2  -  <)  F»  W  J  L(a  -  <)  f<r  m  L(»  - 1)  YW)\ ' 

(l_a,)-i  ('-2.)-'  f-' 

dessen  einzelne  Tiieile  nunmehr  weiter  zu  behandeln  sein  werden. 

Nun   ist  aber  eine   unmittelbar   ersichtliche  Identität,   die   man 
durch  Ausführung  der  Differentiation  sofort  verifieirt, 

a  r     ^^W__]       d  r     V^)__  -\  .       _^s     ^         ^t 
■■     <i<  [(3-1)  >',,(.)]       ■!4(l-')Cji(l)J       2C»(»)K!p(f)      iV,rmV¥¥)' 
und,  wenn  man  diese  uach  t  zwischen   den  Grenzen  «„  und  t  inte- 
grirt,  erhält  man 

_j5j»l  _   J''lM__  _  d_  ,-j   /'     dt 

,      Ai_  rät Ä__  r  tat 

und  daher,  wenn  mit  f^9>(f)  dividirt,  mit  F(t)  mnltiphcirt,  auf  beiden 
Seiten  nach  steigenden  Potenzen  von  t  —  Za  entwickelt  und  die  Coeffi- 
cienten von  (t  —  Sla)~^  einander  gleich  gesetzt  werden 

r     Fm_  -|  _     y^K)     rF[t)i  ,     ah    rjit)  r  «_"] 
■   L(»  - !)  yrtFu     (' -  *.)  y^ («)  IVW)}     a y^ m  Lc»  (f)J  y,, ») J 

l» -".)-■  ('-«.)-'  .   '.        ('-'.)-' 

—     ^     l-ESS-  fJALl  +  ±  y^m  [  J'Cl  f  _  jj "1 

2K»(j)  iy,pmjrw)i     d''^^'  lyvmj  (<-<■) Kg.«] 
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Ich   gehe  wieder   zur  Gleichung  (3)  zurück  und  integrire  nacli  t 
für  deu  Anfangswerth  t  =  oo,  so  ist  klar,  dass  man 

erhält,  indem  die  Integrationseonstante  gleich  Null  wird ;  denn  da  auf 
der  linken  Seite  in  der  Umgebung  des  unendlich  entfernten  Punktes 


ist,  so  wird  die  Entwicklung  der  linken  Seite  nach  fallenden  Poten- 
zen von  t 

(6)   .  .      — y^M^^riA,  ^  ^  negative  Potenzen  von  t 

lauten;    auf  der  rechten  Seite  dagegen    liefern  offenbar    die   beiden 
ersten  Integrale  nur  negative  Potenzen  von  t,  indem  nach  dem  Obigen 


y'Pit) 


also 
imd 
also 

und 


=  Ä~'^r^  +  btr^-\-h^t  ^  +  - 


Jy-p(t) 


(*  -  z)  y<p  (t) 


^~*r^  +  c,i~*  +  ' 


Jw- 


A-* 


während  sich  für  das  dritte  Integral 


=  -i^  n  '-i«i(  '  +  ■ 


\r'*  + 


als» 

(7) i^  filü  =  —  ;;JL  #  +  iiegatiie  Potenzen  von  t 

ergiebt,  und  da  aicli  somit  nach  (6)  und  (7)  aus  Gleichung  (5)  die 
positiven  i- Potenzen  fortheben,  die  negativen  Potenzen  von  t  auf 
beiden  Seiten,  wenn  ( =  oo  gesetzt  wird,  verschwinden,  so  wird  die 
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Gleichung  (5)  in  der  Nähe  des  unendlich   entfernten  Punktes  richtig 
sein,  und  es  wird  aus  dieser  wieder  ähnlich  wie  oben  folgen 

(8)       r    ^i-^i- 1  =  -  ^^  r  ^(Q  r  ^  ]  _  _^_  r^LPL  r  1^1 

und  aus  (4)  und  (8)  folgt  sodann  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (2), 
wenn 

r  j'm   r  I»  1  _ ,       \JIML  /*  <"  ]  _  ; 

(<-".)-'  -        '-• 

r  J'c)   rti«  1  ^  j,      r  fm  rj*_]  _  j 

('-g->  -        <-' 

F-ZSI  f « 1  _  r  j:^  /•    _  ä«      -1  _  ,  (,) 

>.  ('-«.)-'  -  '-' 

und 

;j  -|-  ;^  _| }^  i^_i^^i 

\+1^-i-\ l-K  —  K^h 

gesetzt  und  mit  dz  multiplicirt  wird,  der  folgende  Ausdruck 

(9)  '^  =  0.  /^  ,;3;^  + ...  +  o.  /.-w  -^4^ 


so  dass  sich  somit 


eine  endliühe  Anzahl  von  Integralen  von  der  Form 


i  ej»  Integral 
i  ein  Integral 


6  für  (äio  CoefflcleEteu  dei'  Integrale 
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uod  in  eine  Function 

/■(^)/^) 
zerlegt,    welche,  wie  aus  der  Definition  von  ({s)  hervorgeht,    und 
nachher   noch    genauer   ausgeführt  werden    soll,    das   Produet  oiueu 
rationalen  Function  von  b  in  l/tp  {g)  ist. 

Das  Charakteristische  dieser  drei  verschiedenartigen  Integrale  ist 
unmittelbar  aus  ihrer  Form  zu  erkennen;  man  sieht  leicht,  dass 


M 


weder  für  s  =  a^,  %,  %  noch  für  2  =  00  unendlich  wird,  weil 
(Ij^^\  =  0     und     (:n^A  =  0 

ist,  dass  dieses  Integral  somit  in  der  Biemann'schen  Fläche  von 
'[/fp  {s)  stets  endlich  bleibt  und  nach  der  in  der  letzten  Vorlesung 
gegebenen  Definition  ein  Integral  erster  Gattung  ist.  Für  das  zweite 
Integral 


/f 


folgt  ebenso,  dass  es  in  2  =  a^,  a^,  a-^  endlich  bleibt,  dass  aber  im 
unendlich  entfernten  Pmikte,  weil 


-4,i. 


■a&,s~'+  ■ 


sich  ergiebt,  der  Integrahverth  von  der  ^""  Ordnung  unendlich  wird, 
und  dieses  Integral  ist  daher,  weil  3  '=  00  für  die  Quadratwurzel  aus 
einem  Polynom  dritten  Grades  ein  Verzweigungspunkt  ist,  in  dem 
früher  angegebenen  Sinne  ein  Integral  zweiter  Gattung,  indem  der 
Punkt,  ffir  den  dasselbe  allein  unendlich  wird,  in  einen  Verzwei- 
gungspunkt fällt^  und  das  Integra!  dort  von  der  i^'-'"  Ordnung  unend- 
lich wird.     Das  dritte  Integral  endlich 


/. 


wird,  wie  dies  unmittelbar  aus 

^-_.y  (8.)- *  +  «,(<,  -8.)  +  . 

also 


I  {•:-i.)yrW 


(2.r*  log  (i -«.)  +  «,(«-«.) +  ■ 
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ersichtlich,  in  s  =  «„  logarithmiseh  unendlich  und  zwar  auf  beiden 
Blättern,  ist  also,  indem  die  beiden  Punkte  s,  und  z^  der  letzten 
Vorlesung  hier  in  denselben  ^-Werfch,  aber  in  verschiedene  Punkte 
der  beiden  Blätter  fallen  und  so,  dass  die  Summe  der  Coefficienten 
der  logarithmiechen  (Glieder  sich  zu  Null  ergänzt,  ein  Integral  dritter 
Gattung;  nur  wenn  s  =  Sa,  eine  der  Lösungen  «j,  a^,  O3  des  Poly- 
noms (f>  {0)  ist,  wird 

/^j  -  J.*- (»  -  «J^  +  i,  (2  -  2,#  +  •  .  . 

\,-, .ri+c,(, -,.)-*  +  ■  ■■ 


und  daher 


If 


-2Ä-~'^(ß^,.ri-\-2c,{B^0,)^  + 


d.  h.  es  wird  dann  das,  Integral  ein  elliptisches  Integral  zweiter  Gat- 
tung, welches  in  einem  Verzweigungspunkte  der  Function  ip  (2)  von 
der  Y"  Ordnung  unendlich  ist. 

Wir  finden  somit,  dass  sieh  jedes  clliptisclie  Intogral  von  der 
Form 

J  y<p[^)  ' 

in  welchem  9  {ß)  ein  Polynom  dritten  Grades  in  s  ist,  in  ein  überall 
endlich  bleibendes,  ein  im  unendlich  entfernten  Punkte  von  der  |^'^" 
Ordnung  unendlich  werdendes  und  in  eine  endliche  Anzahl  von  in 
Je  einem  Punkte  auf  beiden  Blättern  (in  jenem  Ausnahmefall  alge- 
braisch von  der  -^""i  Ordnung)  unendlich  werdenden  Integralen  zer- 
legen lässt,  wozu  noch  das  Product  einer  rationalen  Function  von  s 
in  j/<p  iß)  hinzukommt. 

Wir  wollen  noch  über  die  Coefficienten  der  oben  gefundenen 
Reductiousformel  einige  Betrachtungen  anstellen.  Was  zuerst  die 
Werthe  -^ 


Ca- 


'  Fm  1 


betrifft,   so  wird,   wenn  «„  nicht  eine  der  Lösungen   der  Gleichung 
qo  (ß)  ^  0  ist, 

/^_yW*  +  ",  ('-*)  +  •■•, 

also  der  reciproke  Werth 


SP(2.)      *  +  hl.i- '•)  +  ■■ 


^-1- 

sein,  und  da,  wenn  F{s)  in  2  =  2b  von  der  m'°°  Ordnung  unendüch 
wird. 
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ist,  SO  werden  zur  Bestimmung  der  obigen  Grösse  C^  nuc  «lieae  beiden 
Reihen  zu  multipliciren  sein,  und  zwar  wird  man  von  der  ersten 
offenbar  nur  die  ersten  m  Glieder  zu  Isennen  brauchen,  um  den  zu- 
gehörigen Werth  von  Ca  herzuleiten,  der  im  Allgemeinen  von  Null 
verschieden  sein  wird.  Ist  dagegen  ä^^  =  tt,,  %,  a^,  dann  wird, 
wie  wir  schon  froher  gesehen, 

-4=  =  ^-* (^  -  5„)- *  +  &,  (^  -  ^„)^  +  ■  -  ■ 

und  daher  wird  das  Product  dieser  Grösse  mit  der  Reihenent Wicke- 
lung von  F(t)  nm-  gebrochene  Exponenten  enthalten,   also   C„  ^  0 
sein,  und  sieh  somit  kein  dem  Diseontinuitätspunkte  Sa  entsprechen- 
des Integral  dritter  Gattung  ergeben. 
Der  durch  die  Gleichung 


gegebene  Werth  von  h^  wird,   wenn   wir  fe  wieder  von  i 
verschieden  annehmen,  da 


J-. 


i^  =  a.9>W-*((-«.)+--- 


und 


HD 


^-^W<^-(«-^.)-  +  - 


daher  endhch 

^M.  f-ß^  =  c_  „Sa  9  (««)-  '■  {t  —  sä)-  »"  +  14-  steig,  positive  ganze 
^~^*)J  yf  f')  Potenzen  von  t  —  u 

ist,  jedenfalls  vei^ehwinden*),  wenn  m=l  ist,  weil  dann  die  Eeihen- 
entwickelung  bereits  mit  der  nullten  Potenz  beginnt;  ist  Sa  =  «1,  a-i,  «3, 

♦)    nur    wenn    z^  —  0,    und    diesev    Werth    keine    Löaung    der   Gleichung 
q)(s)  =  0  ist,  wird 

r  tat     _  y(0)~^^,    . 


also  wird  fc„  in  dieeem  Falle  verschwinden, 


y  Google 


Eeductioji  dus  iillgümomen  elliptischen  Integrales  etc.  207 

SO  Überzeugt  man  sich  leicht  mit  Hülfe  der  schon  vorher  gemachten 
Entwickelnng,  dass  in  diesem  Falle  A;«  im  Allgemeinen  nicht  ver- 
schwindet; jedenfalls  ist  Jca  eine  rationale  Function  von  Sa,  wie  aus 
der  Reihenentwicklung  unmittelbar  hervorgeht.    Was  nun  die  Grösse 

angeht,  so  ist 


=  A~ir^  +  aJ~^+  ■ 


ist  nun  /i  der  Gracl  des  Zählers  und  v  der  Grad  des  Neuners,  wenn 
wir  uns  F{t)  als  Quotienten  zweier  ganzen  Functionen  geschrieben 
denken,  so  wird 


also 

-'+■■ 

■) 
■) 

g».-.(l  +  . 

ir'  +  -- 

•). 

sein,  so  dasB 

'-'  + 

steigende  negative 

Potenzen 

voni 

F(l)     r  «11         ! 

?-^ 

-"'*"-'-■  + 

•••. 

und  es  wird  somit  It^  = 

0  sein, 

(l  —  V 

wer 
—  1 

m 

oder  ii  <v,   d.  h.  F{t) 
weil 

eine  acht  gebrochene  Function  ist. 

so  da.8, 

ist,  hieraus  folgt,  dass 

ß 

■(.): 

L  seiner  in  Einzelintegvale  der  verschiedenen  Gattungen  aufgelösten 
Form  gar  kein  Integral  erster  Gattung  hat,  wenn  F{g)  für  keine 
Wurzel  von  9'(«)  unendlich  wird,  in  seinen  Discontinuitätsp unkten 
von  der  ersten  Ordnung  unendlich  gross  und  zu  gleicher  Zeit  acht 
gebrochen  ist. 

Für  die  Grössen  ?„  bleibt  genau  das  für  £„  entwickelte,  wie 
man  sich  durch  Wiederholung  der  vorher  geraachten  Schlüsse  über- 
zeugen kann,  bestehen,  nur  für 


^  r  F[t)    r  dt 


yGoosle 


^68  Viei'Kebate  Vorlosimg. 

folyt,  da 


ß 


V<p(f) 


F{t) 


-^A" 


ist. 


P{t) 


und  es  wird  mitliin  If,  verschwinden ,  wenn 

also  (i  <  v  +  1  ist,  d.  h.  wenn  der  Grad  des  Zählers  gleich  oder 
kleiner  als  der  des  Nenners  ist,  und  es  wird  somit  in  der  Reduetiou 
.  des  elliptischen  Integrales  ein  Integral  zweiter  Gattung  überhaupt 
nicht  yorkommen,  wenn  F{^)  für  keine  Lösung  von  g>{^)  unendlich 
wird,  für  seine  Discontinuitätspunkte  von  der  ersten  Ordnung  unend- 
lich gross  und  der  Grad  des  Zählers  kleiner  oder  gleich  dem  des 
Nenners  ist. 

Betrachten  wir  endlich  noch 

so  wird   die  Berechnung    dieser  Function   wieder   in    der   folgenden 
Form  anzustellen  sein: 


=       3-^,        («-M'  "*"       ' 

somit 

J  (i-.))',(.T           '-'.   '■ 

da  ferner 
ist,  80  folgt 

'"  + 

Fif)      C         ^i                       ^W~^  „        „ 

. 
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SO  dass  fe.  (s)  jedenfalls,  wie  man  leicht  sieht  *),  eine  rationale  Func- 
tion von  z  wird,  wie  schon  oben  behauptet  worden,  und  versehwinden 
wird,  wenn  — m  -\--  l'^O,  also  F(0)  von  der  ersten  Ordnung  un- 
endlich wird;  das  letztere  tritt  wieder,  wie  man  sich  auf  dem  schon 
oft  angegebenen  Wege  überzeugen  kann,  nicht  ein,  wenn  s„  =  ts,, 
«2,  «3  ist.     Die  Entwicklung  von 


''"'•'^    [r9(t>Jit~')rW).^ 

endlich  liefen 

1, 

1        i-l(-lj 

rl".-  T  -  ""-?  - '""  +  "'""'  + 

und  daher 

/•      ät                 1-1,-1  , 

Jif-.)rfm       *           + 

da  aber 

ist,  so  folgt 
F(>: 

)  r     dt             j  o.  ,_,  , — 

fVd 

)Jit-i})^m       *"■« 

und  es  wird  daher  fn(^)  verschwinden,  wenn 

d,  h.   (t<v-f-  Ij  also   der  Grad   des  Zählers  nicht  mindestens   um 
zwei  Einheiten  den  des  Nenners  übertrifft. 

Nachdem  somit  im  Vorhergehenden  die  Form  festgestellt  worden, 
auf  die  sich  jedes  elliptische  Integral  von  der  Form 


ß 


in  welchem  qs  (s)  ein  Polynom  dritten  Grades  in  e  ist,  zurückführen 
lässt,  indem  es  von  einem  algebraischen  Theile  abgesehen  aus  Inte- 
gralen erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  in  der  früher  definirten 
Form  zusammengesetzt  ist,  wird  es  leicht  sein,  die  Hedaction  des 
Integrales 

J  KrTS  ' 

in  welchem  R  (£)  ein  Polynom  vierten  Grades  ist,  auf  feste  Integral- 


*)  indem  alle  Entwieklungacoeflicienten  v 
ni(*«)~      enthalten  und  keine  andere  mehv. 
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formen  zuriickzuf flhren ,  indem  man  nur  die  in  der  elften  Vorleaung 
aufgestellte  Substitution  zu  Hülfe  zu  nehmen  braucht,  welche  die 
Polynome  paaren  Grades  auf  solche  uiipaaren  Grades  zurückführt; 
ist  nämlich 

R{i)~Ä{t-  «,)  (S  -  »,)  (£  -  »,)  (g  -  «,,) 
und  setzt  man 

g  —  fl   —  ^^"^     oder     £  =  "•^-("i'^'  +  ^d 
^-«i-j_„,     Oder     e_      ^_(„^+i)     , 

worin  a.  eine  willkührliche  Constante  bedeutet,  so  wird 


YA  (f-  «,)  (S  -  %)  (5  -  «.)  8  ~  «.,)  -  ü  (S  -  «,)'  /v  W , 

worin 

ip  (?)  =  (s  —  «,)  (g  ~  «j)  {?  —  a^) 

und    d],  a^,   «s   rational   aus    «j,   k^j   '^ai    "'i    zusammengesetzt   ist. 
Daraus  folgt  aber,  weil 

ist, 


und  da  müiu  nun  nach  der  vorher  angegebeneu  Methode 

auf  jene  festen  Integrale  reduciron  kann,  so  wird  sich  die  Reduction 
des  entsprechenden  Integrales 

J  y^m 

unmittelbar  vollziehen  lassen,  wenn  man  bemerkt,  dass 

/«  +  '?   _Ji_  _   /  (   >    I    '~^|     'S 

=  1  r_«_  +(.-it)  f « __ 

'jrwi    ^      ''J(i'+H)yM(s) 

ist,  und  wenn  man  noch  in  Betreff  von  Integralen  der  Form 

Ja- «,)  fs  (B 

die  nachfolgende  Reduction  beachtet  haben  wird.     Da  nämlich 

,  rsis      t«--i)g(a-3i(a    is 

ist,  so  folgt  aus  der  Entwickluug 
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die  Bezieimng 

,  yjrffi  ^  _  .;;■(.,)         J;         ,  r  (»,)  (S  -  «.i  <i?  ,  -B"(«i)  «-«,)■<!£ 

oder  durch  Integration 

und  somit  die  Zurüeltfiibrung  auf  die  festen  Integi'ale 

geleistet. 

Es  sollen  nun  an  dieser  Stelle  die  Normalintegrale  emgefilhrt 
werden,  welche  Legendre  für  die  Reduction  der  elliptischen  Inte- 
grale zu  Grunde  gelegt  bat',  nncl  die  Reduction  selbst  durch  die 
oben  für  Polynome  dritten  Grades  durehgefühi-te  unmittelbar  | 
werden. 

Sei  das  allgemeine  elliptische  Integral 


/^< 


f(ß,  YR{z))dz, 

worin  f{s,  yii  {g])   eine  rationale  Function  von  z  und  YE{b)   be- 
deutet und 

(1)               B  («)  _  ^  {«  -  «,)  (s  -  «J  {„  -  «,)  (»  -  o.) 
ist,  so  wollen  wir  die  Coefficienten  einer  linearen  Substitution 
C2) 


i  —  t^S 

derart  bestimmen,  dass 


-  +  i,  t=  +  - 


entsprechende  Werthe  sind,  wenn  x  eine  noch  zu  bestimmende  Grösse 
ist;  dann  werden  aus  (2)  die  folgenden  vier  Gleichungen  hervorgehen: 


(3)...    ,-„,^£f^^,         (4)    ,-a,. 


(5)...   .-».=  ^a^,        (6J   .-..-üiz^e, 

in   welchen  p,  q,  r,  s  aus   «,   ß,  ji  und  a,, 

gesetzte  Constanten  bedeuten.     Setzt  man  in  (4)  2  =  ^3,  §  =  1  und 

in  (5)  Ä  =  ttj,  g  =  —  1 ,  so  ergiebt  sich 

a   —  a   ^     ^g  (t   _a  =     '^^ 

■i  1  1  —  ft  '  2  3  1  -t-  ft  ' 

und  somit  nach  Bestimmung  von  q  und  r  statt  der  Gleichungen  (4) 
und  (5)  die  folgenden 
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In  derselben  Weise  ergeben  sich  statt  (3)  und  (6)  die  Gleiclniiigeo 


2  1— f£' 


worin  noch  ft  und  x  zu  bestimmen  sind.    Da  aber  die  Division  von 

(7}  und  (8) 

Ä  -  «3        fi  +  1      1  -  g 

und  also  wenn  «  =  «4,   £  =  —  und  0  ^  a,,   £  == gesetzt  wird, 

die  beiden  Gleichungen  ergiebt 

(ga)  "i-r.."?  ==  f^-  ^  .  "  +  ' 

so  folgt 

n^\        C^  ~~  "Y ("j  —  «i)  («4  —  »a)  /i^,    i  +  ^^«i  — 0,  I  —  H 

(^'1  ■  Ki  +  J  (^a,-a.;i{a,~a,)'  ^"''  1-^  «,-0,1+«' 
woraus  X  und  ft  zu  bestimmen  sind,  und  man  sieht  zugleich,  dass, 
weü  die  Gleichung  (11)  eine  reeiproke  ist,  indem  ihr  x  und  —  ge- 
nügen, sich  jedenfalls  ein  «  bestimmen  lässt,  dessen  Modul  kleiner 
als  1  ist.  Um  nun  die  unter  dem  Integral  vorkommende  Irrationa- 
lität durch  die  neue  Variable  auszudrücken,  multiplieirt  man  die 
Gleichungen  (7),  (8),  (9),  (10)  und  erhält:; 


(IS) /^  (^  -  «,)  (^-a,)  (s  -  a^-  a,) 

=  («,  -  «,)  (.3  -  «.)  /a  (1  -  "^)  (fl  $) .  ^^^-i-^f^^^ ; 

da  sich  ausserdem  aus  (9)  und  (7)  unmittelbar 

ni\  ^  _  V  ~  ^-^  "  '"•*  ~  "''        i?  _  (1  -  ft')  (ti,  -  g,) 

^     -'   ■  ■     da  2(i-ftff  '     d£  2(i-(t£? 

und  aus  diesen  beiden 

//(i  - ,.')  (1  -  4)  ■  K'üT^r^'äoK"-^^) 
n4»i        ?.!  =  *_ -  -"_ - — — 


ergiebt,  so  folgt,  dass 

^=Jfiß,  i/Itlß))iU  -J^d,  r(l  -  H  (1  -^^n)  -^e 

ist,  worin  i^  eine  rationale  Function  von  g  und  /( 1  —  g^  (1  —  x'^^) 
bedeutet,  und  sich  somit  jedes  elliptische  Integral  in  ein  ebensolches 
vermöge  einer  linearen  Substitution  verwandeln  iässt,  in  welchem  die 
liTationalität  die  Normalform 
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/(r ->■)  (1-  "•(') 

hat;  insbesondere  wird 
worin 

(16) jif  -  i  ^iÄ-H^o:4Hj».i , 

X  und  fi  durch  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  bestimmt  sind,  und  zwi- 
schen s  und  £  die  unmittelbar  aus  (7)  und  (8)  herzuleitende  Relation 
besteht 

/i  7\  -■  _  %  +  ■'a  _[_  "i  ~  "j       S  ~  J*- 

^'■'1 ^""       a"""    "•"       a       ■  i-f^S 

Jus  mag  noch  bemerkt  werden,  daas,  wenn  man  die  Grössen 

g  =  A  (ß:j  —  a, )  («4  —  a^),     <J\^  -^  (»;!  —  «2)  (<f4  —  «1) ' 

Ö'2  =  ^(«2  —  Ol)  («4  —  «3). 

Ih  =  («^  —  ß|)  («4  —  a^j),       /(,  =  («3  —  öj)  (a,  —  ßj) 

einführt,  für  welche 

?  =  .9i  +  y^ 
ist,  die  Bestimmuugsgleichungeu  von  %,  u,  M  in 

ilbergeheu. 

Die  Grösse  x  wird  der  Modul  des  elliptischen  Integrals  genannt. 

Aus   dem  eben  erhaltenen  Resultate  ist  ferner  ersichtlich,   dass 
auch  Integrale  der  Form 


Jf(g,  YA  (3  -  «,)  {z  -  a^)  (7^^^  ds, 

,in  welchen  das  Polynom  nur  vom  dritten  Grade  ist,  sich  ebenfalls 
in  jene  Normalform  bringen  lassen,  da  in  der  elften  Vorlesung  ge- 
zeigt worden,  dass  sieh  durch  eine  lineare  Substitution  Integrale  von 
Quadratwurzeln  aus  Polyjiomen  dritten  auf  solche  von  Polynomen 
vierten  Grades  zuriiekfiihren  lassen.  Man  kann  jedoch  aus  den  oben 
erhaltenen  Formeln  unmittelbar  die  lineare  Transformation  in  die 
Normalform  erhalten,  indem  man  das  Polynom 

als  den  Gränzaus druck  des  Polynoms 

-f  (r- »,)(»-«,)(«- a,){f-aj 
betrachtet,    wenn   man    a^    unendlich    gross    werden    läaat;    man    hat 
somit  in  den  oljen  ii ergeleiteten  Ausdriicken  nur  ~  --  für  A  zu  setzen 
und  «4  unendlich  gross  werden  zu  lassen,  so  ergiebt  sich  dann 
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worin,  wie  aus  (11)  und  (8")  folgt, 

(18) (-ItD'-S^.  f-« 

ist,  während  die  Substitution 

,.^.  __  «3  +  "j    I     «3.— _a_2    g  — " 

'■^''■' «  —  ■   -3        -t-       -g        ^  _  ^j 

lautet;  und  für  eben  diese  Beziehungen  wird 

1-20^  /' ^ ^L  f- ^  £ 

sein,  wenn  M  durch  den  Ausdruck  bestimmt  wird 

Sei  nun  das  vorgelegte  elliptische  Integral 

/<p  (g)  dz 

vermöge  tler  angegebenen  linearen  Substitution  in  ein  anderes  von 
der  Form 

f m_^i oder     /'llM+^lifl^ ^' 

verwandelt,  worin 

,,(«),    ,,(a),    9,W,    »,(«) 
grade  Functionen  von  ß  bedeuten  sollen,   so  wird  die  Multip lieation, 
des  Zählers  und  Nenners  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  mit 

9,  (5) -»,(.).  2 

offenbar  das  Integral 

Helfern,  wenn  F„(s'^)  und  F  {/'■')  rationale  Functionen  von  ^^  bedeuten, 
und  da  das  zweite  Integral  dieses  Ausdruckes  vormöge  der  Substi- 
tution _j 

also  in  eiiifi  algebraisch-logarithmische  Function  übergeht,  so  werjen 
somit  nur  Integrale  von  der  Form 

/>(s2) ^ 
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setzen,  von  der  Form 

Reduction    dies 
1,    braucht    maii 

deu   Werth  x^ 

dt 

zu  betrachten 
Um    die 
durchzuführen 
drucke  (0) 

also  statt  Ä 
tauscht  wird, 

2yt{i-tj{i  —  %H) 

:es    Integrales    auf   feste    Tntegralformen 
L    nur    in    dem    oben    aufgestellten    Aus- 

zu  setzen,   so  folgt,  wem]  s  mit  g  ver- 

/im 

(S-Ei)!'£(l-£)(1-»'B 

y5{i~t)(}~«H] 

1    C.f£.(l-£.)(l-."E.l"!£ 
«-EjCECl-aCl-.'B 
1   1„!1         .    f''£ 

f£(l-£)(l-«"» 

+  ilifmn{i~t){i--''t)}d{, 

worin  £,,  ^.^.  .  ,  .  £„  die  Wertlie  von  g  bedeuten,  für  welche  F{^) 
unendlich  gross  wird,  und  die  Coefficienten  die  üben  näher  ange- 
gebene Bedeutung  haben;  setzt  man  nunmehr 

so  erhält  man 

(11)  .    -  ^L^'A' 


u,.,C(i-., 

»)(l  - 

K'Ä,')ds     , 

i^- 

-i<)(l 

-^ÄiJ+-- 

1  <J.,. 

.")  (l  - 

.■  ..■)«« 

+  1«' 

-fld 

-....) 

Kd-; 

f)  (1  -. 

.■^) 

' 

"Kd- 

«')  (I  - 

.«■fl 

Kd -«■)(! 


+  id(lf(!--)l/{l~l^){\   -»■?)). 
Da   nun   das    allgemeine    elhptische   integral    nach    Absonderang 
algebraisch  logarithmiseher  Integrale  auf  die  Form 


In 


gebracht  werden  konnte,  so  folgt,  dass  jedes  elliptische  Integral  von 
niederen  Transcendenten  abgesehen  sich  reduciren  lässt  auf  eine 
Summe  yon  Integralen  der  Form 


h 


(»•-«.■)K(i-»")(i-«'^)' 
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welches,  wenn  0a  kein  Nullwerth  von  f/(l  —  «*)  (1  —  x*?')  ist*),  wife 
ans  bekannten  Sätzen  sich  unmittelbar  ergiebt,  in  den  beiden  Punk- 
ten ^  =  s„  und  s  =  —  Sa  logarithmisch  unendlich  wird  und  zwar  in 
z  =  s^  auf  beiden  Blättern  wie 

/       .-:.:^^-. --=^=   log  (S  —  Sa) 

und 

— =-=.:^i-=.-^.-:r-^   log  U   —   2„) 

und  in  ,s'  :^  —  .s«  wie 


und 


2^«J^(l- V)  (1-" 
somit    in   vier   Punkten    der  Riemann'sehen    Fläche    logarithmisch 
unendlich,  femer  in  ein  Integral 

welches  in  j  =  co  und  nur  hier  auf  beiden  Blättern  der  Fläche  von 
der  ersten  Ordnung  unendlich  ist  und  endlich  in  das  in  der  ganzen 
Fläche  endlich  bleibende  Integral 


Dieses  letztere  Integral  soll  im  Folgenden  üas  elUpHscke  Normal- 
integral ersier  Gattung  genannt  werden,  und  wenn  auch  die  beiden 
Integrale 


/;  .''•"'        -     und      C ,,^1_ 


nicht,  wie  es  nach  der  Definition  der  Integrale  zweiter  und  dritter 
Gattung  sein  soll,  in  einem  Funkte  algebraisch  von  der  ersten  Ord- 
nung resp.  in  zwei  Punkten  logarithmisch  unendlich  werden,  sondern 
in  zwei  und  in  vier  Punkten,  so  sollen  doch  im  Folgenden  diese 
beiden  Integrale  nach  Legen dre  die  Normalintegrale  sweiter  und 
dritter  Gatttmg  genannt  werden,  weil  sich  auf  diese  Integrale,  wie 
wir  gesehen,  alle  elliptischen  Integrale  zurückführen  lassen. 

*)  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  wissen  wir  ans  Prüherom,  tiass  das  Integral 
in  dem  betreffen  den  VerKweigungspunltte  von  der  ^'"'  Ordnung  aigobraisoh  im- 
endlicli  ist. 
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Dio  Pcriodieitätsmodulii  der  elliptischen  Integrale. 

Wir  sehliessen  an  die  in  den  beiden  letzten  Vorlosungen  be- 
handelte Reduction  des  allgemeinen  elliptisclien  Integrales  auf  die 
ftlliptischen  Integrale  der  drei  verschiedenen  Gattungen  die  Aufstel- 
lung der  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  dieser  Integrale  bestehen- 
den Relationen, 

Sei  die  zu 


/  E  M  _  fÄ  (.  ^a){,-  ffl  (»  -  r)  (s  -  S) 
gehörige  dreifach  zusammenhängende  Riemann'sche  Fläche  mit  den 
beiden  Verzweiguugs schnitten  r  ß  und  y  ^  durch  eine  geschlossene 
Curve  Q  um  a  ^  im  ersten  Blatte  zu  einer  zweifach  zusammen- 
hängenden, und  diese  durch  den  zweiten  Querschnitt  ^  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende  l'läche  verwandelt,  und  werde  das  auf  ■dieser 
Fläche  genommene  allgemeine  Integral  dritter  Gattung,  welches  in 
den  beiden  Punkten  jj  und  ^.^  und  nur  in  diesen  und  zwar  auf  je 
diiem  Blatte  logarithmiseh  unendlich  wird,  mit  Hervorhebung  dieser 
singulären  Punkte  durch  Tl{s,  2,,  2,j)  bezeichnet,  so  dass 

iJ(e,  «„s,)-ilfj[. 


«  («  -  a.) 


J,)  (J    -  !,)  TA  {«  -  «)  (Z  -  «  (0  -  ,)  (J  -  J) 


-^I> 


FXf» -«)(»-« (2 -r)  (»-:«! 


77(.,5„a-«/[r,-^-,/,-^^ 


(3  —  jij  -\ —  


•,iz:J±_ 


(•-£■) 


(2  -  El)  {<i~E.)K^('-«)  (2-0  ('-!)(«-») 


«)  (•  -  »  (»  -  y)  {'  ~  ä) 
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ist,  SO  soll,  wenn 

gesetzt  wird,  wobei  angenommen  werden  soll,  dass  die  vier  Punkte 
^i>  «2>  U>  Si  weder  in  die  Uneniälichkeit  noch  in  die  Verzweigungs- 
punkte von  yUißi)  fallen,  der  Werth  des  Integrals 

über  eine  sogleicb  näher  anzugebende  geschlossene  Curve  genommen 
untersucht  werden. 


Schliesst  man  nämlich  die  für  die  Function 

n{is,  2,-,  B.;}dn{z,  £,,  y 

vorliandeiien  zwei  logarithmischen  Unstetigkeitspunkte  2,  und  z.^  und 
die  beiden  algebraischen  Unstetigkeitspunkte  der  ersten  Ordnung  £, 
und  Sj  und  jeden  derselben  nur  auf  dem  einen  zugehörigen  Blatte, 
z.  B.  s^i  auf  dem  ersten,  ^j  auf  dem  zweiten,  £,  und  £j  auf  dem  ersten 
Blatte  durch  unendlich  kleine  Curven  aus  und  verbindet  je  zwei  dieser 
Curveii  durch  je  einen  Querschnitt  und  endlich  jeden  dieser  Quer- 
schnitte mit  je  einem  Punkte  der  früheren  Querschnitte  durch  einen 
neuen  Querschnitt,  dann  wird  die  neue  Riemaun'sche  Fläche  wieder 
einfach  zusammenhängend  sein,  und  der  Werth  des  Integrals 


/■ 


n{B, 


ausgedehnt  über  die  gesummte  Begränzung  dieser  Flüche   d.  h.  über 
beide  Seiten  der  sechs  Querschnitte,  nach  bekannten  S'ätzeu  den  Werth 
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Null  haben,  wenn  wir  noch  gezeigt  haben  werden,  dass  der  unend- 
lich entfernte  Punkt  und  die  Verzweigungapunbte  niclit  ausgeschlos- 
sen zu  werden  brauchen.  Doch  sieht  man  das  erstere  aus  der  Ent- 
wicklung der  Functionen  11  {s,  g-^,  s.^)  und  n{s,  £,,  g^)  in  der  Nähe 
des  unendlich  entfernten  Punktes  unmittelbar  ein;  denn,  wie  aus  der 
Form  von  11  {s,  ^i,  s^)  hervoi^obt,  wird  die  Entwicklung  der  Func- 
tion unter  dem  Integralzeichen  nach  fallenden  Potenzen  von  s  mit 
a~^  beginnen,  und  daher  das  Integral  mit  s~'-  anfangen,  so  dass 
das  Product  77  (s,  ^, ,  z^än{z,  i;,,  ^^  als  Anfangsglied  der  in  der 
U  ng  b  ^  d  unendlich  entfernten  Punktes  gültigen  Reihenentwick- 
1  n  hab      wu-d,  und  daher  nach  bekannten  Sätzen  ,i=oo  nicht 

au  H  n  zu  werden  braucht.  Was  nun  die  Verzweigungspunkte 
ang  ht  t  1     ht  zu  sehen,  dass  wenn  TZ'  und  77"  überhaupt  zwei 

t  d  A  w  ngspunkte  endliche  elliptische  Integrale,  d,  h.  In- 
tegrale ^on  lationalen  Functionen  von  s  und  YS,  («)  sind,  auch  wenn 
(il72"  für  einen  Verzweigungspunkt,  d.  h.  ftir  eine  Lösung  der  Glei- 
chung R{s)  =  Q,  z.  B.  a,  unendlich  wird,  dieser  Punkt  doch  nicht 
ausgeschlossen  zu  werden  braucht.  Da  nämlich  die  Entwicklung  von 
rf77"  in  der  Umgebung  des  Verzweigungspunktes  a  mit  der  —  ^""' 
.oder  der  0'*"  oder  \^™,  .  .  .  Potenz  von  s  —  «  beginnen  muss,  weil 
sonst  77"  seibat  für  s  =  «  unendlich  würde ,  und  77'  mit  der  0'"", 
^'*",  1"^",  . .  ^  Potenz  von'  s  ~  a  anfangen  wird,  so  wird  die  niedrigste 
Potenz  von  s  —  «in  der  Entwicklung  des  Productes  IJ'dIJ"  die  —  ^'% 
und  in  Folge  dessen  aus  früher  entwickelten  Gründen  der  Verzwei- 
gungspunkt nicht  auszuschliessen  sein.  Nachdem  nun  geneigt  ist, 
dass  das  oben  aufgestellte  Integral  Null  wird,  wollen  wir  den  Werth 
dieses  verschwindenden  Integrales  noch  anders  darstellen  und  dadurch 
eine  bemerken swerthe  Relation  zwischen  gewissen  Integralen  dritter 
Gattung  erhalten. 

Beginnen  wu  de  Integration  im  Punkte  a  auf  dem  mit  -f-  be- 
zeichneten Rinde  des  Queisel  nittts  Q  in  dei  Richtung  des  Pfeiles, 
so  i  beize  Igt  man  sich  leicht  durch  len  blossen  Anblick  der  Figur, 
wie  aui,h  a  is  iruheiem  bereits  bekannt  ist  laas  man  beim  Durch- 
liufen  sowohl  1er  beiden  beiteu  dei  sechs  Queischnitte  als  auch  der 
\jer  1  leinen  Kieise  m  eiuem  conbnuirhehLn  Z  ige  wieder  zum  Punkte 
a  zur  ick^elangen  wird  iid  es  kommt  nun  hiiuf  an,  die  einzelnen 
rheile  liesei  Iitegratioi  wiiklch  auszuführen  Was  vor  allen  Din- 
gen die  unendlich  kleinen  Ivi  eis  integrale  um  £  und  g^  angeht,  so 
sieht  min  leicht  dass  man  weil  77  (  ,  ;  in  diesen  Punkten 
endlich  dlli"  £  gj)  ibet  algebraisch  unendlich  von  der  ersten 
Ordnung  ist,  den  Wertli  von  77(2,  Sj,  5j)  im  Punkte  £5  für  die  um 
£2  beschriebene  unendlich  kleine  Gurre  also 

vor  das  Integral  setzen  kann,  und  da  der  übrig  bleibende  lutegralfactor 
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fih-  (jie  in  Betracht  kommende  Iiitegrationsrichtung  den  Werth 

ii-s,  f  ^-ti  £i-h 

Tfe) 
liefert,  worin  M'  den  oben  bezeichneten  Coefficienten  des  Integrales 
77  (=■,  §,,  So)  bedeutet,  so  wird  jenes  Kreisintegral  den  Werth 

annehmen,  wälirend  das  Kreisintegral  um  £,,  wenn  mau  berücksich- 
tigt, dass  der  Ooefficient  des  logarithmi sehen  Gliedes 
'2M' 
S,  -  S.' 
und  die  Tntegrationsrichtung  dieselbe  ist,  den  Werth 


erhält. 

Betrachtet  man  nun  die  Tntegrations strecke  gh  auf  der  linken 
Seite  dieses  Querschnittes  (um  kurz  die  verschiedenen  Seiten  des- 
selben zu  bezeichnen),  und  dieselbe  Strecke  auf  der  rechten  Seite, 
so  hat  weder  n{0,  ^f,,  Sj)  noch  dll{z,  %^,  t^  bei  der  Umkreisung 
Ton  gj  seinen  Werth  geändert,  und  die  Strecken  werden  sich  also 
wegen  der  verschiedenen  Integrationsrichtung  aufheben;  dasselbe  gilt 
für  beide  Seiten  der  Strecken  gi  und  fg.  Integrirt  man  nun  auf 
dem  äusseren  Rande  von  Q  in  der  Richtung  des  Pfeiles  von  /  aus 
vfeiter,  so  schliesst  sich  dies  dem  früher  in  f  erlangten  Werthe  con- 
tinuirlich  an,  und  es  ist  nur  als  Werth  für  die  um  i^  und  i,^  genom- 
menen Integrationen  additiv  hinzugekommen 

't. 
wobei  die  zwischen  £,  und  gj  auszuführende  Integration  nur  so  ge- 
nommen zu  werden  braucht,  dass  der  Integrationsweg  den  Querschnitt 
eA  nicht  schneidet.  Die  Fortsetzung  der  Integration  bis  a  führt  sodann 
in  der  Richtung  des  Pfeiles  über  den  ganzen  negativen  Rand  von 
^  bis  ff,  ferner  über  den  ganzen  negativen  Rand  von  Q  wieder  nach 
diesem  Punkte  und  sodann  über  den  positiven  Rand  von  ^'  in  der 
Richtung  des  Pfeiles  von  a  nach  &.  Hier  ist  nun  für  den  weiteren 
Fortschritt  das  Integral  um  e^  und  s^,  sowie  längs  den  Linien  ch 
und  ed  genommen  zu  berechnen.  Was  nun  das  unendlich  kleine 
Cur  venintegral  um  s.^  genommen  in  der  durch  den  eingeschlagenen 
Weg  fixirten  Richtung  angeht,   so  wird   im  Punkte  s^  die  Function 
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n(ß,  «1,  Sj)  logarithmisch  unendlich,  während  dll{3,  ?,,  g^)  endlich 
bleibt:  und  wenn  man  für  Punkte  in  der  Nähe  voa  n. 


setzt,  worin  ip{s)  in  der  durch  die  Querschnitte  Q  und  ^  einfach 
zusammenhängend  gewordenen  Riemann'schen  Fläche  in  der  Nähe 
Ton  «2  endlich  und  eindeutig  ist,  ferner  den  endliehen  Werth  von 

im  Punkte  z^  vor  das  Integral  setzt,  so  ergiebt  sich  für  jenes  unend- 
lich kleine  Curveniutegral,  wie  leicht  aus  Früherem  bu  ersehen,  nur 
der  Werth 

setzt  man  aber 

so  geht  dieses  Integral  in 

über,  welches  für  uneudlieh  kleine  r  offenbar  verschwindet,  und  es 
wird  somit 

Cn{z,  z„  ^,)  än{ß,  i„  y  =  Cn(z,  s„  s,)  än{p,  g,,  y  =  o 

sein.  Nun  wird  aber  bei  der  Umkreisung  von  2^  die  Function 
J[{s,  ^i,  ^2)  vermöge  ihres  logarithmischen  Gliedes 

— _-^_  log  {z  —  s^} 

—  iv.iM 

zugenommen  haben,  so  dass,  wenn  die  beiden  verschiedenen  Seiten 
der  Strecke  c  et  mit  +  und  — ,  und  die  Werihe  der  Function 
n  (^,  ^1,  s^  auf  den  beiden  Seiten  dieses  Querschnittes  in  ähnlicher 
Weise  unterschieden  werden, 
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l'n  («,  s,,  2,)  :in  (ß,  gl,  u  +  rn  {«, «, ,  s,)  ,i  j;  («,  s,  , « 
=J"(7Z+  («,  «„ «,)  -  n^  (3,  j,,  3,))  dU(i,  5„  s,) 

wird,  da  die  Differenz  der  FuncfcionalwertliG  von  .77 (ä,  .s,,  ä^)  längs 
jener  Gräuze  couataiit  ist;  ebenso  wird  die  in  der  vorgesciiri ebenen 
Richtung  vor  sich  gehende  TJmkreiaung  von  Sj  dem  U  {s,  z^,  Sj)  einen 
Zuwaelis  von 


=/(«-(. 


5ilen,  nnd  es  wird  somit 
j'nin,  «,,2,)  dll  (a,  g„  &)  +J>!  (,,,  »,,  r,)  an  (i,  5,,  w 

--   IZ~(2,2,,2,)),iJ7(2,  S,,H 
sein,  so  dass  sich  beide  Integrale  zu 

iiif  yiji  (2,  s„  gj  _  |!^jrffl  (2,  s„ « 

zusammenziehen,  wobei  der  Integration s weg  von  s,  nach  s.^  nur  so 
genommen  zu  werden  braucht,  dass  er  den  Querschnitt  ih  nicbt 
schneidet.  Was  feruer  die  über  bu  auf  beiden  Seiten  ausgeführte 
Integration  betrifft,  ao  hebt  sich  diese  auf,  weil  11  {ß,  ^|,  s^  bei  x^ 
und  8^  resp.  die  Incremente 

-iL«    „„d     =li^ 

2i  —  ST,  a,  -  2s 

erhielt,  somit  nach  der  Umkreisung  beider  Punkte  seinen  ursprüng- 
lichen Werth  wieder  annimmt,  während  dn{z,  t,^,  ?,)  während  die- 
ses ganzen  Laufes  denselben  Werth  behält,  und  wir  werden  dann 
mit  dem  früher  erreichten  Werthe  auf  dem  positiven  Rande  von  Q' 
von  6  nach  a  zurückkehren.  Bemerkt  man  endlich  noch,  dass  die 
beiden  Querschnitte  Q  und  Q'  auf  beiden  Seiten  in  verschiedenen 
Richtungen  durchlaufen  werden,  und  bezeichnet  man  die  Stetigkeits- 
sprünge an  den  Querschnitten  Q  und  f/  in  der  Piiclitung  der  in  der 
Figur  angegebenen  Pfeile  genommen 
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für    77  (,j,  2^,  2j)    mit   TJ^  und  77/ 
für   n{s,  t,,  gj)    mit    Hj  und   77^', 

welche  nach  früheren  Auseinandersetzungen  durch  die  über  den  jedes- 
maligen anderen  Querschnitt  in  der  Richtung  der  auf  der  positiven 
Seite  derselben  bemerkten  Pfeile  genommeneu  Integrale  gegeben  wer- 
den, 80  wird  sich  das  Gesammtresultat  der  oben  geforderten  Integra- 
tion leicht  herstellen  lassen.  Man  sieht  nämlich  leicht,  dasa  die  In- 
tegration über  beide  Seiten  der  beiden  Querschnitte  Q  und  (^  in  der 
verlangten  Uichtung  genommen  durch  den  Ausdruck 

In  [z,  ,„ ,,)  ,in  (,.■,  (, ,  (,)  ~  In  {z, ,, ,  z,)  iii  {:,  i„  Q 

dargestellt  wird,  in  welchem  die  über  Q  und  Q  auszuführenden  In- 
tegrationen in  der  Richtung  der  auf  der  positiven  Seite  derselben 
angegebenen  Pfeile  zu  nehmen  sind,  oder  durch 

J(n+{s,i,,^,)  -  n-(s,  s,,  2,))  (iif(2,  g„  a 
+  f(n*(t,  s„  2j)  -  n~(3,  s,,i,})  än(e,  i„  «, 

da  die  Function  dll{s,  £,,  £j)  an  beiden  Seiten  der  Querschnitte  die- 
selben Werthe  hat.  Nun  ist  aber  längs  der  ganzen  Querschnitte  Q 
und  Q' 

77+  {s,  s„  e^)  —  n^iz,  «1,  e^)  =  77i, 
77+(s,2j,^,)  — /7-(s,S|,22)  =  r/|' 

Cän  (^1,  g,,  y  =  77,,     Cdn(z,  t> ,  'Q  =  n^ 

in  der  Richtung  der  auf  der  positiven  Seite  angegebenen  Pfeile  ge- 
uorameiij  und  es  wird  somit  der  Werth  des  über  beide  Seiten  von 
Q  und  Q'  ausgedehnten  Integrales 

77,  77/— 7// 77, 
seiu.     Setzt  man  nunmehr  den  Uesammt werth  von 


I' 


/7(2,2,,   2,)<J/f(»,  e,,S,), 


Über  die  gesammte  Begränzung  der  eiufach  zusammeiihängeadei 
Fläche  genommen,  aus  diesen  einzelnen  Integralen  zusammen,  so  er 
hält  man 
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/n(3, 2,,  2,!  dii(s,  tu  i,)  —  Ihn,--  n;n. 

Da  aber  das  über  die  gesammte  Begi'änzuiig  genommene  Integral 
den  Werth  Null  baben  muaste,  so  wird 

,,-^rj,ßn(ß>  £i'  W  -  f^J''^n{,,  .,,.,) 
=  -~  (77j  77,;  —  n{  n.:) 

sein.     Sind  nun  diese  Integrale  dritter  Gattung 

n(ß,z,,^^)    lind     i7(^,  £,,£,) 
Haii]>ilntegrale,  in  welchem  Falle  wir  dieselben  mit 

bozeiclineri  wollen,  so  folgt,  weil  dann  die  Coefficienteu  der  logaritli- 
mischen  Glieder  M  und  M'  die  Werthe 

?i^    und     ^'-^^= 
haben,  die  Relation 

CäH  (ß,  e, ,  t^)  ~  l'äH  {z,^„  g,)  =  -^  (H,  Ii;  -  H, H,')  *■) , 

■wenn  die  Periodicitätsmoduln  der  Hauptintegrale  mit  H^,  H,',  H^, 
Hj'  bezeichnet  werden,  und  man  sieht  somit,  dass  zwei  Hauptinte- 
grale dritter  Gattung,  bei  denen  die  Gränzen  des  einen  die  Para- 
meter des  andern  sind  und  umgekehrt,  und  die  Iiitegrationswege  nur 
den  oben  angegebenen  Beschränkungen  unterliegen,  eine  nur  von 
den  Periodicitätsmoduln  abhängige  Differenz  liefern. 

Denken  wir  nns  nun  aber  jene  Hauptintegrale  H{s,  «,,  s^  und 
H{s,  gl,  Sj)  nur  insoweit  gegeben,  dass  sie  in  den  Punkten  ,3,  und 
^2  resp.  g,  und  g^  auf  je  einem  Blatte  so  logaritbmisch  unendlich 
sein  sollen,  dass  der  Coefficient  des  logarithmischen  Gliedes  die  Ein- 
heit ist,  ohne  dass  Bestimmungen  nber  die  Werthe  der  Periodicitäts- 
moduln an  den  Querschnitten  Q  und  Q'  getroffen  sind,  so  wird  man 
zu  den  beiden  Integralen  noch  das  Product  von  resp.  m  und  m'  in 
das  elliptische  Integral  erster  Gattung 


/; 


*)  wobei  au  beachteo,  dase  diese  beiden  Hauptintegrale  sich  nicht  etwa 
nur  durci  die  VerBchiedenleit  der  Unstetigkeitsp unkte  zu  unterscheiden  brau- 
chen, Eondern  aucli  durch  die  Terschiedenen  Werthe  ihrer  Periodicitätsmoduln. 
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hinzufügen  können,  wenn  m  und  m  unbestimmte  complexe  Zahlen 
bedeuten.  Nennt  mau  dann  die  Perioden  des  elliptischen  Integrales 
erster  Gattnng  an  den  Querschnitten  Q  und  Q'  il  und  Sl',  dann 
werden  die  Periodicitätsraoduln  dieser  neuen  dritten  Integrale  au  eben 
diesen  Querschnitten 

Üi  +  mß,         H^'+mil' 
und 

Hj  +  m'ß,        H^'+mii' 

sein,  und  es  wird  in  Folge  dessen  für  diese  neuen  Hauptiutcgrale 
dritter  Gfattung  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  in 

^  {(Hl  +  mSi)  (H^  +  m'ii')  —  (Hl'  +  mSl')  (H^  +  m'il)) 
Übergehen.    Nun  kann  man  aber  offenbar  m  und  m'  so  wählen,  dass 

H^  -j-  mSi  =  0,       H,  +  m£l  =  0 
ist,  und  wenn  man  die  durch  diese  Werthe  von  m  und  m   definirten 
und  fest  bestimmten   elliptischen  Hauptintegrale   dritter  Gattung  mit 

Ho(s,2,,2,)     und     H^{z,t,„t^) 
bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

Bemerkt  man  nun,  dass  jetzt  die  beiden  Hauptintegrale  Hq{^,  s„0i} 
und  ifflC^,  §i,£2)  si'^l'  ^'^'^  durch  die  verschiedene  Lage  dieser  Un- 
stetigkeitspunkte  unterscheiden,  indem  sie  denselben  einen  verschwin- 
denden Periodicitätsmodul  haben  und  durch  die  Art  der  Unstetigkeit 
und  einen  Periodicitätsmodul  ein  elliptisches  Integral  vollständig  be- 
stimmt war,  so  folgt, 

dass  sich  ein  solches  Mauptiniegral  dritter  Gattung  nicht  än- 
dert, wenn  die  Gränsen  mit  den  Unstdigk^tspntücten  vertauscht 


Es  mag  zur  Charakteristik  der  obigen  Hauptintegrale,  für  welche 
der  Periodicitätsmodul  an  dem  einen  Querschnitte  Q  verschwindet, 
noch  bemerkt  werden,  dass  der  Ausdruck  für  den  andern  Periodi- 
citätsmodul sich  leicht  mit  Hülfe  eines  Integrales  erster  Gattung  dar- 
stellen lässt.     Bildet  man  nämlich  das  Integral 


S' 


^(-,-t,-.)T 


für  welches  die  Function  unter  dem  Integral  in  den  Punkten  2j  und 
Sj  und  nur  in  diesen  und  zwar  logaritbmisch  unendlich  wird,  so  mögen 
diese  Punkte  durch  unendlich  kleine  Kreise  ausgeschlossen  werden; 
nimmt  man  nun  dieses  Integral  über  die  gesammte  Begränzung  der 
einfach  zusammenhängenden  Pläclse,    welche   aus    der    oben   in    der 
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Figur  (53)  dargestellten  umnittelbar  hervorgeht,  wenn  man  sich  die 
Punkte  §1  und  g^  forttJenkt,  so  wird  der  Ueaammtwerth  dos  Integrales, 
wie  leicht  aus  den  früheren  Betrachtungen  ersichtlich  ist, 


"/^ 


r.^  ILÜ'—  H'Sl, 


oder  wenn  H(z,  s,,  z^)  ^i^  Hauptintegral  dritter  Gattung  bedeutet, 
dessen  einer  Periodieitatamodul  verschwindet,  wahrend  der  andere  mit 
Pj  bezeichnet  wird, 


P.,- 


..  -JiEi  f. 


?'A(S-«)(S--  ß)  (3  -  y)  (s  -  ö)  ' 


ä.  h.  es  drückt  sich  der  nicht  verschwindende  Feriodicitäfsmodul  jenes 
oben  definirten  Mauptiniegrales  dwrch  das  svnsch&n  den  UnstetigJteits- 
punkten  ^^  und  s^  ah  Gräneen  auf  der  durch  Q  und  Q^  einfach  zu- 
sammefihängend  gewordenen  Fläche  genommene  Integral  erster  GaUung 
und  dessen  Teriodiciiätsmodul  am  anderen  Querschnitte  aus. 

Statt  wie  eben  geschehen,  die  Integration  über  das  Prodnct  eines 
Integrales  dritter  und  das  Differential  eines  Integrales  erster  Gattung 
auszuführen,  wollen  wir  ein  solches  aus  einem  Integrale  zweiter  Gat- 
tung und  dem  Differentiale  eines  Integrales  erster  Gattung  zusammen- 
gesetates  behandeln  und  das  in  dem  Punkte  5,  auf  einem  Blatte  von 
der  ersten  Ordnung  unendlich  werdende  Integral 

_E(.)  = 


-ßJ(jr-|J)(^-7),liS-*) 


^in 


I  wird  das  Integral 


'yA{Z~  a)  («  -ß){^~  y)  (..  - 
ausgedehnt  auf  die  gesammte  Begränzung  der  nach  i 
des  Unstetigkeitspuuktes  s,  einfach  zusammenhängend  gemachten 
Riemann'echen  Fläche,  wieder  den  Gesamratwerth  Null  haben,  den 
wir  jetzt  in  noch  anderer  Art  darstellen  wollen.  Nun  ist  aber,  wenn 
man  die  Querschnitte  der  ursprünglichen  dreifach  zusammenhängen- 
den Fläche  genau,  wie  früher  zieht,  sodann  den  Punkt  z^  auf  dem 
zu  dem  Wei-the  e,  JJ(s,)^  gehörigen  Blatte  mit  einem  unendlich  klei- 
nen Kreise  umgiebt  und  einen  Peripheriepunkt  dieses  Kreises  mit 
irgend  einem  Punkte  von  Q  oder  ^  verbindet,  leicht  zu  sehen,  dass 
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das  unendlich  kleine  Kreisintegral  um  den  Punkt  z^  genommen,  weil 
in  der  Nälie  von  «, 

Ksl^)        I     ^  i-*      ^     1             dH 
+  ^"72 d,7 —   "I 

und 

_E  (s)  ^  _ — _  -  -|-  pos,  ganze  Pofc.  von  (5  —  z^) 
ist,  den  VVerth 

hat,  indem  nur  (5ie  negative  erste  Potenz  von  s  ^  s^  einen  endliclien 
und  von  Null  verschiedenen  Werth  für  das  Kreisintegral  liefert. 
Andererseits  wird  die  Summe  der  beiden  Integrale,  welche  an  beiden 
Seiten  der  Linien  hinführen,  welclie  die  unendlich  kleine  Kreis- 
peripherie mit  dem  Querschnitte  Q  oder  Q'  verbinden,  verschwinden, 
weil  bei  einer  Umkreisung  von  z^  weder  -E(^)  seinen  Werth  ändert,  da 
es  in  g,  nur  algebraisch  unendlich  werden  sollte,  noch  j/S(«),  weil, 
wie  von  vornherein  angenommen,  der  Punkt  z^  nicht  zu  den  Ver- 
zweigungspnnkten  «,  ß,  y,  d  der  Fläche  gehören  sollte,  und  daher 
mit  denselben  Functionalwerthen  in  entgegengesetzter  Kichtung  in- 
tegrirt  wird.  Ausserdem  sieht  man  aber  leicht  ein,  dass  in  Folge 
dieser  Eigenschaft  die  Integration  über  beide  Seiten  des  Q  und  Q- 
Querschnittes  sich  wieder  vollziehen  wird,  als  ob  der  s^  Punlit  gar 
nicht. da  wäre,  und  es  wird  daher  das  ßesultat  der  über  diese  Theile 
der  Begränzung  ausgeführten  Integration  genau  wie  vorher 


SW 


fE(si)i^—  fE(s)-iL=—  l'E(e)-i^+  CeU 
K)  «■)  m  vx) 

worin  die  Integrationen  über  Q  und  Q"  in  der  durch  die  Pfeile  auf 
der  positiven  Seite  dieser  Querschnitte  angedeuteten  Richtung  zu 
nehmen  sind,  oder 

E£i'—  E'Si, 

wenn  E  und  E'  die  in  der  ßichtung  der  Pfeile  stattfindenden  Stetig- 
keitssprüuge  oder  Periodicitätsmoduln  des  Integrales  zweiter  Gattung 
E(z),  und  ii  und  ii'  die  in  derselben  Richtung  genommenen  für 
das  Integral  erster  Gattung  sind.  Da  nun  wieder  das  Kesultat  der 
gesammten  Integration  den  Werth  Null  liefern  muss,  so  folgt  zwi- 
schen den  Periodicitätsmoduln  des  Integrales  erster  und  zweiter  Gat- 
tung die  nachfolgende  Relation 

EU-—  E'il  =  ~-4%iM£,B(s^)~'K 
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Wir  köiinen  nun   die  Untersuchung  dieser  Relationeu   zwischen 
den  PeriodicitätamoduJn  der  elliptischen  Integrale  der  drei  Gattungen 
noch  verallgemeineni ,  indem  wir  mit 
/(2,   2.) 
ein  elliptisches  Integral  bezoiehneuj  wclehcM  in  den  Ponkteii 

%,    ^5,    ....    .?„, 

unendlich  wird  wie  die  Functionen 


»,  log  (2  -  2,)  +  6,  (2  -  2,)--'  +  »,  (,.  -  2,)- 
I,  log  (5  -  2,)  +  6,  (2  -  2,)-'  +   »j  (2  -  2,)- 

'  +  • 
'  +  ■ 

•■+  S,(a~  2,)-»', 
..+  *,(2^2,)-'-, 

*„  log  (2  -  »■■„)  +  6.  (a  —  2.,)-'  +  c.,  (2  —  2.,)- 
und  mit 

J(»,  W 

-*  +  ■ 

■■  +  t(2-2.')-""" 

ein  Integral,  welches  in  den  Punkten 

Ltnendlieh  wird  wie  die  Functionen 

.,  log  (2  -  i,}  +  ;s,  (2  -  j,)->  +  n  (2  ~  S,)-' 
«,  log  (2  -  fe)  +  ft  (2  -  s,)-'  +  r,  (2  -  M-' 

'  +  •■ 

.  +  «,(2-5,)"', 

.  +  %(2-y--, 

/^ 


.  log  (2  -  5.)  +  /!.(«-  5.)-'  +  r,  (2  - 1.)-'  +■■■  +  «.  (2  -  fe.)-  -'•■ 

und  filr  welche  nach  Früherem  die  Relationen  bestehen 
o,  +  o,  +  •  ■  •  +  "-  -  0 

«,  +  «,  H +  «,  -  0. 

Untersuchen  wir  nunmehr  wieder  das  Integral 

l'j{s,  2.)  dJ-{e,  U 

über  die  gesammte  BegianzLing  dei  einfach  zusammen  bang  enden 
Flache  genummen,  welche,  nachdem  die  Quftibcbmtte  Q  und  Q  ge- 
zogen, duich  neue  m -\- ii  Queischnitte  zeiscbmtten  wird,  welche 
z.  B   jede  der  die  Punkte    j,  '■j,  ',„  umschliessenden ,  unendhch 

kleinen  Kreispenpherieen  init  einem  und  demselben  Punkte  von  (^ , 
jede  dei  die  Punkte  £,,  ^,,  t,„  um&chhessenden  Peiipheiieen  mit 

einem   nnd   demselben   Puuldie    von    Q  veibinden  *■),    so   wird   zueist 

')  Dasf.  dei  uueailhch  entfernte  Punkt  nioht  ^utgescLIoseen  zu  lAPiden 
braucht,  geht  dataias  heivoi,  dasa  die  Entwielielung  dei  Function  untei  dem 
Integralzeichen  nach  fallenden  Potenzen  von  s  die  negative  erhte  Poteiw  diesei 
Vaiiabeln  nicht  enthalten  kann.  Ja  «onst  das  Integral  in  *  ^  oo  logaiithmiaüi 
unendlich  wurde,  was  nicht  angenommen  "ftOiden,  und  ebenso  folgt  ans  den  am 
Anfange  diebei  Vorlesung  eiitwidfelt^n  brundeu,  diss  die  VerzweigungspunLte 
unberücksichtigt  bleiben  können,  gleichgültig  ob  il  T(i,  i„)  in  einem  deiBelhen 
endlich  odei  unendlich  ist. 


y  Google 


Die  Periodicitiltsmodulii  der  elliptischen  Integrale.  289 

wieder   einlenchten,    da-ss  das  geschlossene   Kreisintegval   um   g^,  ge- 
nommen den  Werth 

J%,  ^.)  fdJ(s,  W 

annimmt,    oder  da,    wie  man  aus  den  obigen  Unstetigkeitafunctionen 
erkennt, 


ist,  durch  den  Ausdruck 

-2 «•■»,, 7 (5,,  2.) 
dargestellt  wird.  Da  aber  ferner  bei  der  Umkreisung  des  Punktes 
£g  die  Function  J{z,  s^)  ihren  Werth  ebenso  wenig  als  dJ(z,  5„) 
geändert  bat,  so  werden  die  länga  den  beiden  Seiten  der  Verbin- 
dungslinien jener  Kreisperipherie  mit  dem  Querschnitte  §'  genom- 
menen Integrale  sich  aufheben,  und  es  wird  die  Summe  dieser  über 
die  g-Kreise  genonmienen  Integi'ale 

-  2ii  {«,  J(S,,  8„)  +  «,J(fc,  «,)  +  ■■■  +  «...7(&.,  ?.)}, 
oder  da  a,  -^  «^  -j-  ■  ■  ■  -f-  a„  =  0  ist, 

+  -..  +  ».[j(S.,2.)-.;{£,,s.)]} 

oder  endlich 


sein.  Bei  allen  diesen  Umkreisungen  ist  an  den  Functionen  unter 
dem  Integral  nichts  geändert  worden,  und  in  Folge  dessen  schliesst 
sich  die  Integration  längs  dem  Querschnitte  Q  der  früher  begonnenen 
unmittelbar  an.  Kommt  man  im  Laufe  der  weiteren  Integration  an 
den  Pimkt  des  Querschnittes  (^,  nach  welchem  die  von  den  um  s,, 
^2,  ...  Sm  beschriebenen  Kreisperipherieen  ausgehenden  Querschnitte 
der  F^he  führen,  so  wird  es  nöthig  sein,  zuerst  die  Werthe  der  um 
jene  Kreisperipherieen  genommenen  Integrale  zu  berechnen.  Da  nun 
die  Entwickelang  der  Function  J{z,  So)  um  den  Punkt  Eg  genommen 
der  Voraussetzung  nach  von  der  Form  war 

»g  (2 -«,)  +  »,(«-',)-'  + «,(2 -^,)-'  +  '-'  +  ''.t'-«t)"  *'  +  ')>«. 

worin  (p  (^)  eine  in  der  durch  die  Querschnitte  Q  und  f/  einfach 
zusammenhängend  gewordenen  Riemann'schen  Fläche  für  die  Punkte 
der  Umgebung  von  ,?j  endliche  und  eindeutige  Function  von  s  ist, 
so  wird 
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sein,  und  dieses  Integral  daher,  weil 

für  einen  unendlich  kleinen  um  s^  beschriebenen  Kreis  verschwindet, 
lind 


(r 


ist,  da  die  Kreisperipherie  von  linlss  nach  rechts  beschrieben  wird, 
den  Werth  annehmen 

da  ferner  bei  einer  Umkreisung  von  Bg  die  Function  J(z,  s«)  ver- 
möge ihres  logarithmischen  Gliedes  «p  log  (e  —  gg)  nm  die  Grösse 
—  2niao  zunimmt,  während  dj'(ßj^a)  seinen  Ausgangswerth  wieder 
erreicht,  so  werden  die  beiden  längs  der  Verbindungslinie  der  Kreis- 
peripherie von  «5  mit  dem  Punkte  von  Q'  auszuführenden  Integra- 
tionen den  Werth  liefern 

wenn  mit  w  jener  Punkt  auf  Q'  bezeichnet  wird,  oder  nach  der  eben 
gemachten  Bemerkung 

für  die  nächste,  von  a  nach  .s^  +  i  laufende,  s^  +  i  umkreisende  und 
wieder  nach  u  zurückkehrende  Integration 

ßj{i,i..)-2ria,)dj{i,i.)) 

sieht  man  unmittelbar,  dass,  weil  J(s,  £«)  für  ä'  =  jj;,_|.i  endlich  ist, 
das  geschlossene  Integral  nm  ^^4.1  den  Werth 

--»...  ("£^^) 

igs  jener  Verl 
der  ümkreisur 

f[{J+  {f,  2.)  -  2  lio,)  -  y-  (2,  !,)  -  2  lio,)]  iJ  (2,  S.) 


hat,   während   die  beiden  längs  jener  V erbind ungsH nie 
Integrationen,  da  J{s,  Za)  bei  der  Umkreisung  von  0^+1  um  —  ^wißp+i 
zunimmt,  den  Werth 


oder 
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■»«f  +  i  /' 


dJ{ß,  U 


annimmt.     Da   endlich    nach  Umkreisung    aller   ünstetigkeits punkte 
Äj,  .s'j,  .  .  .  2^  i3ie  Function  J(?,  2«)  um 

—  2  5ri  («1  +  Oj  +  -  ■  ■  +  ßm) 
zugenommen,  d.  h.,  weil  «,  +  a,  +  ■  ■  ■  +  a™  =  0  ist,  unverändert 
geblieben  ist,  so  wird  die  Integration  über  die  weiteren  Theile  von 
Q  und  Q'  geradeso  weiter  gehen,  als  wenn  diese  einguiäven  Punkte 
nicht  vorhanden  wären,  und  es  wird  daher,  wie  aus  dem  oben  Durch- 
geführten unmittelbar  einleuchtet,  das  Resultat  der  über  die  Quer- 
schnitte Q  und  ^  genommenen  Integration,  wenn  wir  mit 

P  und  F\    n  und  IT 
die  Periodieitätsmoduln   der  beiden  Integrale  J(£,s^)  und  J(e,  ^a),. 
als  Stetigkeitsaprünge  in  der  oben  angegebenen  Richtung  genommen, 
bezeichnen , 

FIT  —  m 

sein,   so  dass  mit  Zusammenfassung  aller  4 er  für  die  tlieilweisen  In- 
tegrationen gefundenen  einzelnen  Werthe  und  mit  Berücksichtigung 
des  Umstandes,   dasa  das  Gesammtresultat  der  Integration   aus   be- 
kannten Gründen  verschwinden  muss,  sich  die  Beziehung  ergiebt 
i^  (PJ7'-  rn)  =  ß.  J-(£„  ^„)  +  «,  J(§,,  ^„)  +  .  .  .  +  a^J(U,  z„) 

-  o,  l'äJ(s,  i.)  —  o,  i'iJ(s,  tj- --  «-  A"'/,  £»), 

oder  mit  Bürücksichtigung  der  beiden  (Gleichungen 

«,  +  «,  H h  o.  -  0,     o,  +  «.,  H H  «.  ~  0 

in  der  den  früheren  speeiellen  Fällen  analogen  Form 

t.  t,  :. 

J- ,  (Pff  -  p-n)  -  u,j'dJ{e,  i.)  +  i^CihKü,  i.)+  ■■■  +  f.  j  dJis,  e.) 


-aSdJi^,  t.)  -  aJ'dJ(^,  tj  H a,..rdJ(^,  ?„), 


wo   alle    hier   vorkommenden   Integrale    auf  der  einfach    zu 
hängenden  Riemann'schen  Fläche  zu  nehmen  sind. 

Es   mag   endlich   noch  ein    specieller  Fall  besonders    behandelt 
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werden,    für   den    wir    zulassen  wollen,    das's  die  Singularitäten    in 
der  Unendlichkeit  liegen,  doch  wollen  wir,  bevor  wir  auf  die  Unter- 
suchung   der    Perioden  relationen    für    derartige    Integrale    eingehen, 
uns    zuerst  das    allgemeinate    elliptische  Integral   zu    bilden   suchen, 
welches  in  der  ganzen  ßiemaun'schen  Fläche  endlich,  nur  für  den 
unendlich  entfernten  Punkt  und  zwar  auf  beiden  Blättern  algebraisch 
unendlich  von   der   ersten  Ordnung  wird.     Mit  Hülfe   der  früher  an- 
gewandten Methoden  folgt  zuerst  ganz  unmittelbar,   dass  das  allge- 
meinste  elliptische  Integral,    welches  für  keinen    im   Endlichen  ge- 
legenen Werth  unendlich  gross  werden  soll,  die  Form  haben  muss 
H(g  .^  c)  (a-  ß)  {ü  -  y)  (a  -  d)  +  (c„i^-|-  e.g-l-  c)  VA  {h  -  »)  (z  ^ÜjT-  y)  (g  -  Ü)    - 
(^  -  «)  (2  -  ß)  (s  ^  j.)  (s  _  5) 
und  wenn  man  weiter  berücksichtigt,  dass  in  der  Umgebung  des  un- 
endlich entfernten  Punktes  für  das  eine  oder  das  andere  Blatt 

wenn 

«+ß+r+«-p 

gesetzt  wird,  so  grgiebt  sich,  dass  der  Coefficient  von  s"  in  der  Ent- 
wicklung der  Function  unter  dem  Integral  nach  fallenden  Potenzen 
von  s 

ist,  während  die  Potenz  «— ^   mit  dem  Üoefficienten 

behaftet  ist.  Da  aber  dieses  letztere  Glied  ein  logarithmisches  Un- 
endliehwerden  für  « =  oo  in  das  Integral  brächte,  so  muss  der  Coeffi- 
cient von  s^''   gleich  Null  gesetzt  werden,  also 


sein,  und  es  geht  somit  die  allgemeine  Form  des  gesuchten  Integra- 
les in 

E,  (s)  =  /     \  M4-  c.-  -^ -■ ^-      dß 

'--',/    L.     ^  "   VäTT:^  «)  (^  -ß){^-  y)  {z  -  S)J 

über,    wobei  zu  bemerken,    dass  dasselbe  in   .^  =  oo  in   dem   einen 
Blatte  wie 

in  dem  andern  wie 

unendlich  gross  wird,   und  dass   M,  c„,  e.^   willkührliche   Constanten 
bedeuten. 


y  Google 


Die  rei'iO[1icitätBjnodnla  der  elliptisolicn  Integrale.  293 

Es  soll  JiTiiimehr 

/■'j?,  fj)  -        ^^  

über  die  Begräiizuug  derjenigen  einfacli  Kusammenliängeuden  Fläche 
ausgedehnt  werden,  welche  nach  Aus  achlies  suüg  der  beiden  in  der 
Unendlichkeit  auf  den  beiden  Blättern  liegenden  unendlich  entfernten 
Punkte  durch  einen  von  d  nach  c  und  einen  von  b  nach  c  laufenden 


Querschnitt  in  eine  einfach  zasammen  hängen  de  Fläche  verwandelt 
worden  ist.*) 

Gehen  wir  wieder  genau  in  der  früher  besprochenen  Weise  von 
a  aus,  so  gelangen  wir  nach  b  und  haben  zuvörderst  längs  Ic  und 
ce  auf  deren  positiven  Seiten  zu  integriren,  sodann  den  unendlich 
grossen  im  zweiten  Blatte  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreis  zu 
durchlaufen,  auf  der  negativen  Seite  von  e  nach  d,  längs,  dem  un- 
endlich grossen  im  ersten  Blatte  gelegenen  Kreise  und  endlich  auf 
der  positiven  Seite  von  d  nach  c  und  der  negativen  von  c  nach  h 
hin  zu  integriren. 

Was  vor  allen  Dingen  das  unendlich  grosse  Kreisintegral  auf 
dem  zweiten  Blatte  betrifft,  so  wird  in  der  Nähe  des  unendlich  ent- 
fernten Punktes  auf  dem  einen  Blatte  der  Voraussetzung  nach 

*)  Wie  der  allgemeine  Fall,  in  welchem  ein  elliptieoheB  Integral  für  z=^  oo 
logarithmisoh.  unendlich  und  algebraisch  unendlich  von  heliebiger  Ordnung  ist, 
/u  behandeln,  bedarf  naoh  den  früheren  Ausfühningen  keiner  weiteren  An- 
deutung. 


y  Google 


2'J-l 

Fünfechnte  Vovlesung. 

und 

E,(s)  =  ii!  +  f+vs-'  +  ■■ 

und  somit 

mr±^'^'  +  '^'  + 

^^~  +  ^  u.-  +  „^'  + 

so  dass  das  über  jenen  unendlich  grossen  Kreis  genommene  Integral 
den  Werth 


+  A'^!.J'i+,J'^+. 


oder 

hat.  Beim  Umkreisen  des  unendüeh  entfernten  Punktes  hat  aber 
weder  -E,  (s)  noch  }/ R  (s)  eine  Werthveränderung  erlitten,  und  es 
werden  sich  somit  die  Integrationen  längs  beiden  Seiten  von  ec  auf- 
heben. Was  die  Integration  längs  dem  zweiten  unendlich  grossen 
Kreise  betrifft,  so  wird  dieselbe,  ähnlich  wie  vorher,  mit  Berücksich- 
tigung des  entgegengesetzten  Werthes  von  }/  li  (z)  und  unter  Yoraus- 
setzung  der  Entwickelnng 

E^{^-)  =  X,z  +  ii,  -\-v,-'  -\ 

den  Werth  liefern 

und  da  wieder  beim  Durchlaufen  des  unendlich  grossen  Kreises  weder 
£,  («)  noch  yB,(ß)  ihren  Werth  ändern,  so  werden  die  über  die 
Strecke  eä  und  hc  ausgeführten  Integrationen  für  beide  Seiten  dieser 
Querschnitte  sich  wegheben,  und  es  wrd  somit,  wenn  E^  und  E,',  ß 
und  fl'  die  Periodicitätsmoduln  der  Functionen 

E.W    und      A ^^   ^„^ 

an  den  Qaersclinitten  Q  und  Q'  in  der  angegebenen  Weise  bedeuten, 

j-ij  (£,  ß'—  E|'a)  =  +  4^  *  1  +  ^~  ^  J| 
sein,  oder  mit  Berüclisichtigung  der  oben  gefundenen  Werthe 

l  =  M+_c,A"'',       l,-.M  +  c„A'^i 
^U  (£,  Si'—E;a)  —  +  A^^(M±c,Ä~*)±A^*  (31  +  r„  A^ *) 

^  (£i a'—  E;Si)  —  —  'ic„A~', 

von  welcher  Formel  wir  gleich  nachher  für  Aufstellung  der  bekann- 
ten Legendre'sehen  Gleichung  für  die  Beziehung  der  Periodicitiito 
moduln   des   ersten    und  zweiten   Normaiiutegrales   eine   Anwendung 
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machen  werden,  wenn  wir   die   Periodicitätsmoduln  des   elliptiaclien 
3  erster  Gattung  etwas  näher  untersucht  haben  werden. 
Setzt  man  nämhch 


ß 


VA  (^  -  B)  (2  -  ß)  (S  -  y)  (S  -  (f)  ' 

worin  0  ^  x  -^  yi,  und  w  und  v  reelle  Functionen  von  x  und  y  sind, 
so  werden  in  dem  Auedructe 

oder  in  Folge  dej  Bedingungsgleichungen 


die  Coeflicienten  von  dx  und  dy 

__      8u  du 

"'8y'        Sx 
auf  der  ganzen  Riemann'schen  Flache  endlich   und  eindeutig  sein, 
weil  das  Integral  erster  Gattung  u  -\-  vi  es  ist,  ausgenommen  in  den 
Verzweigungapunkten  von  /i?  (^),  da 

3«        .dv_  d{u  +  iv)  _  d(^i  +  iv}___      i__ 
S^'^'-öx  dx  dz  yfii^i 

oder 

S^         dy       VWiß) 
ist,   welcher  Ausdruck  für  s  =  a,  ß,  y,  ö  unendlich  wird.     Wollen 
wir  daher  die  vorgelegte  Riemann'sche  Fläche  zu  einem  vollständig 
ten  Haume  machen,  innerhalb  dessen  sieh  für  die  Functionen 


die  Verzweigun gapunkte  durch  unendlich  kleine,  doppeltgewundene 
Kreise  einzuschliessen  brauchen,  und  es  wird  dann  nach  dem  durch 
die  Gleichung 

J(Pd^  +  Q  äs)  -fJ'iH  ~  11)  'l'  du 

dargestellten  Satze  der  sechsten  Vorlesung 

(•) /<"'"- /{-"r,  ■'''  +  ' f.  ^0) 

=jJ{Ä(«^^+<l(''ll)}^«''» 
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sein,  wo  das  einfache  Integral  Jii  dv  über  die  gesammte  Begränzung 
der  einfach  zasarameDhängenden  Fläelie  in  der  bekannten  Richtung 
genommen  und  die  rechts  stehenden  Doppelintegrale  über  den  Inhalt 
dieser  Flüche  auszudehnen  sind.    Nun  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass 

über  die  Begränzung  eines  um  einen  Verzweigungspunkt  beschrie- 
benen Kreises  ausgedehnt,  den  Werth  Null  annehmen  muss;  denn 
sei  u  dieser  Verzweigungspunkt  und  werde  der  auch  in  diesem  Punkte 
endliche  Werth  von  u  mit  Ua  bezeichnet,  so  wird,  wenn  der  Werth 
von  u  für  die  Peripheriepunkte  des  unendlich  kleinen  Doppelkreises 
mit 

...  +  «(«,!/) 
bezeichnet  wird,  wo  e  (x,  ij)  für  alle  in  Betracht  kommenden  Punkte 
unendiicS  klein  sein  wird, 

/«  dv  -ßu,  +  s  (a.,  !/))  dv  -  u.J'dv  +l't  (X,  y)  dv, 
und  da 


iat, 


fdu^fa 


dv==0 


[ud  sich  somit  fürs  erste 

\idv=ls{x,  y)dv 


t 


ergeben.  Bezeichnet  man  nun  den  grössten  Werth,  den  der  Modul 
von  £(iE,  y)  für  die  Peripherie  jenes  Doppelkreises  annimmt,  mit  e, 
so  folgt 

mod  I  iidv  =  mod  1  £  (x,  y)  dv  <,  i  mod  e  [x,  y)  med  dv 

<  e  (  mod  dv  <e  (  mod  r^^  =  *) , 

und  daher,  wenn  mit  ds  das  Bogenelement  des  Doppelkreises,  mit  r 
der  unendlich  kleine  Radius  bezeichnet  und 
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mod  }/B(ßj  =mod  V'JJ^a)  mod  /(^_^)(2-»"  (s —J)  =  r'fix,  y) 
gesetzt  wird,  worin  f{x,  y)  iiir  die  Peripheriepunkte  jenes  Kreises 
endlich  und  von  Null  verschieden  ist, 

welche  Grösse  sich  somit,  da  r  unendlich  klein  ist,  der  Null  nähert. 
Daraus  folgt  nun  aber,  dass  in  der  obigen  Gleichung  (a)  das  In- 
tegral fu  dv  nur  über  die  doppelten  Seiten  der  beiden  Querschnitte 
Q  und  Q'  der  Rieraaan'schen  Fläche  wird  ausgedehnt  werden  dürfen. 
Beachtet  man  ferner,   dass  für  alle  Punkte  des   umgränzten  1 


ist,  MO  folgt,  weil  das  Integral 

vermöge  der  positiven  Werthe  der  einzelnen  Elemente*)  selbst  positiv 


f" 


dv , 


über  jene  Begrenzung  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  ge- 
nommen, wesentlich  positiv  ist,  wobei  bekanntlich  die  Umkreisung 
so  stattzufinden  hat,  dass  man  während  der  Bewegung  die  begränzte 
Fläche  zur  Linken  hat.  Bezeichnet  man  nun  der  Unterscheidung 
halber  die  innere  Seite  der  beiden  Querschnitte  mit  Q~ ,  Q'~,  die 
äussere  Seite  derselben  mit  Q+,  Q!+,  so  wird  das  obige  Integral, 
wenn  als  Integrationsrichtungen  die  in  der  Figur  55  durch  die  Pfeile 
ten  genommen  werden, 


j u  dv  —  I udv  —  I udv  -^  I u  dv 


1  für  alle  Pimkte  jener  l'läclie 


nioKt  BtiittEnden  kann,  würde  diea  niclit  der  Fall  S' 
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iüdem   mit  u+  und  u~  die   zu   Q+  und   Q~,    Q'+  und   Q'-  gehörigen 

Werthe  der  ii-Funetioü  bezeichnet  werden,   und  dv  zu  beiden  Seiten 

desselben  Querschnittes  wegen  des  constanten  Stetigkeitssprunges  des 

Fig.  55. 


,-■«< 


Integrales  erster  Gattung,  dessen  rein  imaginärer  Theil  die  Grösse 
iv  ist,  denselben  Werth  hat,  so  wird,  wenn  die  beiden  Periodicitäts- 
nioduln  des  Integrales  erster  Gattung  iin  den  Querschnitten  Q  und 
Q'  mit 

J■^  =  fi  4^  vi,     il'  ^fi'-j-v'i 

bezeichnet  werden, 

am  Querschnitte  Qi   i(+  —  «-  =  ji 
am  Querschnitte  Q':    m+  —  ii~  =  —  [i', 


ind  dabei 


ß.,.^,ß.-,ß 


rin   die  Integratiousrichtungen   wieder   die  durch  die   Pfeile 
;ea   sind.     Da  aber  dv  der  rein    imaginäre  Theil  des  Diffe- 


ist,  so  werden  die  geschlossenen  Integrale  über  dv  in  den  Curven  Q 
und  Q'  genommen  die  rein  imaginären  Theile  der  Periodicitätamoduln 
an  den  Querschnitten  Q  und  Q'  liefern,  und  daher 


./""  =  ""  /""  =  • 


ludi}  =  jiVi  ■ —  (tfV, 
und  daher  nach  dem  oben  gefundenen  Resultate 
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sein.     Da  aber 

,    (/+  y-i)  (^  -  vi)  _ 


-  +  i^ 


ist,  so  ergiebt  uicli,  dass  der  rmt  imagmate  Th^  det  bnden  in  der 
öbeti  angec/ehpittn  Weibe  gewählten,  Ferioätcitatsmodulm  dtis  Product 
aw^  1  in  eme  weseiithch  positive  Zahl  ist  eine  Eigenschaft  welche 
später  die  wesenthche  Bedingung  für  die  Einfihrung  dei  •&  Function 
bilden  wird 

Was  die  Perioden  Sl  und  £1'  seibat  betnfft  so  ist  es  leicht,  sie 
in  Form  von  bestimmten  Integralen,  de  sich  von.  einem  Verzwei- 
gungspuukt  zum  andern  hin  erstrecken,  au^zudiucken  denn  da  man 
die  Querschnitte  immer  mehr  und  mehr  zi  sammenziehen  Xann,  so 
lange  nur  Q  den  Verzweigongsschnitt  a  ß  ginz  umschhesst  und  Q' 
nur  die  beiden  Verzweigungepunkte  k  und  d  einfchhesst  so  wird 
man  schliesslich  statt  des  über  Q'  genommi-ntn  Integiales  welches 
den  Periodicitätsmodul  am  Querschnitt  ^  hefeit 

Sl  =  f'  ^_!_  -  /ii  =  -  2  /~'^' 

setzen  können,  indem  j/]i  (s)  im  zweiten  Blatte  das  entgegengesetzte 
Zeichen  annimmt;  ebenso  wird  das  in  dem  durch  den  Pfeil  angedeu- 
teten Sinne  über  Q  genommene  Integral,  welches  den  PeriodicitUts- 
modul  am  Querschnitt  Q"  hefert,  den  Werth  haben 

ii'  =  /--^ /•  dz    _  2  /!_^1_ 

J ybit)    .1  VBjß)     J vwi^y 

aß« 

weil  zu  beiden  Seiten  eines  Verzweigungsschnittes  in  demselben  Blatte 
}/B.{b)  entgegengesetzte  Werthe  hat*);  in  beiden  Perioden  muss, 
wie  aus  der  Figur  unmittelbar  zu  ersehen,  mit  demselben  Zeichen  von 
y  Hiß)  ausgegangen  werden. 

Nachdem  wir  soweit  die  Untersuchungen  über  die  Periodieitäts- 
moduln  der  elliptischen  Integrale  ganz  allgemein  durchgeführt,  wollen 
wir  jetzt  noch  auf  die  von  Legendre  zu  Grunde  gelegte  Normal- 
form näher  eingehenj  für  welche 

und  somit  die  dazugehörige  Riemann'sche  Fläche  aus  zwei  Blättern 
mit  den  Verzweigungspunkten 

*)  Es  bedarf  keiner  beBonderea  Erwähnung,  dasa  sich  ebenso  die  Periodi- 
citätBmoduln  des  allgeneineE.  elliptischen  Integrales  an  den  beiden  (Juerschnitten 
Q  und  Q'  durch  bestimmte  zwischen  den  Verzweigungspunkten  genommene  In- 
tegrale ausdrücken  lassen. 
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-  ;,  -1,  +1,  +  1 

bestellt,  für  welcJie  die  Verzweigimgsschnitte  von  —  —  nach  —  1 
und  von  +  1  n^cli  +  —  g^l^gt  ^^^  ^^^  Querschnitte,  wie  in  der 
folgenden  Figur  augegeben,  gezogen  werden  sollen. 

Wir  werden  jetzt  die  Periodicitätsmoduln  des    in   der  Normal- 
form   gegebenen   Integrales    erster   Gattung  durch   Integrale    auszu- 
Pig.  5S. 


drücken  suchen,  welche  von  dem  im  ersten  Blatte  liegenden  Null- 
punkte ausgehen  (indem  wir  das  erste  Blatt  dadurch  definiren,  dass 
y^X^)  im  Nullpunkte  den  positiven  Werth  +  ^  haben  soll)  und  zn 
den  einzelnen  Verzweigungspunkten  auf  Wegen  fähren,  welche  auf 
der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  liegen. 

Sei  also  die  untere  Integrationsgränze  der  Nullpunkt  auf  dem. 
positiven  Blatte,  so  wird  jedes  iu  der  einfach  zusammenhängenden 
Fläche  F'  vom  Nullpunkt  nach  irgend  einem  Punkte  genommene 
Integral,  auf  welchem  Wege  (Heser  Fläche  auch  integrjrt  wird,  einen 
fest  bestimmten .  Werth  erhalten.  Denken  wir  uns  nun  Im  ersten 
Blatte  die  Verzweigungspunkte  — ■  1  und  +  1  durch  eine  gerade 
Linie  verbunden,  so  wird  offenbar  das  zwischen  diesen  beiden  Punk- 
ten längs  dieser  Geraden  in  F'  genommene  Integral  dem  in  F  zwi- 
schen diesen  beiden  Punkten  genommenen  Integral  um  ß  vermin- 
dert gleich  sein,  da  man  den  Querschnitt  Q  von  aussen  nach  innen 
durchsehneidet.  Statt  aber  in  F'  von  —  1  bis  +  1  J'n  ersten  Blatte 
zu  integriren,  kann  man  jeden  andern  Weg  zwischen  diesen  beiden 
Gränzen  auf  der  Fläche  F'  wählen ,  also  auch  von  —  1  bis  0  und 
von  0  bis  +  1  auf  F'  genommen,  und  es  folgt  somit,  da  man  statt 
von  —  1  bis  0  auf  der  Fläche  F'  zu  integriren,  nur  den  von  0  bis 
—  1  sich  ergebenden  Integralwerth  negativ  zu  nehmen  braucht, 

Jf  VWiJ)       "  ^Jf-  VbIT)     Jt  VBÄß) ' 
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Verbindet  man  ferner  die  Verzweigungspunkte  —  1  und  +  1  durch 
eine  Gerade,  welche  im  zweiten  Blatte  liegt,  also  nach  der  obigen 
t'igur  keinen  der  Querschnitte  schneidet,  so  wird  ebenso 


ysT^)' 


wo  aber  jetzt  das  auf  der  linken  Seite  stehende  Integral  in  der  im 
zweiten  Blatte  liegenden  Geraden  genommen  ist;  da  aber  in  über- 
einander liegenden  Geraden  beider  Blätter  die  Zeichen  von  l/K  (e) 
entgegengesetzt  sind,  so  werden  durch  Addition  der  beiden  letzten 
Gleichungen  die  beiden  in  der  Fläche  F  genommenen  Integrale  sich 
wegheben  und  somit  die  Beziehung  liefern 

(a) -  Ji  =  2  r -i^  -  2?' -iL= , 

worin  die  rechts  stehenden  Integrale  eindeutig  definirte  Grössen  sind. 
Bezeichnet  man  nun  die  auf  dem  positiven  Blatte  der  Fläche  F  ge- 
radlinig genommenen  Integrale  vonO  bis  +  1  und  0  bis  —  1  mit 

/'l  _  ^!_  /'l  ^ä^^ 

^  i  rjiif)   '  ^  I  rn^^) ' 

so  folgt  iinniittelbar,  dass 

/'  ^^  =  /■  I  ^^  „  ii 

J^F-ruiz)    ^  iK-ßw 

und 

7'  __d£    ^  n    de p    dg  s, 

jF-nwi    ^  I  yR<^}      ^  I  yR¥)  '' 

und  somit  aus  der  Gleichung  (a) 

J  \ys{g}        ^  j  \vb w 


(1) ii  =  4/'|-;^ 


wodurch  die  erste  Periode  durch  ein  geradliniges  Integral  vom  Null- 
punkte nach  einem  Verzweigungspunkte  hin  ausgedrückt  ist. 

Lassen   wir  ferner  im  ersten  Blatte  der  Figur  gemäss  auf  der 

*)  indem  VE  (z),  wie  unmittelbar  aus  der  Construction  der  Riemann'achen 
Fläche  dieser  Function  folgt,  zu  beiden  Seiten  des  Nullpoiilitos  in  entsprechen- 
den Punkten  der  reellen  Achse  gleiche  Werthe  anaiinmt, 
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linken  Seite  des  Verzweigmigsschiiittes  einen  Integration  s weg  sicli 
von  1  nach  —  in  einer  geraden  Linie  hinziehen,  so  wird  mit  Be- 
rücksichtigung des  UmstandeSj  dass  dieser  Weg  den  Querschnitt  Q' 
von  innen  nach  aussen  schneidet, 


sein,  wenn  die  Integrale  der  rechten  Seite  auf  beliebigem  Wege  der 
Fläche  i^' genommen  werden;  ebenso  wird  für  den  im  zweiten  Blatte 
ebenfalls  anf  der  linken  Seite  dea  Verzweigungsschnittes  Ton  1  nach 
—  genommenen  geradhnigen  Weg 


nt{i) 


sein,  worin  das  Integral  der  linken  Seite  jetzt  veröiöge  des  entgegen- 
gesetzten Zeichens  der  Wurzel  auch  den  entgegengesetzten  Werth 
von  dem  in  der  vorigen  Gleichung  vorkommenden  annimmt,  und  es 
wird  somit  die  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen 

JrVliC)         J^F^rUi-) 
liefern;  bezeichnet  mau  wieder  mit 


I\r 


das  geradlinig  genommene  Integral  zwischen  0  und  — ,   i 
Hülfe  der  beiden  unmittelbar  ersichtlichen  Beziehungen 


für  ß'  sicli  der  Ausdruck  ergeben 

—  a'—  2  /'l  .-M=  -  2fl  —  2a-  -  2  ri  -Ä=  +  20 
J^    \yB(it  J^    \  Vb  «  ^ 

0(tet 
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(2) 


VMi^] 


Somit  wären  in  (1)  und  (2)  die  Perioden  allgemein  durch  die 
geradlinig  genommenen  Integrale  von  dem  auf  dem  ersten  Blatte 
befindlichen  Nullpunkte  aus  nach  den  Verzweigungapunkten  1  und 
—  hin  ausgedrückt. 

Ist  3(^  reell  und  kleiner  als  1,  so  setzen  wir  mit  Legendre 


J  \ym> 


SO  dass  der  eine  Periodiciiätsmodul 

£i  =  4K 
ist,   welcher,   wie  aus  der  Form  des   Integrales   unmittelbar  hervor- 
geht, reell  und  positiv  sein  wird.     Ferner  setzt  Legendre 

worin  x^  als  coiuplementärer  Modul   von  x  durch   die  Beziehung  de- 


niaeht  man  auf  die 
so  wird  dasselbe  ir 


»'  +  »,'-1; 

;  Integral  die  Substitution 


/•  I d. 

J  \yw^^^i 


übergehen,  und  wenn   man   unter  der  Voraussetzung,   dass  x^  reell 
uod  kleiner  als  die  Einheit  ist,  den  vorher  gefundenen  Ausdruck 


da  die  Integrationswege  in  die  reojle  Axe  faHeii,   i 


die  Form  setzt, 


i\y^^ 


;eben  und  rein  imaginär  sein. 
An  die  Darstellung  der-  Perioden  des  eliiptischeu.  Integrales  erster 
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Gattung  knüpfen  wir  die  Speeialisimng  der  oben  für  die  Periodi- 
citätsmoduln  von  elliptischen  Integralen,  erster  Gattung  und  solchen 
elliptischen  Integraleu,  welche  für  0  =  00  auf  beiden  Blättern  von 
der  ersten  Ordnung  unendlich  gross  werden,  gefundene  Relation.  Es 
mögen  die  beiden  elliptischen  Integrale 

j  K(i  -^)(i~  «*  ^)       j  fd  -  ^')  (1  -  «=^) 

betrachtet  werden,  von  denen  das  erste  stets  endlich,  das  zweite  be- 
kanntlich für  s  =^  00  anf  beiden  Blättern  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  wird;  die  Periodicitätsmoduln  dieser  beiden  Integrale  werden 
offenbar 


\y{\-Z<:)  (1-«'S«)' 


4n     -_£a=.,      E'^2if\ 


riii-- 

-.■^j 

nf- 

-  1)  (1  - 

-«■.') 

Nun  hatten  wir  in  dieser  Vorlesung  für  den  Fall,  dass  J*(.s)  ein 
elliptisches  Integral  ist,  welches  für  z  =  00  auf  beiden  Blättern  von 
der  ersten  Ordnung  unendlich  gross  wird  und  nur  für  diesen  Punkt, 
und  die  Entwiekelung  von  E^  (/)  in  der  Umgebung  des  unendlich 
entfernten  Punktes  auf  dem  einen  Blatte  mit  ^0,  auf  dem  anderen 
mit  l^s  beginnt,  die  Beziehung  gefimden 

.^(^iß'—  E{il)  =  '^  A~'H  +  A^^X.j^, 

wenn   ß  und  ß'  die  Periodicitätsmoduln   des   elliptischen  Integrales 
erster  Gattung 


r 


-  /)  (2  -  ■>) 

P  und  P'  die  von  P(«)  sind;  wenden  wir  dies  auf  den  vorigen  Fall 
an,  so  ergiebt  sich 

i  (Eß'  —  £'  ß)  —  —  i 
oder 

welche  Gleichung,  wenn 

il  —  4,IC,      S>J=2iK\ 

gesetzt  wird,  in  die  bekannte  Legendre'sche  Gleichung 

KJ'  -JK'^'l 
übergeht. 
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Die  tlmkehrung  des  elliptischen  Integrales  erster  Gattung. 

Da  nach  den  Auseinandersetzungen  der  elften  Vorlesung  von 
allen  elliptischen  Integralen  nur  ein  einziges,  nämlich  das  Integral 
erster  Gattung,  so  beschaffen  ist,  dass  seine  obere  Gränze  als  Func- 
tion des  Integrales  aufgefasst  eine  in  der  ganzen  Ebene  für  alle  end- 
lichen Werthe  des  Integrales  eindeutige  Function  ist,  und  ausserdem 
in  der  vierzehnten  Vorlesung  nachgewiesen  worden,  dass  eine  lineare 
Transformation  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  stets  auf  die 
Legendre'sche  Normalform  zurückführt,  so  wird,  wenn  wir 


In 


setzen  und  jene  für  alle  endlichen  w  eindeutige  Umkehmngsfunction 
mit 

0  =  sin  am  iv  *) 
bezeichnen,  da  nach  früher  gemachteu  Auseinandersetzungen  zu  dem- 
selben Werthe  z  je  nach  der  Verschiedenheit  der  Integrationswegö 
die  Werthe 

w  -\-  mil  -\-  n£l' 
gehören,  worin  m  und  n  ganze  Zahlen  sind,  also 

sin  am  (w  -\-  mÜ,  -\-  nil')  ^=  sin  am  w 

*)  Legendre  aetzte  in  dem  ersten  elliptiscben  Normaliiitograle 
2  =  sinqi, 
so  doBE  dasselbe  in 

'£ 

(iliergelit.    .Tacohi  nannte  nun  if  die  Amplitude  von  iv  und  setzte 

und  daher  x  Jen  sums  der  Amplitude  70n  ?«  oder  s  =  sin  mmv. 

Es  mag   DOth  bemerkt  nerJen,    dass   Guderraanii    die  liürzere  Bezeidi- 
nuugsweibe 

eingeführt  Iiat  um  diese  Punction  von  der  trigonometrischen  sinua-Function  zu 
unterscheiden,  wir  liahen  es  jedoeh  vocgeaogeii,  die  gehräuchlichere  Beaeioli- 
uungsart  hi'izuh ehalten 


y  Google 


306  Sechszehnte  Vorlesiiog. 

ist,  sin  am  w  die  allgemeinste  am  der  Uiyihehrung  elliptischer  Integrale 
entstehende,  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  doppelt  periodische  Ftmc- 
Hon  mit  den  beiden  Perioden  ß  und  ß'  sein. 

Um  von  dem  Begriff  der  doppelten  Periode  der  sin  am  w  eine 
klare  Anschauung  zu  bekommen,  wollen  wir  die  in  der  letzten  Vor- 
lesung durch  die  Figur  56  charakterisirte  doppelblättrige  Riemann'- 
sche  Fläche  vermöge  des  Integrales 


If 


^(1  -  2=)  (1  -  «' a=) 

welches  auf  der  durch  die  Querschnitte  Q  und  Q'  zerlegten  einfach 
zusammenhängenden  Fläche  eindeutig  bestimmt  ist,  auf  die  w-Ebene 
abbilden.  Sei  a  in  der  obigen  Figur  der  Treffpunkt  der  beiden 
Querschnitte,  welche  in  ihren  beiden  Seiten  die  alleinige  Begränzung 
der  Rieraann'schen  Fläche  bilden  und  daher  in  einem  Zuge  von  a 
aus  durchlaufen  werden  können,  ao  wird,  wenn  der  dem  Punkte 
s  =  a   entsprechende  Werth  des   Integrales  zVa   ist,   die  w-Variable, 


während  s  die  positi 
Pfeil   angezeigten 
jener  QuerechnittsHni 


ive  Seite   des  Querschnittes  Q  in   dem  durch  den 

inne   durchläuft,   um  ß'  zunehmen,  und  es  mag 

die  Linie  g+  entsprechen.    Sodauu  beschreibt 


die  Variable  2  den  negativen  Rand  des  Querschnittes  Q'  in  der  dem 
Pfeile  entgegengesetzten  Richtung,  und  es  wird  somit  w^  +  £1'  auf 
der  der  Linie  Q'  entsprechenden  Curve  q'~  von  w^,  +  Sl'  bis  zum 
Werthe  Wa  +  ß'  —  ß  sich  verändern.  Indem  nun  die  Variable  0 
wieder  die  negative  Seite  des  Querschnittes  Q  in  der  dem  Pfeile  ent- 
gegengesetzten Richtung  durchläuft,  wird  die  w-Variable  offenbar 
von  Wa  -j-  Sil'  ^  ii  aus  auf  einer  der  Linie  g+  parallelen  krummen 
Linie  5~  (da  die  Werthveränderungen  in  entgegengesetzter  Richtung 
auf  derselben  jS-Curve  genommen  werden  wie  vorher)  bis  zum  Werthe 


y  Google 


Die  Umkehrung  des  elliptischen  iDtegrales  erster  Gattung.  307 

Wa  ^  ii  sieh  crstrockeu,  und  wenn  sodann  die  positiTe  Seite  von  ^ 
in  der  Richtung  des  Pfeiles  durchlaufen  wiid,  so  wiid  der  Weg,  den 
tv  beschreibt,  von  w^  —  ß  zu  Wn  in  einei  zu  (/—  pniUeien  krum- 
men Linie  3'+  bestehen,  und  es  wird  somit  das.  aus  den  Seiten  g+, 
q—,  q'+,  q'—  gebildete  knunmlinige  Parallelogiamm  die  Abbildung 
der  Begränzung  der  einfach  zusammenhängenden  Eiemann'schen 
Flache  sein,  wobei  unmittelbar  durch  Verinderun^  dei  Querschnitte 
einzusehen  ist,  dass  alle  Punkte  der  doppelblättrigen  Riemann'schen 
Fläche  ihr  Abbild  innerhalb  dieses  Vierecks  haben  werden.  Jedem 
Punkte  der  Riemann'schen  Fläche  entspricht  an  w-Punkt  inner- 
halb dieses  Vierecks,  und  da  s  eine  für  alle  im  Endlichen  gelegeneu 
w  eindeutige  Function  dieser  Variabein  ist,  wird  auch  nicht  zwei  ver- 
schiedeneu g-Punkten  derselbe  M)-Punkt  entsprechen  können,  dagegen 
wird,  weil  jeder  s- Punkt  zweimal  und  nur  zweimal  in  der  Fläche 
enthalten  ist,  die  Function  s  =  aia  am  w  innerhalb  dieses  Viereckes 
zweimal  und  nur  zweimal  jeden  Werth  annehmen,  und  es  wird  auch 
leicht  sein,  die  Beziehung  zu  finden,  welche  zwischen  zwei  Werthen 
des  w  stattfindet,  die  demselben  s-Werthe  entsprechen,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass  diese  beiden  Werthe  von  w  die  auf  der  Fläche 
F'  verzeichneten  Integrale  sind,  welche  vom  Nullpunkte  zu  dem- 
selben. 0-Puukte  für  beide  Blätter  der  Fläche  führen.  Denn  sei  5, 
ein  beliebiger  aber  bestimmter  Werth  von  s,  als  im  ersten  Blatte 
liegend  aufgefasst,  und  werde  auf  irgend  einem  in  der  einfach  zu- 
sammenhängenden Fläche  F'  liegenden  Wege  von  dem  Punkte  0 
aus,  der  als  im  ersteig  Blatte  liegend  angenommen  war,  zu  s,  fort- 
gegangen, so  soll  der  entsprechende  Werth  von  w  mit  Wj  bezeichnet 
werden.  Um  nun  von  demselben  Nullpunkte  aus  zu  demselben  Werthe 
^1,  dessen  Repräsentant  aber  im  zweiten  Blatte  liegen  soll,  zu  ge- 
langen, wollen  wir  den  Querschnitt  Q  von  aussen  nach  innen  durch- 
schneiden, sodann  über  den  Verzweigungssehnitt,  der  von  1  nach  — 
führt,  in's  zweite  Blatt  treten,  dem  eben  durchlaufenen  Wege  un- 
endlich nahe  im  zweiten  Blatte  wieder  geradlinig  von  -|-  I  nach  0 
und  dann  dem  ersten  von  0  nach  0^  im  ersten  Blatte  führenden 
Wege  parallel  im  zweiten  Blatte  von  0  nach  r,  gehen,  wobei  ein 
oder  mehreremai  die  Querschnitte  Q  und  Q'  geschnitten  werden  können. 
Nennt  man  nun  den  für  das  Integral 


welches  von  0  im  ersten  -nach  ^j  im  zweiten  Blatte  auf  der  einfach 
zusaiumenhängeuden  B"läche  F'  genommen  ist,  resultirenden  Werth 
«(?,',  so  wird 

s,  =  sin  am  w,  =^  sin  am  w,' 
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sein,  und  beachtet  man,  dass  w^  nach  den  ehen  gemachten  Aus- 
eio  and  ersetz  Uli  gen  durch  die  Summe  der  nachfolgenden  Integrale  be- 
stimmt ist 

.„,■=  n  ^?^  _  ß  _  f!  ^^  _  C^l-  +  ,„Q  +  nPJ, 


das  im  ersten  Blatte  Ton  0  nach  s,  genommene  Integral  vorstellt, 
indem  der  parallele  Weg  nur  für  j/S  (s)  ein  anderes  Zeichen  liefert, 
so  ergieht  sich 


'  =  2  f\  -i^  ~  Wi  +  ftii  +  yü', 


und  daher  sind  die  beiden  zu  demselben  ^j  gehörigen,  in  demselben 
Parallelogramm  befindUeheu  w-Werthe  w^  und  tv^'  durch  die  Glei- 
chung 


mit  einander  verbunden,  worin  das  Zeichen  ^  die  Gleichheit  aus- 
drücken soll  von  ganzen  Vielfachen  der  Periodieitätsmodulu  abge- 
sehen. 

Die  Gestalt  der  oben  gewonnenen  Abbildungscurren  9+,  g-,  3'+ 
q'~  ist  offenbar  durch  die  Gestalt  der  Querschnitte  bedingt,  und  es 
wird  möglich  sein,  die  Form  der  ganz  willkührlichen  Querschnitte 
so  zu  wählen,  dass  die  Äbbildungscurven  gerade  Linien  werden, 
welche  sich  von  w„  nach  tVa-\-il',  von  WJ^-j-ß'  nach  w„-|-jß' — ifJ, 
von  M)a  -f-  ß'  —  iJ  nach  w„  —  ß  und  endlich  von  ec„  —  Sl  nach  iVa 
zurück  erstrecken,  indem  man  in  der  Function 

^  ^  X  -{-  yi  =  am  ajo.  10  ^  sin  am  (v  -\-  v,i)  ==  f(v,  ii,)  -j-  ify  {v,  u,) 
oder  in 

0«) x-f{v,v,),      !/-/■,(.,«,) 

nur 

«^  =  ««  +  6 

zu  setzen  und  a  und  h  so  zu  bestimmen  braucht,  dass  diese  gerade 
Linie  durch  die  beiden  Punkte  w^  und  tv^  -j-  H'  geht,  so  wird  dann 
die  Elimination  von  v  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (m)  die  be- 
zügliche Relation  zwischen  x  und  y  also  die  gesuchte  Curve  für  g, 
die  Form  des  Querschnittes  Q  geben;  dasselbe  gilt  von  der  Wahl 
des  Querschnittes  ^,  um  zu  bewirken,  dass  die  von  w^  -\-  ü'  nach 
tVa  +  ü'  —  ß  sich  erstreckende  Linie  eine  gerade  ist,  und  die  beiden 
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anderen  müssen  als  Parallel  cur  ven  wiederum  <, 


ide  Linien  werden; 


tte  so  zu 
■  wird. 
Blatte 


hiermit  ist  aber  die  Möglichkeit  erwiesen,  die  Querschniti 
wählen,  dasa  das  Periodenparallelogramm  ein  geradlinig 
Denken  wir  uns  ferner  den  Punkt  a  in  den  auf  dem  positiv 
befindlichen  Nullpunkt  gelegt,  so  dasa  die  beiden  Querschnitte  sieh 
im  Nullpunkte  sehneidenj  dann  werden  wir,  da  w„  =  0  ist,  vom 
Nullpunkte  aus  jenes  geradlinige  Parallelogramm  mit  den  Seiten  ß' 
und  —  iß  construiren  können,  welches  das  Abbild  der  einfach  zu- 
sammenhängenden Riemann'schen  Fläche  ist,  in  welchem  stets  zwei 


und  nur  zwei  Werthe  esistiren,  für  welche  s  denselben  Werth  an- 
nimmt,    [st  x^  reell  und  kleiner  als  die  Einheit,  so  wird,  wie  früher 
gezeigt  worden,  £1  reell  und  Sl'  rein  imaginär,  ao  dass  die  Perioden- 
parallelogramme  in   Periodenrechtecke    übergehen.     Geht  man   statt  ■ 
mit  u\i  mit  Wg  +  £1'  aus  oder  lässt.  das  Integral 


Jm 


s')  (1  - 


!>') 


einmal  den  Querschnitt  Qf  überschreiten,  so  wird  die  Abbildimg  der 
Riemann'schen  Fläche,  wie  sich  unmittelbar  ergiebt,  durch  das  an- 
stossende  Perioden parallelogramm  mit  den  Seiten  (ß',  2  £1')  und 
(ß'j  ß'  —  ß)  gebildet  werden  u.  s.  w.,  und  es  wird  daher  die  An- 
eingjiderfügung  dieser  Periodenparallelogramrae  Räume  liefern,  in 
denen  sich  die  .s-Werthe  in  entsprechenden  Punkten  wiederholen,  so 
dass  die  doppeltperiodische  Function  sin  am  w  in  allen  diesen  Pa- 
rallelogrammen für  jedes  w  nur  einen  Werth  annimmt,  und  sich  die 
Werthe  stets  wiederholen,  während  für  w^co  diese  Function  wieder 
einen  Discontinuitätapunkt  zweiter  Gattung  besitzt,  in  welchem  ihr 
alle   Werthe  zukommen,   und  dies  wieder  in  Folge   des  Umatandes, 
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dass  die  gaiiKen  Periodenparallelogranime  selbst  in  tlie  Uüeiidlichkeit 
riieken. 

Zur  genaueren  üntersueliiiiig  der  Eigenschaften  jener  eindeutigen 
Function  sin  am  iv  mag  vor  Allem  bemerkt  werden,  dass  sin  am  w 
eine  ungerade  Fiuiction  oder  dass 

sin  am  ( —  tv)  =  —  sin  am  (w) 
ist.     Zieht  man  nämlich  von   dem  auf  dem   ersten  Blatte  liegenden 
Nullpunkte  nach   einem  beliebigen   Punkte  s  auf  einem  der  Blätter 
eine   in  der    einfach    zusammenhängenden   Fläche  F'   liegende  Inte- 
grationscurve,  so  dass 


^ 


/  VJi  .^) 

also 

S  =  sin  am  1V 

wird,  und  ausserdem  von  demselben  Nullpunkte  aus  nach  dem  Punkte 
—  s  eine  Integrationscurve,  welche  durch  alle  die  negativen  s-Werthe 
geht,  welche  mit  positivem  Zeichen  auf  der  ersten  Integrationscurve 
lagen,  und  für  welche  /jß(«)  in  entsprechenden  s  denselben  Werth 
annimmt,  wie  auf  der  ersten  Curve,  was,  wie  aus  der  Lage  der  Ver- 
zweigungspunkte zu  ersehen,  immer  zu  erreichen  ist*),  so  wird  die 
letztere  ein  oder  mebreremai  die  Querschnitte  schneiden  können,  und 
es  wird  sich  daher 


JYBV) 


V  +  mii  -|-  nil' 


ergeben,  indem  von  den  Perioden  abgesehen  die  beiden  Integrale, 
weil  .U  (s)  der  Voraussetzung  nach  in  entsprechenden  Punkten  das- 
selbe Zeichen,  und  de  die  entgegengesetzten  Werthe  hat,  entgegen- 
gesetzte Werthe  annehmen,  so  dass 

—  £1  ^  sin  am  { —  w  -\-  m£l  +  nil')  =  sin  am  ( —  tv) 
ist  und  daher  mit  Berücksichtigung  des  Werthes  von  s 

sin  am  ( —  w)  =  ^  sin  am  (w) 
folgt. 

Um  nun  für  die  eindeutige  ümkehrung  des  elliptischen  Integra- 
les eine  in  der  ganzen  Ebene  gültige  Darstellung  zu  finden. 


*)  indem  man  nur  au  Ijeachten  liraiioht,  dass  die  Entwiekelung  von  Vit  {s) 
fiir  die  Pnnkte  des  um  den  auf  dem  positiven  Blatte  gelegenen  Nullpunkt  mit 
der  Einheit  als  Radius  gezogenen  Kreises  nach  positiven  ganzen  und  geraden 
Potenzen  von  Z  fortschreitet,  also  yil{ü)  für  die  entapreohenden  Punkte  den- 
selben Werth  annimmt,  während  sich  die  weiteren  Entwiokelungen  hieran  con- 
tinuirlich  anschliessen ,  und  daher  die  jedenfalla  nur  durch  das  Zeichen  iintor- 
aohiedenen  Werthe  von  Yr  {z)  auch  in  diesem  übereinstimmen  müssen. 
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wir  (Jie  Werthe  zw  ermitteln,  für  weiche  sin  am  w  verschwindet  und 
unendlich  gross  wird.  Die  Werthe,  für  welche  diese  Function  Noll 
wird,  ergeben  sieh  einfach  aus  der  Ueberlegungj  dass  das  Integral 


J  VBV)        '" 
jedenfalls  für  s=^^')  im  oberen  Blatte  Null  wird,  dass  somit 

sin  am  (0)  =  0 
ist;  da  aber  ferner  die  aämmtiiehen  Werthe,  welche  jener  Function 
denselben  Werth  ertheilen,  sich  nur  um  Vielfache  der  Periodicitäts- 
moduln  von  diesen  unterscheiden  oder  sieh  von  Periodicitätsmoduln 
abgesehen  mit  diesem  zu  -  ergänzen,  so  werden  offenbar  die  Werthe, 
für  welche  sin  am  w  in  der  ganzen  Ebene  verschwindet,  in  den 
Formen 

w=  ^-\-  mSl  +  nSl',    w  =  niP^  +  nil' 
enthalten  sein. 

Um  die  Werthe  zu  ermitteln,  für  welche  sin  am  so  unendlich 
wird,  wollen  wir  den  unendlich  entfernten  Punkt,  der  auf  dem  zwei- 
ten Blatte  liegt,  mit  —  durch  irgend  eine  die  Querschnitte  nicht 
schneidende  Curve  verbinden,  die  ganz  im  zweiten  Blatte  verlaufen 
wird.     Verbindet  mau  jetzt  ebenso   denselben    unendlich   entfernten 

Punkt  mit  dem  Punkte durch   eine   Curve,   welche   durch  die 

negativen  Punkte  der  ersten  geht,  so  wird 

r       dz      _    ?'     _d2_  ^    /'"      dz 

und 

J"-  ytV)     J^"'  ftli)  ^J*'  y^JA 

sein,  worin  die  beiden  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Integrale 
entgegengesetzte  Werthe  haben,  da  die  Integrationswege  durclk  ent- 
gegengesetzte Pankte  gehen,  und  Y^B.  {s)  in  entsprechenden  Punkten 
dasselbe  Zeichen  behält;  die  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  lie- 
fert somit 

2  /'"  j^     ^  /*  _^  j_  /'       '^_f_ 
Ji'-  fB  {4       Jr  yn  (z)  ^  J  F-  VB  {z) 
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f'\    ß^-  =  /*    ^^    _  /'  _^^_  ^  f'    4f_  j_  f  _^^ 

J^  I  j/JiF)    J^^-vbw]    J^'^viti^)    J^'''VMW}  ^J^  i  vm^] 

ist,  wenn  das  Integral  der  linken  Seite  der  ersten  Gleichung  im 
ersten  Blatte  oberhalb  des  Verzweigungsschnittes  geradlinig  genom- 
men ist,  während  das  Integral  der  linken  Seite  der  zweiten  Glei- 
chung ebenfalls  im  ersten  Blatte  geradlinig,  aber  unterhalb  des  Ver- 
zweigungsschnittes sich  erstrecken  soll,  so  folgt  durch  Addition  der 
beiden  Gleichungen,  indem  die  Integrale  der  linken  Seiten  sich  heben, 
da  f/R  {e)  zu  beiden  Seiten  des  Verzweigungsschnittes  in  i 
Blatte  entgegengesetzte  Wertbe  hat, 

2/*     * fl-_|, 

weil 

J^  I  rs  {•) 

iöt.     Nui]  Will'  aber  friilier  gefun<]en  worden,  dasH 
oder 

2  r  -^ = -^  K' + 2  /■  -  i^ 

und  daher  durcli  Addition  zur  vorigen  (jleicliung 

und  nach  der  oben  hergeleiteten  Beziehung 

/"     dz    ^^ a^  _  n 
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SO  dasa,  da  alle  anderen  Werthe  von  iv,  für  welche  s  =  c»  wird, 
von  Perioden  abgesehen  diesen  Werth  zu  —  ergänzen  müssen,  säinnit- 
liclie  Werthe,  für  welche  sin  am  w  unendlich  gross  wird,  durch  die 
beiden  Formen  repräsentirt  werden, 

Nachdem  die  Nullen  und  Unendlichen  von  sin  am  w  bestimmt 
sind,  wird  es  leicht  sein,  auf  Grund  der  in  der  zwölften  Vorlesung 
geraachten  Au  sein  ander  setaungen  die  unendliche  Productentwiekelnng 
dieser  in  der  ganzen  Ebene  eindeutigen  Function  aufzustellen. 

Da  nämlich  sin  am  w  verschwindet,  wenn 

■w  =  m£l  -\-  nil'    uud     m  =  -  -j-  mSl  -\-  nSl' 
ist,  so  werden  die  Nullwerthe  von 

sin  am  K-  tvj, 


wird,  in  den  Formen  dargestellt 

und 

.,y=l  +2m  +  2/i^^a»i+  1  + wr, 

mitbin  alle  durch  den  Ausdruck 


n,  in  welchem  m  und  n  beliebige  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen  bedeuten  können.  Da  ferner  die  Unendlichen  der 
Function  sin  am  w  durch 

lu  =:,\^  +  mSi, -\- nil',    tv  =  ~-\-^-{-mSi,-\rnil' 

dargestellt  werden,  so  werden  die  Werthe  von  w,  für  welche  sin  am  w 
unendlich  gross  wird,  die  Form  haben 

»-»  +  (»  +  ««■ 

Denken  wir  uns  nun  in  der  w-Ebene  auf  der  reellen  Achse  die 
gau/.en  Zahlen  und  auf  der  Linie,  welche  den  die  Gfrösse  t  darstel- 
lenden Punkt  mit  dem  Nullpunkt  verbindet,  die  Vielfachen  dieser 
Grosse  t  abgetragen,  sodann  durch  Parallelen,  welche  durch  diese 
Theilpunkte  gezogen  sind,  die  ganze  Ebene  in  Parallelogramme  ge- 
theilt;  denkt  man  sich  ferner  eine  zur  reellen  Achse  parallele  zwischen 
~  und  z  gelegene  und  eine  eben  solche  zwischen  —  ™  und  —  r  in 
derselben  Entfernung  vom  Nullpunkt  befindliche  Linie;  ferner  zwei 
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1  0  und  1,  und  0  und  —  1  zu  der  anderen  Bichüing  in  glei- 
cher Entfernung  gezogene  Parallelen,  so  schliesst  das  durch  diese 
vier  Parallelen  gebildete  Viereck  für  die  Function 

sin  am  ^     w) 

den  Nullpunkt  w  =^  0  und  die  beiden  Unstetigkeitsp unkte   (Punkte, 

für  welche  die  Function  unendlich  gross  wird)  w  =  -^  und  w  =  — ^ 

ein.     Verschiebt  man  jetzt  die  beiden  zur  r-Richtung  parallelen  Li- 

Fi^,  59. 


nien,   so  dass  sie  jetzt  zwischen  —  1   und 
liögen  kommen,   so  werden  in  das  jetzt  von 
bildete  Viereck  die  Nullen  w  =  0,  —  1,  + 


-2,  +1  und  +2  zu 
den  vier  Parallelen  ge- 
[,   und  die  Unendlichen 


^y  =  -^,    —  -1,    1  4-  -L^   1  _  -1,    _  1  _|_  _!_,    —  1  —  |-  fallen,   und 

führt  man  die  beiden  zur  r-Richtung  gezogenen  Parallelen  immer 
weiter  auseinander,  so  werden  allmählig  alle  Nullen  in  den  Raum 
eintreten,  die  in  der  Form 


enthalten  sind,  wo  jt  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet, 
aber  mit  der  Beschränkung,  dass  bei  der  Anordnung  dieser  NuU- 
werthe  auf  jeden  positiven  Nullwerth  der  eben  so  grosse  negative 
folgt,  und  alle  Unendlichen,  welche  die  Gestalt 

haben,  wo  m  dieselbe  Anordnung  zu  befolgen  hat,   so  dass  -die   für 
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die  Function  sin  am  —  tv  zu  treffende  Anordnung  ihrer  üuearun  Fac- 
tor en  innerhalb  dieses  Raumes  lauten  würde 


»Ä(.-3 


n 


C-^n)C-A) 


wo  im  Zähler  für  m  der  Werth  Null  ausgeschlossen  ist.  Lüsat  man 
nunmehr  die  beiden  zur  reellen  Axe  parallelen  Geraden  sieh  um 
gleiche  Distanzen  vom  Nullpunkte  entfernen,  so  wird  nach  der  ersten 
Verschiebung  zu  dem  ersten  Product  noch  der  Factor 

Ä(.-„Sr.)(.-„^,) 


hinzukommen,  wenn  wir  wieder  rechts  und  links  die  Parallelen  zur 
t-Linie  sich  in  gleichen  Distanzen  bis  rechts  von  -[*  (t  und  links  von 
^  fi  entfernen  lassen;  fahren  wir  so  fort,  so  erhalten  wir 


\-{^  +  ii  ^' 


worin  für  m  und  n  aufeinanderfolgend  die  durch  die  oberen  uud 
unteren  Gränzen  des  Productes  gegebenen  Zahlen  zu  setzen  sind, 
indem  ii  und  v  von  Null  bis  Unendlich  zu  nehmen,  und  endlich  zu 
beachten  ist,  dass  erst  das  Product  nach  m  und  nach  gefundenem 
Werthe  des  einfachen  Productes  das  Product  nach  n  auszuführen  ist. 
Nach  der  zwölften  Vorlesung  ergiebt  sich  somit 


■i-^w  =  Ü 


worin  das  Integral  über  ein  Rechteck  au  nehmen  ist,  von  dem  zwei 
Seiten  der  reellen  Achse  und  zwei  Seiten  der  r-Eichtung  parallel 
sind,  und  die  Constante  G  durch  den  Ausdruck  bestimmt  ist 


Da  nun  die  durch  die  Gleichung 
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definirte  Function  ^  =  am  am  w,  in  welcher  w  =  0  der  Werth  3^0 
lind  die  positive  Einheit  als  Wertt  von  )/Jf  (s)  entspricht,  als  um 
den  Nullpunkt  endlich  und  eindeutig  sich  nach  der  Maclaurin'achen 
Beihe  in  die  Form  bringen  lässt 

Sin  am  ^^)  =  -  {-^^^ )+  ^  {-  -^^^-J  +  ■  ■  ■ 

und  vermöge  der  Differentialgleichung 

(az\^(dmu_^mv,\  1 

\dw/^       \       dw        / 

ist,  so  folgt,  wenn  man  in  die  obige  Maclauriu'stlio  EuLwickeluiig 
w  =  Ü  setzt, 

und  es  ergiebt  sich  somit,  da  dann  offenbar 

^  -  /         ^         |.  ^J  ^ 

ist,  aus  der  obigen  Reihenentwickelung,  wenn  w  =  0  gesetzt  wird, 

0_|.«) 

Somit  bleibt  zur  vollständigen  Herstellung  der  Productent Wicke- 
lung nur  noch  die  Ermittelung  des  auf  dem  Umfange  jenes  Recht- 
eckes genommenen  Integrales  übrig,  wenn  wir  die  Seiten  des  Recht- 
eckes nach  dem  bestimmt  angegebeuen  Gesetze  sich  in  die  Unend- 
lichkeit entfernen  lassen.  Da  aber  der  Mittelpunkt  jenes  Rechteckes 
zugleich  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist,  so  wird  zu  jedem 
Punkte  V  auf  der  einen  Seite  des  Rechteckes  ein  Punkt  —  v  auf  der 
gegenüberliegenden  Seite  des  ßecbteekes  gehören,  und  da  ferner 
sin  am  w  eine  ungerade  Function  von  w  ist,  der  Differentialquotient 
einer  ungeraden  Function  aber  eine  gerade  Function,  somit 
dlog(smam|«) 

eine  ungorsido  und  daher 

*)  Zugleich  geht  aus  dieser  Darstellung  hervor    d         n  am  d 

zelnen  Nullpunkten  nur  von  der  ersten  Ordnung  N  U  w   d         II  f  Igt 

wiederum  leicht,  wie    die  folgende  Vorlesung  allg  m  t        w   d     d 

sin  am  w  in  den  einzelnen  Unstetigkeitspunkten  au  h  d  t      0  d       g 

unendlich  wird;  somit  ist  die  Form  des  ohen  aufg  tllt  Pdt  g  It 
fertigt. 
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eine  gerade  Function  von  v  sein  wird,  so  muss  die  Function  unter 
dem  Integral  in  Punkten,  deren  Verbindungslinie  durch  den  Null- 
punkt halbirt  wird,  denselben  Werth  annehmen,  und  da  die  Inte- 
gration sriehtuug  für  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Rechtecks  die 
entgegeng^etzte  ist,  so  werden  sich  die  einzelnen  Integrale  über  je 
zwei  Recbtecksseiten  aufheben,  und  somit  der  Exponent  ¥0n  e  in 
dem  obigen  Ausdrucke  versehwinden,  so  dass  wir  als  unendliche  Pro- 
ductent Wicklung  von  sin  am  w  den  Ausdruck  erhalten 


-u  n. 


n  +  % 


_/i //.('-i.-Kr+t).)' 

worin  für  das  Product  des  Zählers  die  Combination  «i  =  0,  n  =  0 
ausgeschlossen  ist,  und  man  für  den  Zähler  und  Nenner  die  ganzen 
Zahlen  ft  und  v  in's  Unendliche  wachsen  lassen  muss,  für's  erste 
jedoch  noch  unter  der  Beschränkung,  dass  man  für  den  Zähler  und 
Nenner  stets  bis  zu  denselben  Werthen  des  ludices  gehen  muss. 
Setzt  Taaio. 

f »  ä.  rL  (i "  i^^^)  -  e,  (») 

_ÄÄ:(i -.,.  +  , :+«-;)  =  ».(»). 

so  wird  leicht  zu  zeigen  sein,  dass  die  Producte  convergent  sind,  und 
dass  sieh  durch  eine  einfache  Substitution  die  eine  dieser  Functionen 
auf  die  andere  zurückführen  lässt.  Da  nämlich  nach  der  letzten  in 
der  zwölften  Vorlesung  hergeleiteten  Formel 

ist,   wenn  n  von  Null  Tersehiedeu,   so  wird  das  Product  des  Zahlers, 

wenn  der  Wertb   desselben  für  v=0  abgesondert  wird,   die   Form 

annehmen 

^  sm  „«,_//„  _A^__J  =  —  sm  ^wll^ ~r-,  —^^ü^, , 

oder  wenn  je  zwei  zu  derselben  positiven  und  negativen  Zahl  v  ge- 
hörige Factoren  zusammengefasst  werden, 

wofür  man  besser 

^ ■ ""  ~^'  — .=f',. — ,-,'.... — "    ■  -  r-.'^"~ ." 

schreibt.     Setzt  man  nun 
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so  wird,  da  die  Perioden  so  gewählt  waren,  dasa  der  Goefficient  von 

i  in  dem  Ausdrucke  von  -^  eine  wesentlich   positive  Zahl  war,   also 

auch  der  Goefficient  von  i  in  dem  Ausdrucke  von 

2^ 

^  ~  ^~' 
wenn  r  =  (j  +  t^i  gesetzt  wird, 

mod  q  ==  mod  e"''  ^  mod  e"*('i+':'l 

=  mod  [e" " '' (cos  xt,  -^  i  sin  31^,)]  =  e— "''  <  1 
sein,   da  t^  >  0,   und  ea  folgt  ferner,   dass  mit  Hülfe  dieser  Substi- 
tution der  Zähler  jener  Productentwickelung  in 

2"  2i  n  =  i...»         1  — g^"  1  — ä^" 

Übergeht,     Für  n  =  oo  nimmt  jeder  der  beiden  einzelnen  Factoren 
dieses  Productes,  weil  mod  g  <  1  ist,  resp,  den  Werth 

e"'™  und  e""'"" 
an,  und  daher  die  beiden  Factoren,  als  ein  Factor  des  Productes  auf- 
gefasst,  den  Werth  1,  so  dass  die  nothwendige  Bedingung  der  Con- 
vergenz  eines  unendlieheii  Productes  erfüllt  ist;  es  ist  aber  auch  die 
hinreichende  Bedingung  erfüllt,  welche  bekanntlich  darin  besteht, 
dass,  wenn  das  Product  auf  die  Form 

(i  +  »,)(i  +  ..,)... 

gebracht  ist,  die  Reihe 

mod  M|  -|-  mOd  w^  +  -  ■  ■ 
fergente  sein  muas.     Setzt  man  nämlich   das  obige  Product 


in  die  Form 


~  n  (i-ü'-r  ' 


so  folgt,  dass  die  zu  untersuchende  Reihe  der  Moduln  für  den  Zähler 
aus  Gliedern  von  der  Form 

mod  [2^"  —  2  5^"  cos  2tv^']  =  mod  q^"  (q^"  —  2  eos  2w%) 
besteht,  und  dass  der  Quotient  aufeinander  folgender  Glieder 
mod  3^ "  ■'■ 


=  mod  9* .  mod  ( 


moig^''(q^'' ~2coe2w'!c)  '  V    g^"  —  2  cos  Swie    7 

für  n  =  00,  weil  mod  3  <  1  ist,  oiFenbar  selbst  kleiner  als  die  Ein- 
heit und  die  Modulreihe  somit  convergent  ist;  genau  dasselbe  gilt 
vom  Nenner,  und  es  ist  somit  der  obige  Productausdruck  convergent, 
und  die  Convergenz  des  Zählers  von  sin  am  w  also  erwiesen.  Bevor 
wir  nun   den   Gonvergenzbeweia  des  Nenners  von  sin  am  w  fähren, 
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wollen  wir  für  @,  {w)  noch  einen  anderen  Ausdruck  ia  Form  eines 
unendlichen  Productes  aufstellen,  indem  wir  von  der  oben  gefundenen 
Form 

@,  (ic)  =  —  -  sin  xw  JYn ■■ 

ausgehen;  fasst  man  nämlich  wieder  zwei  zusammengehörige  Glieder 
in  ein  Glied  zusammen,  so  folgt 


@,  (.1.) 

-Ä^i" 

1  Tili 

^  n 

2  n  ^"^ 

l  Jt« 

^  n 

und 

somit 

0,  (W)  = 

s^ 

sin  %w 

Um  nun  die  Convergenz  des  Nenners  von  sin  am  w  herzuleiten 
und  zugleich  eine  ähnliche  Productfonu  wie  für  den  Zähler  zu  finden, 
bemerke  man,  dass 


77.(1- 


»  +  («  +  i)i-'        Äiit.+i). 


ist,   und  dass  somit,  wenn  wieder  die  Exponentialgrössen  eingefölivt 
werden , 

+  ,   «.■(i.+j).~»)_  -«(c+äi.— .) 
e.W--_g,--    «,..,^,._',-..,.^.-jy^- 

wird;  herücksichtigt  man  ferner,  dass 

für    M  =  —  V  —  I ,  H  4-  -^  =  —  V  —  J- , 

für    ^  =  +  1^,  «  +  ^  =  +  »,  +  1 

wird,  so  kann  man 


schreiben,  und  erhält  also  eine  ganz  ähnliche  Forme]  wie  oben,  indem 
nur  w  4"  ^  statt  n  gesetzt  ist,  so  dass  sich  somit  das  Resultat  in  der 
Form 

@,,  hv)  =  _"_^_0_ii.-.  =1 .  ^ 

ergeben  wii'd,  oder  genau  wie  oben 

e.W-    77    /i =!^    Y 
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Nachdem  die  Coiivergenz  des  Zählers  und  Nenners  von  sin  am  w 
erwiesen,  und  ftlr  ®i{w)  und  ®^(.w)  awei  verschiedene  Formen  ge- 
funden worden,  so  dass 


2-"i7.  /7,  (' -  ir"  ,T.) 


ÄÄ(>--. 

+  (»  +  äfJ 

in„ 

n  ( 

1  —2 

s'»co.2.~  +  s") 

-,/•+•)' 

u 

(l-2ä^' 

'+'c 

0..2„,  +  s'"  +  ') 

-r")' 

.in.. 

'.=^,.('^^ 

^^iw) 

/,                  sm»  OTW 

..  \ ' 

wollen  wir  jetzt  zwiachen  dem  Zähler  und  Nenner  0,  (w)  und  (9^  (w) 
selbst  eine  Beziehung  zu  ermitteln  suchen.  Da  nUmlich,  wenn  in 
®u(w)  der  zu  m  =  0,  w  =  0  gehörige  Factor  abgesondert,  und 

w  -j-  -■-  statt  w 
substituirt  wird, 

•iL  Ä(«+--"> 


ist^  wo  nur  jetzt  für  die  Indices  der  Producte  die  Combination  «j  =0, 
M  =  0  auszuschliesaen  ist,  so  wird  es  zur  Auffindung  der  Beziehung 
zwischen  jenen  beiden  Functionen  nur  nöthig  sein,  tlie  beiden  un- 
endlichen Producte 

»Ä  it  (1  -  i^)  »"'ä  n.  n.  (i  -  liTf^) 

mit  einander  zu  vergleichen.  Da  nun  in  beiden  Fällen  erat  das  Pro- 
duct  nach  m  genommen  werden  soll,  so  wird  die  Versehiedenartig- 
keit  nur  in   dem   nachher  nach  n  zu  nehmenden  Producte   eintreten 
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können,  und  es  wird  sich  somit  nach  der  letzten  in  der  zwölften 
Vorlesung  hergeleiteten  Formel  um  die  Vergleiehuug  der  Ausdrücke 

handeln,  wo  der  Werth  n  ^  0  in  beiden  Producten  ausgeschlossen  ist. 
Da  nun  die  Reihenfolge  der  n  in  dem  ersten  Producte 
—  1;  +1,  —2;  2,  —3,  ...  v,  — v  — 1;  ... 
dagegen  in  dem  zweiten  Producte 

1,  —1;  2,  —2;  3,  —3,  .  .  .V,  —v;  ... 
ist,  so  sieht  man,  dass,  wie  gross  man  auch  die  Zalil  v  wählen  mag, 
das   erste  Product  immer  einen  Factor  mehr  enthält  als  das  zweite, 
und  es  wird  somit  der  Quotient  jener  unendlichen  Producte  erhalten 
werden,  wenn  man  in 

för  n  die  Zahl  —  v  —  1  setzt  und  v  unendlich  gross  werden  Jässt. 
Der  Werth  dieses  Quotienten  ist  aber,  wie  aus  der  oben  augestellten 
Rechnung,  in  der  wir  den  dort  überflüssigen  Factor  für  die  vor- 
liegende Betrachtung  beibehalten  haben,  hervorgeht, 


1  der  Zähler  von  ©»(w  +  y)  i 

©I  (w)  .  f 
sicli  für  den 

■«.(-J)< 


©i(w).  r""' 

übergeht;  ebenso  ergiebt  sicli  für  den  Nenner  jenes  Ausdruckes 


und  OB  folgt  daher 
oder  wenn  statt  ii: 


gesetzt  wird,   die  nachfolgende  Beziehung  zwischen  dorn  Zäliler  und 
Nenner  von  sin  am  w 

so  das&   die  Untersuchung   dei   Eigenbchaften  von  aui  am  w  zurüclt- 
gefuhit  ist  auf  die  Untoisuchung  dei  Transcendenten  0,  (w). 

Es  wnd  nun  leicht  sein,  aus  dem  iur  @,  [lo)  gefundenen  unend- 
lichen Pioducte    zwei   Functionalgleichungen    lierzuloiten ,    vermittels 

KOpiKsbergei,  BlUiit.  Fnnct.  21 
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deren  die  für  jene  Function  gültige  Fourrier'sche  Heiheneatwicke- • 
lung  sich  wird  aufstellen  lassen.  Gehen  wir  nämlich  von  dem  oben 
gefundenen  Ana  drucke 


aus,  so  sieht  man  zuerst  unmittelbar,  dass,  wenn  w  um  die  Einheit 
vermehrt  wird,  die  Exponentialgrössen  nur  ihr  Zeichen  ändern,  mjd 
somit 

(ä) ®,  (»  + 1)  _  ^  ®,  (.») 

folgt.  Lässt  man  ferner  das  Argument  in  (1)  um  %  zunehmen,  so 
wird  sich 

(3)  ®,{^, + r) = ^  ^i!:±i.- c:^<r^  77  j:!:"^z!^i7;;^ 

g«f|-(«4.i|i-«.]_e-iit-(«+i)'~» 


ergeben,  und  die  Vergleichung  von  (1)  mit  (3)  zeigt,  indem  man 
bis  zu  einem  beliebigen  n  hin  untersucht,  welche  Factoren  in  (3) 
mehr  oder  weniger  enthalten  sind  als  in(]),  vmd  dass,  wenn  »  noch 
eine  endliche  aber  beliebige  Zahl  ist,  das  auf  der  rechten  Seite  von 
(1)  befindliche  Produet  noch  mit 


multiplicirt  werden  muss,  um  das  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  he- 
fmdliche  Produet  zu  geben;  es  folgt  somit,  da  dieser  Multiplicator, 
wie  unmittelbar  klar,  sich  iu  die  Form 

1  _  e^^'C"!-'-! 

setzen  lässt,  dass,  wenn  ra  =  co  gesetzt  und  berück sicKtigt  wird,  dass 

mod  2  <  1 
ist, 

l9,  (W  +  i)    _  _ü,(-«;        -tni 

©,(»)    -    '       -^ 

oder 

(4) ©j  (j„  _(_  r)  =  _  e-e'"  +  ^)«i .  @,(w) 

ist.  Führt  man  nun  zur  Vereinfachung  der  Function  algl ei chun gen 
(2)  und  (4)  die  Function 

(5) ©,(^)=_e^(^'"  +  l)'""@,(^_i  +  ^^) 

ein,  so  folgen  aus  (2)  und  (4)  unmittelbar  die  beiden  t^inctional- 
gleiehungen 
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entwickeln  lassen , 

so 

dass 

(8) 
ist. 

& 

^(«(i) 

Setzt  mai: 

(8) 

statt 

(lev 

Gleichung 

'm 

odei 

-<"...  +  ■ 

a 

.  e^' 

i»  +  r: 

2: 

c. 

.e<^-- 

"  +  1)'' 

Die  Umkehrung  dea  eUiptiechen  Integrales  erster  Gattnug.  323 

(6) 8,  (»  +  !) -,©,(«;), 

(I) @,(w  +  T)-e-"~  +  -<''&,(w), 

aus  denen  sich  leicht  ©^{w)  durch  die  Fonrrier'sche  Reihe  wird 
entwickeln  lassen.  Da  nämlich  diese  Function  eine  in  der  ganzen 
«y-Ebene  endliche  und  eindeutige  ist ,  welche  die  Periode  1  hat,  so 
wird  sich  dieselbe  nach  den  in  der  elften  Vorlesung  gemachten  Aus- 
einandersetzungen in  einer  für  die  ganze  Ebene  gültigen  Form  nach 
positiven  und  negativen  Potenzen  von 


)  folgt  mit  Berücksiehtiguu 


woraus,  wenn  man  auf  der  linken  Seite  statt  des  Substitution s indes 
V  den  Index  v  —  1  setzt  und  die  Coefficienteu  von 

einander  gleich  setzt,  was  erlaubt  ist,  da  jene  Entwickelung,  als  aus 
der  Potenzentwickelung  hervorgegangen,  nur  auf  eine  Weise  möglich 
war,  die  nachstehende  Eelatiou  zwischen  den  zu  bestimmenden  Iteiheii- 
coefficienten  folgt: 

oder 

0.  h.  diese  Grosse  ist  von  v  unabhängig,  und  es  wird  somit,  wenn 
6',  eine  Constante  bedeutet 

a  =  C«  .  e'"'"' 
sein,  so  dass  sieh  für  &^(w)  die  Form  ergiebt 

oder  wenn 
eingeführt  wird, 

&■,  (w)  =  C.'.i      2      '^"^  '■'' """"  =  '^'"      2      '/"'  ''^"'^  '-ivwir  -^  {  sin  2vw 
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so  dass  endlich,   wenn  man  berücksichtigt,   dass   in  Folge   entgegen- 
Sammationsindices    die    ainus-Glieder  fortfallen,    die  Ent- 


wickelung  folgt 

(9)  &s(w)^  0^(1 -\-2qcos2wn -^2^*  cQB4tv^  +  2q'>cosewa -{-■■■), 

in  welcher  noch  C^  zu  beetiramen  sein  wird. 

Die  Herleitung  dieser  Form  der  Fuixction  0g  (w)  unmittelbar  aus 
den  Bedingungen,  dass  dieselbe  eine  in  der  ganzen  Ebene  endliche 
und  eindeutige  Function  sei  und  den  Bedingungen  (6)  und  (7)  ge- 
nügt und  nur  diesen,  zeigt,  dass  jede  in  der  ganzen  Ebene  endliche 
und  eindeutige  Function  F  (iv) ,  welche  den  beiden  Funetional- 
gleiehungen 

F(w  +  ,)~e-"'  +  -'-F(,o) 
genügt,  dfls   Product  aus   einem  constanten  Factor  in   die  Function 
ö,(»)  sein  mos». 
Setzt  man  nun 

(10)   &3  (w)  =      2'     ^''""'  ^'""^  =  1  +  2  ^  cos  2  wa  +  2  2'  cos  4  !PW  +  - 
definirt  man  femer  eine  neue  Function  durch  die  G-Ieichung 

ao  wird  vermöge  der  Gleichung  (5) 

(U)  ....    9,(„)  =  -et(-+S"»_(„_^.+  ,,) 

und  daher,  wie  leicht  zu  sehen, 

(12)  9,M_    2r   .<'+«•"'«'<•+«!-«" 

^  2^1  sin  wjt  —  2  gT  sin  3  wjr  -|-  2  g  *   sin  5  w  je  -----  ■ 
Setzt  man  ferner 
(1.S)  .  .    0.  (»)  -  t>,  {w  -  i)  -  i»,  (»  -  -i)  e—' .  /"", 

ist,  soergiebt  sich  leicht 
(15)   *^(w)=     _^     e''*'">^''('"~^)"'  =  l --23cos2i('3r  +  2r;Uos4w;;i  - 

und  aus  der  Gleichung 

sm  am  Y  M"  =     ' '  ' 
folgt  mit  Berücksichtigung  des  für  C^  aus  (9)  sich  ergebenden  Wertlies 
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Setzt  mau  für  den  Augenblick 

®.(0)g 

.(0)        „ 

so  wird  sich  aus  der  Gleichung 

Äamf» 

odei-  weuii  w  statt  -^  w  gesetzt  n 

'ud,  aus  dur 

Gleichung 

(17) sinam^!J  = 

der  Werth  der  Constanten  c  leicht  durch  den  Integralmodid  x  iius- 
driicken  lassen.     Da  nämlich,  wie  früher  gezeigt  worden, 

ist,  so  wird 

und  somit  die  Gleichung  (16),  wenn 


wird,  in 

"'' ^~',,{i+J)-''-^^' 

übergehen,  wie  aus  der  zwischen  den  Funetioneu 

0„  (^w)    und    &,  (w) 
bestehenden  Relation    (die    man   unmittelbar  findet,    da   beide   oben 
durch  &3{w)   ausgedrückt   sind)   leicht  hervorgeht.*)     Da  ausserdem 
vermöge  der  Gleichung 

f   4t_ /•i_ii,_a_''_-ß_--ii? 

JrVBl.]       J^     ,K-E(«)  *  •' 

für  w  =  ^  die  sin  am  w  der  Einheit  gleicli  wivd,  so  folgt  wiedemm 
aus  (17) 

m ^-'wM 


und  somit 

(20) c  = 


*)  in  einer  der  folgonden  Vorlesungen  wird  die  Verwand luugatab eile  der 
^-Functionen  in  einander  diese  Eelationen  sämmtlich  liefern. 
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oder  wie  sieb  aus  Multiplication  von  (18)  und  (19)  ergiebl, 

(21) '-h' 

wo  das  Zoiciien  der  Quadratwurzel  aus  %  durch  die  Gleichung 

m---; /»-ü 

bestimmt  ist,  so  dasa 

1    ^'(?) 
(23) sm  am  m;  =  -^  -  -— ~ 

ist. 

Der  Ausdruck  für  ^k  lässt  sich  jedoch  auch  durch  ö'-Functioueii 
für  die  Nullwerthe  des  Argumentes  ausdrücken,  wenn  wir  ausser 
den  drei  vorher  betrachteten  i^-Punctlonen  noch  eine  vierte  veruiÖge 
der  Definition  Sgl  ei  chung 

9,  w_e*'""+W"' »,(»  +  !) 

einftihren,  für  welche   aus  den  oben  für  %^  (w)   gegebenen   Formen 
der  Ausdruck  folgt 

=  2  5"f  cos  w%  -\-  2  3"*"  cos  3  ivtc  +  2^4    cos  5  fCit  +  ■  ■  ■ , 
und  da,  wie  leicht  zu  sehen, 

»1  (i)  -  »!  (0) 

».(l)-»i(0). 
Bo  wird  die  Gleichung  (22)  in 


,/t:      »■  m 

übergehen. 

Es  lüiig  liier  üur  noch  bemerkt  werden,  dass  aus  der  Gieichiiiig 

®>  l")    e.löj  — "  -  «im 

üich 

®,  (0)  . 

ergiebt,  und  dass  daher  vermöge  der  Gleichung 

fi  _  e.io) ^  %(0) 

■"■        1  +  25  +  251-1 »,(»] 

für  C,  der  Wertti 


>.(»)g.(0) 
^  (0)  e,  (0) 


Cn  = 


a.(o) 

&o  "(0}  ^2  (0) 
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folgt,  welcher  sich  auch,  wie  wir  spater  sehen  wertlen,  iii  die  Form 

setzen  lässt. 

Somit  wäre  die  für  diese  Vorlesung  gestellte  Aufgabe,  einen 
analytischen  Ausdruck  für  sin  am  w  zu  finden,  gelöst,  und  erkannt 
worden,  dass  als  neue  fundamentale  Transcendenten  die  ^^-Function 
und  drei  mit  ihr  durch  einfache  Substitutionen  zusammenhängende 
•9^Functionen  eingeführt  werden,  deren  Untersuchung  den  Gegenstand 
einer  der  nächst  folgenden  Vorlesungen  bilden  wird. 
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üeber  periodische  Functionen  im  Allgemeinen. 

Nachdem  wir  in  der  sin  am  tv  eine  Jj\inetion  kennen  gelernt 
haben,  welche  eine  doppelte  Periodicität  besitzt,  wollen  wir  uns, 
bevor  wir  auf  eine  weitere  ünterauchung  der  Eigenschaften  der- 
selben näher  eingehen,  etwas  genauer  mit  den  periodischen  Func- 
tionen im  Allgemeinen  beschäftigen. 

Vor  Allem  soll  der  Begriff  der  Periode  Überhaupt  näher  präci- 
sjrt  und  aus  den  unendlich  vielen  Perioden,  welche,  wenn  ß  und  H' 
zwei  solche  vorstellen,  in  den  Formen 

ß,     2ß,  .  .  .     ;  il',    2P:,  ... 

ß  +  ß',    Sl-{-2£l',  .  .  .     ;     ß  +  iV,   2  ß  +  il',  .  .  . 

enthalten  sind,  gewisse  Arten  derselben  hervorgehoben  werden,  aua 
welchen  sich  alle  andern  durch  additive  Verbindung  ganzer  Multipla 
derselben  zusammensetzen  lassen.  Wir  wollen  im  Folgenden  eine 
li-fach  periodische  i\mciion  einer  Variabein  eine  solche  nennen,  für 
welche  sich  h  Fcrioäe^t  finden  lassen,  stoischen  welchen  Iceine  gans- 
gaklige  lineare  homogene  Delation  besteht,  für  tvelche  jedoch  beliebige 
Je  -^  1  Perioden  stets  durch  eine  solche  Beziehung  msammenhängen, 
80  dass  für  eine  doppeltperiodische  Function  sieh  zwei  Perioden  et 
und  a  bestimmen  lassen,  die  in  keiner  linearen  homogenen  Relation 
zu  einander  stehen,  während  jede  andere  N^  mit  diesen  durch  eine 
Relation  von  der  Form 

m,  fi)|  4"  "*2  <"  +  "%  la'  =  0 
verbunden  sein  muss. 

Es  soll  zuerst  gezeigt  werden,  dass  zwei  unabhängige  Perioden 
einer  doppeltperiodischen  Function,  worunter  wir  zwei  Perioden  ver- 
stehen wollen,  zwischen  denen  keine  lineare  homogene  Relation  be- 
steht, nicht  in  einem  reellen  Verhältniss  zu  einander  stehen  können. 
Denn  seien  a  und  cj'  zwei  solche  Perioden,  und  werde  zuerst  der 
Fall  betrachtet,  dass  das  reelle  Verhältniss 


rationale  Zahl  sei,  so  würde  zwischen  den  beiden  unabhängigen 
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Perioden  ra  und  ro'  eine  homogene  liaearü  Relation  folgen,  oder,  wie 
man  dies  aucli  aussprechen  kann,  es  würden,  da 

sich  ergeben  würde,  diese  beiden  Perioden  ganzzahlige  Multipla  einer 
dritten  Grösse  d  sein.*)  Ist  dagegen  das  VerhaJtniss  Ton  w  und  at' 
ein  irrationales,  so  kann  man  jenen  Periodenquotienien  durch  Abson 
derung  der  grössten  Ganzen  in  einen  unendlichen  elementaren  Ketten 
bruch  entwickelt  denken,  und  es  wird  dann  nach  einem  bekannten 
Satze  aus  der  Theorie  der  KettenbrÜche  der  absolut  genommene 
Unterschied  zwischen  dem  Xettenbmche  und  dem  n"'"  Näheriingf 
werthe  also 


,  U-       M\  1 

mod  ( -,f-    <  — j 


mod 


(J- 


sein,  wenn  Jlf„  und  N^  Zähler  und  Nenner  des  n'"'"  Näherungs- 
bruches darstellen,  und  s  kleiner  als  die  Einheit  ist;  da  hieraus 

folgt,  so  sieht  man,  dass,  weil  Zähler  und  Nenner  der  Näherungs- 
briiche  eines  Kettenbruches  mit  wachsendem  n  in's  Unendliche  wach- 
sen, sich  zwei  ganze  Zahleu  Mn  und  JV„  bestimmen  lassen  so,  dass 
der  Modui  von 

JV„  03—M„o} 

kleiner  als  eine  beliebig  klein  vorgelegte  Zahl  wird.  Da  aber  dieser 
Ausdruck  als  eine  Zusammensetzung  von  ganzen  Multiplen  der  Perio- 
den wiederum  eine  Periode  der  B\inction  vorstellt,  so  würde  sieh 
somit  eine  Periode  der  Function  von  einem  unendlich  kleinen  ab- 
soluten Werthe  ergeben,  diese  Function  also  längs  allen  Linien, 
welche  der  Periodenrichtung  parallel  sind,  constant  sein,  was  mit 
dem  Begriffe  der  Functionen,  die  nach  den  ersten  Vorlesungen  un- 
sern  Betrachtungen  zu  Grunde  gelegt  werden,  nicht  verträglich  ist. 
Nachdem  gezeigt  worden,  dass  der  Quotient  irgend  zweier  von 
einander  unabhängiger  Perioden  einer  doppelt  periodischen  Function 
nicht  eine  reelle  Grösse  sein  darf,  oder  was  dasselbe  ist,   dass  die 

*)  DaeB  die  Grösse  3  selbst  wieder  eine  Periode  ist,  und  die  beiden  Perioden 
somit  niottB  anderes   als   ganze  Multipla  derselbon  Periode   sind,   geht   eiüfacVi 


wird;  denn  daraus  folgt 
il.  h.  S  ist  eine  Periode. 
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zwei  von  einander  unabhängige  Perioden  darstellenden  Linien  niclit 
in  dieselbe  Richtung  fallen  dürfen,  und  sieh  somit  ein  Perioden- 
parallelogramm construiren  lassen  muss,  wollen  wir  jetzt  diejenigen 
Perioden  einer  doppeltperiodischen  Function  hervorheben,  aus  denen 
mit  Hülfe  einer  additiven  Zusammenstellung  von  ganzzahligen  Mul- 
tiplen derselben  sich  die  allgemeinen  Perioden  dieser  Function  dar- 
stellen lassen. 

Seien  ß  und  £1'  zwei  von  einander  unabhäugige  Perioden  einer 
Function,  deren  Definition  allein  die  war,  dass  die  Vermehrung  des 
Argumentes  um  diese  Grössen  den  Functionalwerth  nicht  änderte,  und 
dass  sie  nicht  beide  ganze  Multipla  ein  und  derselben  dritten  Grösse 
sind,  und  setzt  man 

ß  =  ^  +  Bi,       £i'  =  A'  4-  B'i, 
so  stellt  bekanntlich  der  Ausdruck 

{ÄB  —  ÄB) 
oder  der  absolute  Wertb  von  AB'  —  AB'  den  Inhalt  des  von  den 
beiden  Grossen  il  und  ß'  als  Seiten  begi'änzten  Periodenparallelo- 
gramnis  dar,  dessen  eine  Ecke  der  Nullpunkt  ist,  und  es  wird  dieser 
Inhalt  nach  der  Wahl,  der  unabhängigen  Perioden  der  Function 
variiren.  Da  derselbe  aber  nie  verschwinden  kann,  weil  sonst  die 
beiden  die  Perioden  darstellenden  Linien  in  einander  fielen,  die 
Perioden  also  ein  reelles  Verhältniss  haben  müssten,  so  wird  noth- 
wendig  ein  von  Null  verschiedenes  Minimum  dieses  Inhaltes  existiren, 
und  wir  werden  ein  diesem  Minimtim  entsprechendes  ParaUehgramm 
&,n  Elemmtarparallelogramm  und  alle  diejenigen  Paare  von  Perioden, 
für  welche  der  Atisdruck 

(AB'—A'B) 

diesen  Minimalwerih  annimmt,  Elementarperioden  nennen. 

Es  wird  nun  behauptet,  dass  sich  sämmtliche  Perioden  einer 
Function  als  Summe  ganzzahliger  Multipla  je  zweier  Elementar- 
perioden darstellen  lassen.  Denn  sei  <a  irgend  eine  andere  Periode 
der  Function,  dann  wird  nach  der  Definition  der  doppeltperiodischen 
Functionen  zwischen  den  Grössen  w,  ß,  ß'  eine  Gleichung  der  Form 
bestehen  müssen 

aus  der  leicht  die  Abhängigkeit  dieser  drei  Werthe  von  zwei  neuen 
Grössen  wird  gefolgert  werden  können.  Bezeichnet  nämlich  d  den 
grössten  gemeinsamen  Theiler  zwischen  m^  und  m^,  wobei  man  an- 
nehmen darf,  dass  die  drei  Zahlen  m^,  m^,  m^  keinen  gemeinsamen 
Theiler  mehr  haben,  so  wird  es  möglich  sein,  zwei  ganze  Zahlen  % 
und  «3  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der  Gleichung 

t«2  +  ?«3=l 
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j^enügeu.     Setzt  man  dann  die  identischen  Gleichungen  an 

"  - ''  ■  1 

*■-  ».  [1  ^-  + 1' «■]  - 1  [».« -  »=■« ]  -  -  »."'.  I  -  1"  [»>"  -  •'''']  ■ 

SO  lassen  sich,  wenn 

gesetzt  wird,   die   drei  Perioden  ro,  ß,  ß'  als  ganzzahlige   Multipla 
der  beiden  Orössen  ß,  und  ß,'  in  der  Form 
a  =  f7ß| ,  " 

ß  =  ■    »;J»,  ßi    +    -^    ß,', 

ß'=  —  %mjß|  — ■  -4  ß/ 

ausdrücken,  wobei  zu  bemerken  iwtj  dass  ß^  und  ß,'  wieder  Perioden 
der  Function  sind;  denn  es  ist 

-T  ß  +  -  i-  ß  =  —  'in,  -■-,  =^  —  m,  ß. , 

und  bildet  man  den  Ausdruck 

t,  B  +  t,  (^'  ß  +  '5  »•)  -  ft  <i  -  t,  »,)  fl, , 

so  kann  man,  weil  d  zu  m,  relativ  prim  ist,  7%  und  k^  so  bestim- 
men, dass 

Ä^irf  — 7.5^1=  1, 

also 

ßj  =  Äj  G,  +  Aa  (^  ß  +  ^-  ß') 

ist,  und  ea  wird  somit,  da  die  rechte  Seite  eine  Summe  von  ganz- 
zahligen Multiplen  von  ra,  ß,  ß'  ist,  ß,  eine  Periode  der  Function 
sein;  ebenso  ist 

ßj  ■  =  «3  ß  —  «2  ^ 
eine  solche,  und  es  geht  somit  aus  jener  ganüzahligeit  homogenen 
Relation  zwischen  den  drei  Perioden  ro,  ß,  ß'  unmittelbar  hervor, 
dass  sich  diese  durch  ganzzahlige  Multipla  zweier  andrer  Perioden 
der  Function  ausdrücken  lassen.  Was  den  Inhalt  des  von  den  Perio- 
den ß,  und  ß,'  gebildeten  Parallelogramms  betrifft,  so  wird,  wenn 
wieder 

Sl'^Ä  +  Bi,    ß'=^'+B'j 

wird,  in  Folge  t 
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wij    Si        m^    ßi'  m^    A         m-,     A'  ^^    .  /       m^    S         «i^     B'\ 

dm,         dm,  dm,'        d      m,     '        V         d    la,  eJ     m,'  ' 


ilerselbe  durch  den  Ausdruck 

gegeben  sein,  indem  wir  durch  die  Klammern  den  absoluten  Werth 
der  eingeklammerten  Ausdrücke  andeuten  wollen.  Nehmen  wir  nun 
an,  dass  ß  und  ß'  ein  System  ¥on  Elementarperioden  bilden,  dass 
also 

[AB'  -  AB) 

das  Minimum  des  Inhalts  aller  Periodenparallelogramme  angiebt,  so 
folgt,  da  iß^  «nd  ß^'  ebenfalls  Perioden  der  Function,  und  m^  eine 
ganze  Zahl,  dass  m,  ^  1  ist,  und  die  Perioden  Sl,  und  ß/  somit 
ebenfalls  Elementarperioden  sind;  ferner  geht  aber  jene  homogene 
lineare  Relation  für  diesen  Fall  in 

0)  -(-  «jjß  4"  "'.jß'  =  0 
über,  d.  h.  es  lässt  sich  jede  Periode  als  Summe  gamzakUger  MuUipla 
zweier  Elementarperioden  ausdrücken. 

Für  die  Beziehung  zweier  Systeme  von  Eleraentarperioden  zu 
einander  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  zunächst  nach  dem  eben 
bewiesenen  Satze,  wie  für  beliebige  Perioden, 

ßi  =  «oß  +  ffliß' 

ß/=&oß  -j-h^Sl' 
sein  muss,  worin  a^,  öj,  Sq,  &j   ganze  positive  oder  negative  Zahlen 
bedeuten;  ferner  geht  aber  aus  dea  Ausdrücken 

O  =    b,Sl,~a,Si,'  „'^   a^_-~b_„Sl, 

weiter  hervor,  dass  die  Substitiäionsdeterminante 

fflyi,  —  a,i„  =  ±] 
sein  muss,  und  umgekehrt,   dass,   wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist, 
ßj  und  ßj'  Elementarperioden  sein  werden,  weil 

ß,  =  «oJ.  +  a,A'-\-i{aaB  +  a^B) 
ß,'=  J>,A  +  h^A-\-  i  {\B  -\-  b^B'), 
und   daher  der  Inhalt  des  von   den  Perioden  ßj  und  ß/  gebildeten 
P  aral  lelogramm  s 

({a^hi  —  aM  {Air—A'B))=(AB-—  AB) 
ist. 

Es  wird  nun  für  die  in  dieser  Vorlesung  noch  weiter  zu  be- 
sprechenden allgemeinen  Eigenschaften  der  doppoltperiodischen  Func- 
tionen wie  für  die   später  zu  behandelnde  Transformation  der  ellip- 
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tischen  Tranacendenten  wesentlich  sein,  nachzuweisen,  dass  man 
jedes  System  von  Elementarperioden  durch  succeasive  Wiederholung 
einiger  einfacher  additiver  und  suhtractirer  Verbindungen,  welche 
wieder  Elementar p er ioden  erzeugen,  aus  zwei  gegebenen  Elementar- 
perioden herleiten  bann.  Seien  nämlich  £1  und  ß'  die  beiden  ge- 
gebenen Elementarperioden  und  ß,  und  ß/  zwei  beliebige  andere, 
welche  mit  jenen  durch  die  Gleichungen  verbunden  seien 

sein  muss,  so  wird  sich,  wenn  ifij  und  ß^'  mit  einem  neuen  Systeme 
von  Elementar  Perioden  Si^  und  Sl^'  durch  die  Gleichungen  verbunden 
sind 

£1^  ==c;(,ßj  4-  K,ßj' 

in  welchen  ebenfalls 

„j,  -  »,ft  _  + 1 

ist,  durch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  die  vorigen  Gleichungen 
ß  =  (a<,ccf,  +  «ijSo)  ßj  +  K«,  +  a,(3j)  ß/ 

ergeben,  worin 

=  («o&i  -  öl 60)  K/3,  -  «I W  =  ±  1 

ist;  zugleich  zeigt  sich  aus  der  Form  der  zusammengesetzten  Trans- 
formation, dass,  wenn  man  die  Transformationsnahlen*)  in  Form 
von  Determinanten 

Un    6|    : '       \   ßo  ß^\ 
schreibt,  die  durch  successive  Zusammensetzung  dieser  beiden  Trans- 
formationen   resultirende   Transformation    durch   das   Product  dieser 
beiden  Determinanten 

j   «««„-f«,Ä-     «o«t+'^i^i    I 

daigestellt  wud 

Denken  wir  uns  nun  für  die  obige  Annalime,  dass  a,^,  ö,,  /)„,  fij 
vier  Ti an sfoimitions zahlen  bedeuten,  welche  der  Bedingung 

a„b,  —  "|6o  =  +  l 

*)  mdem  wir  uns  liiei  fcchon  ohne  weitere  Begründung  für  die  Ueberluhruiig 
der  B lerne titarperioden  in  einandpi  eineä  Ausdruoltea  bedienen  wollen,  dessen 
eigentbclie  tedcutmig  eist  spater  in  der  allgemeinen  TraiiBformationatheorie 
ersichtlioli  sein  wird 
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genügen  (wobei  wir  für's  erste  den  Fall  aussehliesson ,  in  welchem 
a^  oder  «,  verschwinden),  den  Bruch  —  so  iu  einen  Kettenbiiich  ver- 
wandeit,  dass  das  erste  Element  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  oder  Null  ist,  sämmtliche  folgenden  Theilnenner  aber  ganze 
positive  Zahlen,  die  Theilzähler  die  positive  Einheit  sind,  und  die 
Anzahl  der  Stellen  des  Kettenbruches  eine  gerade,  oder  nngerade  ist, 
je  nachdem 

a^iij  —  «i&u  ^  ~  1    oder    a^h,  —  ß,  J„  =  -f-  l 
ist  (was  stete  zu  erreichen,   da,  wenn   es  nicht  von   seihst  der  Fall 
sein  sollte,   statt  des  letzten  Theilnenners ,   den  wir  für  den  Augen- 
blick mit  g  bezeichnen  wollen,  nur 

zu  setzen  ist,  weil,  wie  aus  der  Entwickelungs weise  selbst  hervor- 
geht, 0  mindestens  2  sein  muss),  so  mag   —  die  Form  haben 

■■■■■+ 1+|. 

Bezeichnet  man  nun  die  Näherungswerthe  dieses  Kettenbrnclics 
allgemein  durch 


rq  +  i       "-N, 
u.  s.  w.   ist,   so  wird   die  Zusammensetzung  der   einzelnen ,  mit   der 
Substitutionsdeterminante   1   versehenen,    also   zu  Elementarperioden 
gehörigen  Transformationen 

I   «„  «f  I      j   1  —  jj   I      '        1      0  I      11  —  »-1 
Un   &i   I      i  0        1   ,'      1—2      1    i      I   0        1   I  ■  ■  " 

nach  den  oben  festgestellten  Regeln  ausgefülirt  mit  Hülfe  der  obigen 
Bezeichnungen  der  Zähler  und  Nenner  der  Näherungswerthe  das 
nachfolgende  Gleichungssystem  liefern 

fl(i  «,   I    j  1  — p  I  a„  —     «op  +  «1  11  «1,  —     a„Mi  +  «lA", 

h  \\   \  0      1  I  ~    h  —    Kp  +  ^  I  ~  I  ^"  —    h^,  +  ^-^1 
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-  o.Jlf,  +  CI,N, 

1       '    ° 

_    «0  +  (^(«o-'^i — 

o,ff,)  -  ».itf,  +  «,Ä',  j 

-l,M,  +  S,  W, 

|-?1 

i.  +  S  (S,  -M,  — 

i,ff,)  -!.,lf, +  S,J\',  1 

\a,M,~a,N, 

-a„M,  +  a,S,i 

1  S,J»,  -  6,». 

—  h,M,  +t^N,  j  ' 

]  0.«, 

-0|JT, 

^a,M,+  a,S, 

1  —  r  1 

1  '.-Ml 

~b,N, 

-SjJH',  +  S|If| 

0      1  1 

o,Jf,  _ 

o,jy,    - 

r(„,ilf, -a,JT,)- 

o.Jlf, +  o,Ä",  1 

■"    6„M,- 

ii.a",    - 

r(6.Jlf,-^>,W,)- 

\M,  +  liN,  \ 

_       «.-»!    " 

o.If,      - 

a.»,+o,^f, 

!>.-»,— 

6,jV,      - 

S.Jlf, +  6, -W,    ' 

T],  s.  w.,   UDd   da 

die  Anzahl  der  Elemente   des 

Kettenbruches  eine 

gerade  oder  ungerade  sein  ] 

ann,  so  wird  die  zwletzt  erhaltene  Trans- 

formation  die  Form  annehmen 

<!.* 

~a,N, 

—  ßuM2i-i  +  ß 

-W2.-1 

KM, 

-h,lf,i 

—  6,-»!.-i  +  4 

Äl-l 

oder 

1«,* 

—  Oiif.i 

—  «oJK3t  +  i+  a 

*.  +  .   t. 

KM, 

—  t,N,i 

-~\M,i^t  +  h,N,n.i  i 

da  aber  im  ersten  Falle 

M„ 

=  öi  ,     Ns^.  =  n„, 

im  zweiten  Falle 

ist,  ausserdem  die  Gleichungen  bestehen 

:-iN2i—  MsiNsk^i  =  —  1     oder    Jf a  *  JV"^  i  + 1  —  iV"aj-M,i  +  i  =  -f 
also 

«„Jfai-i  — «,JVäi.-i= 1     oder     «„iöäi  — ffl,JV2t  =  +  1, 

so  wird  in  Folge  der  resp.  Beziehungen 

«n  &i  —  «1 0(1  =  —  1     oder     «„  fij  —  «j  6|,  =  -|-  1 , 

oder 

b„  =  Wäi  +  »*«„,         &,  =ilf3i  +  ma| 

sein  müssen,  worin  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deutet, und  es  wird  somit  die  zuletzt  erhaltene  Transformation  im 
ersten  Falle  in 


a^a,  —  «!«„      —  «oC'i 

—  ma,)  +  %  (i„  —  M^u) 

_  1  0   1 

&o«,  — -6,00      —  \{bi 

—  )»«,)  +  i,  (;<„  —  »(«(,) 

1  )« 

im  zweiten  Falle  in 

a,{b,~ma,)-a,(h. 

—  ma„)      —«(,«,  + a,«o 

_     1  0 

&„(&,  -  w«,)  -&,  (^-o 

—  sw-a,,)      —  ^gß,  +  6|ÖT| 

m  1 

y  Google 


330  Siebzehnte  Vorlesung, 

übergehen.     Bilden  daher  i^  und   6,    selbst  Zähler  und  Nenner  des 

vorletzten   Näher ungswerth es    des   Kettenbruches  --,    oOer   ist,    was 

dasselbe  sagt,  m  =  0,  so  würde  die  resultirende  Transformation 

1  0  1   j       ,        I    1  0  I 
oder 

I    1  0  I  I   0  1    I 

sein;  ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  so  wird  die  weitere  Anwoiidiing 

der  Transformationen 

i   1   —m  1,1  1   0   I 

oder 

10         1    1  1   -m   1   ! 

auf  die  eine  oder  andere  der  vorher  erhaltenen  ebenfalls  das  gesuchte 
Resultat 

I  Ü    1   I    j  i    —  I»  .  _  j  0  1  j 

limljo      i,~|io| 

oder 

IIOII         1      Ol_|10| 

I  m  1  I    I  —  n*       1  !  ~  I  0  1  I 

liefern,   und  hieraus  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  in  allen  Fällen,  wie 

auch  die  Tranaformations zahlen  «„,  «j,  &«,  ft^  beschaffen  sein  mögen, 

eine  successive  Anwendung  von  linearen  Transformationen  der  Form 

1  ft  I     ^^j     I  1  0  [ 

in  welchen  ft  und  v  positive  oder  negative  ganze  Zahlen   bedeuten, 
eine  resultirende  Transformation  von  der  1^'orm 

^10!        ,  0  1  i 

I  oder 

j  0  1  I  1  0  I 

liefern. 

Behandeln   wir    endlich   noch    den   oben  ausgeschlossenen    fall, 
dasa  a^  oder  ag  den  Werth  Null  haben,  so  wird 

entweder     «^  =  0,     «o  =  +  ^j     ^i  =  zh  ^i     \  =  ^» 
oder     «0  =  0,     fi,  =  +  1,     6„  =  4-l,     h,^h, 
sein,  wo  keine  Correspondenz  der  Zeichen  stattzufinden  braucht,  und 
da  im  ersten  Falle 

1  +  1        0  I    i  + 1        Ol!        1    0  I 
I       ^0  + 1  I  !      C  +  1  I  ~  ,  +  /»„  1  !  ' 
im  zweiten  Falle 

;     0  + 1 I  I     0  + 1 1     I     IUI 

1+1     6i  I  I  +  1      0 1  ~ !  +  &,  1  I 

ist,  so  wird  also  vermöge  der  Substitutionen 

"  I  +  1         Ol     ^^^^^^     I       0+11 
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)  vorgelegte  Transformation  i 


wekiie    durch    Zusammensetzung 

I        1   0  i 


mit    der    ähnlich    ge- 


itbergeht. 


I   i  0  ■ 
Ol   I 


t  sicli  aber  ferner  j 

1  c 


Ol 
enijialtene  Transformation  aus  e 


und 


L  den  Formen 

I    0 

V   1 


.nfacheren  Elementartransformationen 
;  betrachten;   denn  vermöge   der   unmittelbar  ersicht- 
lichen Zusammense 

I   ^  —  1  I    i  1.  1  j 
0 


1    0 

-11 


:o  i| 

;io 
111 


1  c 

0  I  I 
10 


schliesst  man   sogleich     das 


1  C+l|    |i  -1 

;  0        I  i  1 0      1 

1   0  I    ■        10 

U  +  i  1  I  i-'  1 

für   positive  und  negative   ganz- 


I  1  f^l 
I  0  1  I 
110  1 


zahlige  ft  und  v  die  beiden  in  Betracht  kommenden  Transformationen 
durch  successiye  Anwendung  einer  der  vier  folgenden 

I  1    1  I  !  1  —  1  I  I  1  0  .   !       1   0  I 
|oi!|o      iMii'l— li! 

entstanden  denken  kann,  odei  dass  man  mit  Hinzuziehung  des  oben 
gefundenen  Resultates  durch  successive  Anwendung  der  Substitutionen 

11+111        10  11  +  1         0 

I  0      M  I  ±  1  1  I  I     ö  +  1 

auf  die  ursprüngliche 


I  +  1         Ol 


zu  der  Transformation 


gelangen  kann. 


*o   6,  I 

10   1 
Ol 


y  Google 


338                                           Siebzehnte  Vorlesung. 

Beriicksichtigt  man  endlich,  daes 

1     +  1    :     ,          Ol!                     1      1    j 

— ■                        1  ^                     und  weiter 
0         1+lOj          +10! 

11           1    "    _        Ol 
+  10        —  1    1            +10 

ist,  dass  femer 

jio;     'oijio         0- 

1  !          0    1  1       [10 

!  1  1 ;    -  ]  1       !  0  1 1   '     i 

oi  i  -  1  0    ""1  0  1    ' 

jOl             0    1|i-10                0 

—  1  1   1       Ol          !  1        0 

ilO       —10         i       Ol     '     — 1 

0!   1  —  1   Oj~0— 1 

j  1        0  j   1 ~l   0  j_ 

—  1        0 

1  0  -1  M     0  1 1 

0-1 

ist,    so   folgt,    dass    man   durch    succes 

ive   Anwendung    der    beiden 

Substitutionen 

1    '.  1    °°' 

0    1 

-1  0  1 

mf 

(») 1   "•   «> 

1   *.   i, 

zu  einer  der  in  dem  Schema 

|±1      0  I 

I        0  +1  i 
enthaltenen  Transformationen   oder  durch  siiccessive  Anwendung  der 
Transformationen 

(1)  '       ^   ^  I  I       *^    M  I  ^        0  I  !  —  1        Ol 

|-ll||— 10     |o— l|i      0~l| 
auf  (a)  zu  der  Transformation 

110  1 

I  0   1  I 
geführt  wird.     Nun  ist  aber  leicht  zu   sehen,   dass   die  Zusammen- 
setzung der  beiden  Substitutionen 

I    "     '  '  M     oder  M  '  M  , 

I  5o   6,  I   I  ~  6„        «0  I  I  *o   &i  !   I       K    —ao\ 

von  denen  die  zweiten  die  supplementären  der  ersten  genannt  wer- 
den, auf  die  Substitution 

I    l  0  j 
I  0   1   I 
führt,  je  nachdem 

ist,  und  dass  somit  die  Ausübung  der  Substitution 

1  ^1        «I     I  J  I    ^1  «!     ! 

'  ^       oder     '  '  ' 
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durch    successive    Ausübung   der   Substitutionen    (]}    ersetzt    werden 
kaan.     Berück aiehtigt  man  aber  ferner,  dass  aus  den  Gleichungen 

Sl'=  b„iii  +  i,Sl{, 
je  nachdem  »„6,  — ■  a,  !>d  =  +  1  oder  =  —  1  ist,  sich  zwischen  die- 
sen beiden  Systemen  von  Elementar perioden  die  Beziehungen  ergeben 

ßi  =       h.ii  —  aiil',     ii|'  =  "  \ß  +  a„ß', 
oder 

i^^  =  —  6,fl  +  «,ß',     fl|'=       6„ii  — (t„fl', 
dass   ausserdem   die   vier  Substitutionen   (1)  immer  wieder,    da   ilu-e 
Determinanten  die  positive  oder  die  negative  Einheit  sind,  auf  Systeme 
von  Elemeutarperioden  fuhren,  die  aus  dem  vorhergehenden  Systeme 
durch   Zeichenänderung  der  Perioden   oder  durch  Vertausehung  der- 
selben oder  endlich  für  eine  derselben  durch  eine  einfache  subtractive 
Verbindung  der  beiden  gegebenen  entstehen*),  so  folgt  unmittelbar, 
dass  man  von  dem  Systeme  der  ^lemmtarperioden  Sl  imd  il' 
SU    einem   beliebigen    andern   Systeme   von  Elementarperioden 
ß,  und  ß,'  gelangen  hann,  indem  man  von  den  Perioden  £1 
und  Sl'  ausgehend  stets  durch  successwe  Zeichenänderung  der 
Perioden,  oder  Verta/uschmig  derselben,  oder  einfache  subtrac- 
tive VerhinduMg  für  eine  derselben,   indem  die  andere  unver- 
ändert bleibt/  durch  eine  Reihe  von  einfachen  Systemen  von 
Elementarperioderk  ht^tdurchgeht ,   bis  man  su  dem  verlangten 
Systeme  Twmmt. 
Wir  werden  diesen  Satz,  in  etwas  anderer  Form  ausgesprochen, 
später  der  Transformationstheorie  zu  Grunde  legen;  für  jetzt  wollen 
wir  ihn  benutzen,   um   ein  Eintheilungsprincip  für  die  doppeltperio- 
dischen  Functionen    zu  entwickeln,    nachdem  wir  erst   noch    einige 
allgemeine  Eigenschaften    der    doppelt   periodischen  Functionen    be- 
sprochen haben  werden. 

Es  ist  vor  Allem  leicht  ersichtlich,  dass  eine  eindmUge  doppeU- 
periodische  Function  in  jedem  PeriodenparalleJogramme  jeden  Werth 
eine  gleiche  Anzahl  mal  annimmt,  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  inner- 
halb dieses  Parallelogramms  keinen  Werth  unendUch  oft  erlangt.**) 

*]  iudem  jene  vier  Suhstitutioiien  die  Ee^iehungen.  liefern 

ß,  =  ß  ,  ß,  =  ß',  ß|  =  ß  ,  fl,  =-  —  ß, 

Sl,'  =  —  si-[~  ii'.    ß,'  =  —  fl ,    üj'  = —  Sl',    ß,'  =  —  a'. 

**l  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  es  iii  der  That  für  alle  Werthe  der  Va- 
riabein eindeutige  Functionen  giebt,  die  in  ihrem  Periodeuparallelogramme  jeden 
Weith  unendlich  oft  annehmen,  wie  z.  B. 
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3  =  91  {if>) 


jene  Function,  so  wird 

y  K  Jdlogf  iw)  = 


sein,  wenn  das  Integral  über  den  Umfang  des  Periodenparallelo- 
gramms  genommen*)  wird,  und  m  die  Anzahl  der  Nullen,  n  die  der 
Unendlichen  erster  Ordnung  in  diesem  Parallelogramm  bedeutet. 
Da  aber 

offenbar  ebenfalls  eine  doppeltperiodische  Function  mit  denselben 
Perioden  ist,  so  werden  sich  die  über  die  gegenüberliegenden  Seiten 
des  Parallelogramms  vollzogenen  Integrationen  wegen  der  gleichen 
Functionalwerthe  und  der  verschiedenen  Integrationsrichtung  zer- 
stören, und  es  wird  somit  m  =  n  sein ,  d.  h.  die  Function  in  jenem 
Parallelogramm  ebenso  oft  Null,  als  unendlich  von  der  ersten  Ord- 
nung werden  und  daher  nach  einer  schon  oft  gemachten  Schluss- 
weise jeden  Werth  eine  gleiche  Anzahl  mal  annehmen,  indem 

worin  A  eine  willkührliche  constante  Grosse  bedeutet,  dieselben  bei- 
den Perioden  wie  fiw)  hat,  und  in  denselben  Puniiten  wie  diese 
innerhalb  desselben  Periodenparallelogr imms  unendlich  wird. 

Aber  die  Werihe  von  w,  fm  iielvhe  die  Function  s^q>  (w)  inner- 
halb eines  Ferioden^arällelogramms  denselben  Werth  annimmt,  haben 
die  Mgensckaft,  dass  ihre  Summe,  wehhes  auch  der  entsprechende  b- 
Werth  ist,  von  ganssaMig&tt  Mitltipltu  der  Perioden  1 
stamt  ist, 
wie  wir  für  sin  am  w  die  Congruenz 


gefunden  haben. 

Um  dies  einzusehen,  mögen  die  emem  s  zugehörigen,  in  dem  oben 
betrachteten  Peviodenparallelo^i  \mm  befindlichen  M-Werthe  mit 

bezeichnet  werden,  es  wird  dann  die  Summe  dieser  Werthe 

f  {2)  ^  w^  -\-  w^  -\-  ■■•-{-  Wn 
als  Function  von  z  aufgefasst  jedenfalls   eine  unendlich  vieldeutige 

■)  Wir  wollen  nicht  uuerwS.hat  lassen,  dasB  man  annehmen  daif,  daas 
95  (Ml)  auf  dem  Rande  des  Parallelogramms  weder  Null  noch  unentIBch  wird, 
da,  wenn  dies  der  Fall  ist,  man  niif  beiden  Seiten  parallele  krumme  Aus- 
biegungen  nehmen  kann,  für  welche  die  folgenden  Schlüsse  sämmtlich  bestehen 
bleiben. 
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Function,  da  einem  s  unendlich  viele  f{s)  entsprechen,  die  sich  jedoch 
sUmmtlich  von  den  in  einem  Periodenparaüe logramm  erlangten  Wer- 
then  um  ganze  Vielfache  der  Perioden  unterscheiden.     Bildet  man 

du  dz  ~^    de   '^  '  '  "^    d»    ' 

so  folgt  aus  dieser  Gleichung  leicht,  dass 

'  du 
eindeutig  und  für  kein  s  unendlich  sein  kann.  Denn  vor  allen  Din- 
gen ist  klar,  dass  diese  Grösse  eine  eindeutige  Function  von  is  ist, 
da  einem  beliebigen  aber  bestimmten  Werthe  von  2  imr  n  Werthe 
it>£,  IV2,  .  .  .  Wn  und  die  durch  Perioden  von  diesen  verschiedenen 
Werthe  zugehören,  während  für  die  Ableitungen  offenbar  nur  jedem 
Werthe  von  «  die  n  Werthe 

dwi      dws;  dWi^ 

'^'  ^^  '  '  '  dz 
entsprechen,  so  dass  die  aus  der  Summe  dieser  Grössen  bestehende 
symmetrische  Function  bei  einem  geschlossenen  Wege  der  Variabein 
z  unverändert  bleibt,  also  eine  eindeutige  Function  von  0  ist.  Wäre 
nun  diese  eindeutige  Function  von  e  in  einem  Punkte  «  =  0;  unend- 
lich, so  würde  die  Entwicklung  in  der  Umgebung  von  2  =^  k 

^-■■•  +  ,^  +  ,^L  +  A  +  A(»~»)  +  .^. 

sein,  und  man  sieht  daraus  unmittelbar,  dass  dann  das  Integral  dieser 
Reihe,  also  f{ß)  jedenfalls  auch  in  ?  =  a  unendlich  gross  würde, 
was  nicht  der  Fall  sem  kann,  da  w^,  w^,  .  .  .  w„  Werthe  der  Varia- 
bein in  einein  im  Bndhchen  gelegenen  Periodenparallelogramm  sein 
sollten;  ebensowenig  wird  -^-^  für  ein  unendlich  grosses  s  unend- 
lich werden  können,  weil  sonst  die  Entwickelung  dieser  auch  in  der 
Unendlichkeit  eindeutigen  Function  lauten  würde 


dm_ 


..-i-A,z-^  +  Ä,0+A,-\-Ä^, 


und  daher  /(s)  für  s=^  00  unendlich  gross  sein  würde,  was  aus  dem- 
selben Grunde  nicht  angeht.  Da  somit  die  für  alle  endlichen  und 
unendlichen  e  eindeutige  Function  -~-  für  kein  endliches  oder  un- 
endliches 0  unendlich  gross  sein  kann,  so  muss  sie  bekanntlich  eine 
Oonstante  c  sein,  und  es  wäre  sOmit 

/■(«)-<:»  +  »„ 
worin  die  Constanten  in  verschiedenen  Bereichen  der  ä- Ebene   auch 
verschiedene  Werthe  haben  können,  indem  f{^)  eine  unstetige  Func- 
tion von  s  sein  darf;   da  aber  f'{s)  für  2  =^  00  endlich  war,  so  muss 
c  =  0  sein,   und  daher  /"{?)  eine  Constante,   die  jedoch  von  Bereich 
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zn  Bereich  sieh  ändern  kann.  Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  zn 
jedem  s  nicht  bloaa  die  n  Werfche  w^,  w^,  .  .  .  w^  gehören,  sondern 
auch  noch  alle  diejenigen,  welche  sich  durch  ganze  Vielfache  der 
Periodicitätsmoduln  von  diesen  unterscheiden,  daas  somit  f{s)  eine 
unendlich  vieldeutige  Function  von  ß  ist,  deren  Werthe  sich  aber 
nur  um  Perioden  unterscheiden  können,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dase 
jene  Constanten,  welche  f(s)  in  verschiedenen  Bereichen  darstellen, 
sich  ebenfalls  nur  um  Perioden  unterscheiden  können,  weil  sonst  in 
den  Punkten,  in  welchen  zwei  solche  Bereiche  an  einander  stossen, 
f{s)  nicht  bloss  um  Perioden  verschiedene  Werthe  haben  würde,  was 
nicht  angeht;  somit  wird  die  Summe  der  tv  von  Periodicitätsmoduln 
abgesehen  eine  constante  sein,  oder 

IVf   -{-   W..   -\-    ■   ■  ■    -\-   Wn   ^  C 

werden.*) 

*)  Es  mag  bemerkt  ■werden ,  dass  rnaa  diesen  Sat«  auch  vermöge  der  in 
der  Biebeni«n  Vorlesung  gefundenen  E 


1     /•/' w 


-J: 


■-^^ 


beweisen  kann,  indem  sich  das  über  das  Periodeuparallelogramm  genommene 
Integral 

nach  bekannten  Sätaen  in  der  Form  ergiebt 

fifl,)  •"'"  +  «. (^J  f(„)  •"'"' 

ä  mit  Hülfe  der  obigen  Beziehungen 

folgt  I  dih  T,ii  1er  Imken  '^eite  der  lileichucg  I  efindbcl  e  Integr  I  ibei  dei 
Urning  des  Peuodenparallelogiamms  zu  nehmen  ibt  Ber  it-ks  cM  gt  man  iler 
dasa  m  dem  Integrale  uVer  zwei  gegenüberliegende  Seitea  de&  Parallelogramme 
genommen    in  entsprechenden  Paukten      .        den&elben  Wertb  annimmt   w  "  cli 

nur  um  eine  Per  o de  inteischeidet  und  dia  bs  auf  las  Zeiühen  gleich  ist  so 
folgt  diaa  lie  Integrile  über  die  beiden  Seiten  m  enlgegengesetztui  Richtung 
genM  mei  dis  Kesultit  gebei 


-^l.J', 


'•J  flu, 


her   die   une   beite   det   tarallelogra 
eiden  andern  Integrale 


^ß 
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Vermöge  dieser  Eigenschaften  der  doppeltperiodisclien  Functionen 
und  der  oben  in  Betreff  der  Herleitung  eines  Systemes  von  Elementar- 
perioden aus  jedem  andern  aufgestellten  Sätze,  wird  es  möglich  sein, 
ein  Eintheilungsprincip  für  die  doppeltperiodisclien  Punctionen  zu 
entwickeln.  Einerseits  ist  nämlich  gezeigt  worden,  dass  jede  doppelt 
periodische  Function  in  irgend  einem  Periodenparallelogramm  jeden 
Werth  eine  gleiche  Anzahl  mal  annimmt,  wenn  sie  überhaupt  alle 
Werthe  in  diesem  Parallelogramm  nur  eine  endliche  Anzahl  mal  er- 
langt, andererseits  l'ässt  sich  aber  aus  den  obigen  Untersuchungen 
folgern,  dass  eine  doppelt  periodische  Function  in  allen  Elementar- 
parallelogramraen  jeden  Werth  ein  und  dieselbe  Anzahl  mal  annimmt. 
Denn  da  sich,  wenn  wir  zwei  beliebige  Elementarparallelogramme 
vergleichen,  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  das  eine  aus  dem  an- 
dern herleiten  lässt,  indem  man  das  erstere  successive  durch  Ver- 
legung der  Richtung  der  Seiten  in  die  entgegengesetzte  oder  durch 
Vertauschnng  der  Seiten  ändert,  also  nur  dasselbe  Parallelogramm 
in  anderer  Lage  betrachtet,  oder  statt  des  Parallelogrammen  {Sl,  il') 
das  Parallelogramm  (ß,  —  ß  +  £1')  substituirt,  wodurch  nur  die 
Hälfte  des  Parallelogrammes  congruent  mit  sich  verschoben  wird,  so 
leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  in  jedem  dieser  successive  entstehenden 
Elementar  Parallelogramme,  sowie  in  dem  zuletzt  sich  ergebenden,  das 
mit  dem  vorgelegten  verglichen  werden  soll,  die  Amiahl  der  Nullen 
iind  Unendlichen,  also  auch  die  Vielfachheit:  aller  Werthe  ßvr  die  ver- 
schiedenen ElementarparalMogramme  dieselbe  ist. 

In  i'olge  davon  können  wir  die  doppeltperiodischen  Functionen 
im  Allgemeinen   nach    der  Anzahl    der  Werthe    der    Variabein   ein- 

üher  die  andere  Seite  des  Parallelogrammes  genommen.     Da  aber 


weil  f{iB)  im  AQfa,iigs-  und  Endpunkte  einer  Seite  des  Parallelogrammes  den- 
selben  Werth  annimmt  und  ausserdem,   eindeutig  ist,    wemi   f{ii>)  ^  ä   gesetzt 

I  dloge 

übergeht,  welches  ä.ujii  oder  0  ist,  wenn  (t  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  je  a.tcb- 
dem  der  geechlosBene  Umfang  der  g- Variable  den  Punkt  /  itc)  =  0  oder  m  ein- 
sehlieaet,  oder  diese  Punkte  nicht  in  sich  enthält,  so  ergiebt  Bich 

d.  h.  es  ist  die  Summe  aller  der  Werthe,  fiic  welche  die  Function  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich  ist,  von  der  Summe  derjenigen  Werthe,  für  welche  sie  Null 
wird,  nur  um  ganze  Vielfache  der  Perioden  unterschieden.  Betrachtet  man  nun- 
mehr die  Function  f{iii)  —  A,  so  sind  die  «i-Wevtho,  für  welche  diese  unendlich 
wird,  innerhalb  desselben  Periodenparallelogramma  dieselben,  und  daher  die 
Summe  der  w,  für  welche  f  (,tv)  ^  Ä  =  0  oder  f{te)  =  A  wird,  ebenfalls  jener 
Summtf  nach  den  Periodicit^tsmoduln  congruent. 
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theilen,  für  welche  die  FuBction  innerhalb  eines  Elementarparallelo- 
grammes  denselben  Werth  annimmt,  und  ist  diese  Zahl  n,  so  soll 
äie  äop^eltperiodiscke  Fimctkni  eine  Function   n'""   Ordnung  genannt 


Indem  wir  nun  auf  Grund  dieser  Eintheilung  dazu  übergehen, 
die  allgemeinsten  doppelt  periodischen  Functionen  zu  bilden,  welche 
in  jedem  Periodenparallelogramm  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von 
Werthen  denselben  Werth  annehmen  und  zu  jedem  Werthe  der  Va- 
riabein nur  eine  endliche  Anzahl  von  Functionalwerthen  liefern,  mag 
vor  allen  Dingen  bemeikt  werden,  dass  es  nur  nöthig  sein  wird,  die 
Untersuchung  der  eindiuiigen  doppelt  periodischen  Functionen  durch- 
zuführen, da,  wenn  s  eme  w  deutige  i'unetion  Ton  w  ist,  sich  nach 
früheren  Ause  minder  Setzungen  z  als  die  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  ti"^"  Giades  darstellen  lasst,  deren  Coefficienten  eindeutige 
doppelt  penodi-iche  Functionen  srnd 

Waa  nun  die  eindeutigen  doppelt  periodischen  Functionen  an- 
geht, so  ist  leicht  einzusehen,  dobS  es  solche  von  der  ersten  Ordnung 
überhaupt  mcJt  gifhf      Denn  sei  s  jene  Function  und  bildet  man 

1 0  dw 

über  den  Umfang  des  Elementarparallelogramms  genommen,  so  ist 
der  Werth  dieses  Integrales  in  jedem  Falle  Null,  da  die  Integrale 
über  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Parallelogramms  genommen 
sich  aufheben;  gäbe  es  also  nur  einen  Punkt  cc  im  Inn* 
für  den  die  Function  von  der  ersten  Ordnung  unendhch  ist,  so  n 
auch  das  unendlich  kleine  Currenintegral  um  diesen  Punkt  genommen 
verschwinden;  da  aber  für  Werthe  in  der  Umgebung  von  c 

«-i^  +  ^  +  c(«'-«)  +  ---. 

so  würde 

A.2  7ii  =  0, 

also  Ä  =  0  sein  müssen,  in  welchem  Falle  die  eindeutige  Function 
s  in  dem  Perioden parallelogramm  also  überhaupt  nicht  unendlich, 
also  eine  Constante  sein  würde. 

Von  den  eindeutigen  doppelt  periodischen  Functionen  zweiter 
Ordnung  haben  wir  bereits  die  sin  am  w  kennen  gelernt,  es  fragt 
sieh  jetzt,  ob  es  noch  andere  giebt,  und  in  welcher  Form  sieh  der 
analytische  Ausdruck  derselben  darstellt. 

Sei  0  eine  solche  Function  zweiter  Ordnung  von  w,  welche  in 
irgend  einem  beliebig  gewählten  Elementar  parallelogramm  mit  den 
Elementarperioden  jJi  und  ß'  in  den  Punkten  «  und  ß  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich  werden  mag,  so  wird,  wenn  wir  die  Entwicklungs- 
glieder von  0  in  der  Nähe  der  Punkte  a  und  ß  abziehen,  eine  in  dem 
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Periodeiiparallelogi'anime  endliche  Function  (p(w)  übrig  bleiben,  und 
es  wird  sich 


oder  da  wieder   durch  Integration   über   den  Umfang  des   Perioden- 


h  Integration   über   den  üi 

A  .2«!  + JJ.2jii-.0 
oder 

H  =  ^  A 
folgt, 

(1) '-ü^^-i^g+vi") 

ergeben. 

Da  nun    die  Entwicklung  der  rechten   Seite  in   der  Nähe  von 

,,  -J(,«-  »)-'  +  C.  +  C,  (»-»)  +  ..  . 
oder 

._^(»-.r'{i  +  5(«-„)  +  5(» -«)■  +  ■■■} 

lautet,  lind  daher 

^8-'_  (,C  -  .)  {l  +  J  („-„)+.  .  .}-■ 

-(»-»)  {l  +  B.("-«)  +  "-} 
ist,  80  folgt  nach  früheren  Betrachtungen,  dass  w  —  ce,  nach  Poten- 
zen von  s  in  der  Nähe  des  unendlich  entfernten  Punktes  entwickelt, 
lautet 

IV—  K  =  Äz~'-  +  Bz-^  +  Ca--'  +  ■■  ■, 

und  da  aus  der  Gleichung  (1)  durch  Differentiation  nach  w 

d^  =  -  [*(.  -  -c^r-  +  w^w  +  ^'  ^^^ 

folgt,  so  wird,  da  rp  {w)  als  Ableitung  einer  in  iv  ^  a  endlichen 
und  eindeutigen  Function  wieder  endlieh  ist,  die  Ijutwicklung  von 
-i-"   nach  steigenden  Potenzen  von  w  —  a  lauten 

IJ.  _  -  ^  («  -  »r'  +  -B.  +  A  (»-«)  +  ■•  ■ 

und  somit,  wenn  -,--  als  Function  von  s  aufgefasst  wird,  vermöge 
der  obigen  Entwicklung  von  iv  —  a  nach  negativen  Potenzen  von  2 
die  Form  annehmen 

^-  =  -  ^-'^''  +  ^,?  +  ü:,)  +  /f-i  2-1 H — . 

Aber  -~  ist  keine  eindeutige  Function  von  g;  zu  jedem  2  gehören 
nänilieh  unendhch  viele  Werthe  von  w,  die  sich  theils  um  ganze 
Vielfache  der  Perioden  unterscheiden,  theils  in   bestimmten  Bereichen 


y  Google 


346  Siebzehnte  Vorleaung. 

zu  je  zweien  eine  coiistaute  Summe  c  geTjen,  ao  dass,  weim  zwei 
solclie  Werthe  mit  w^  und  w^  bezeichnet  werden, 

Mlj  +  ^2  ^  c 
ist,  und  die  Wertlie  von  c  für  die  verschiedenen  Bereiche  sich  nur 
um  Vielfache  von  Perioden  unterscheiden.  Für  die  nur  um  Vielfache 
der  Perioden  verschiedenen  Werthe  des  w  ist  es  klar,  daas  -r^  für 
dasselbe  b  denselben  Werth  haben  muss,  weil  die  beiden  in  Betracht 
kommenden  unendlich  benachbarten  «y-Werthe  für  das  eine  und  das 
andere  Paar  sich  um  dieselben  Vielfachen  der  Perioden  nnterscheiden ; 
füi;  zwei  Werthe  ^n,  und  w^  jedoch  der  zweiten  Art  wird  innerhalb 
eines  der  betrachteten  Bereiche  jedenfalls 

de     '     dz  de  du 

sein  müssen;  lässt  man  jedoch  das  dw  innerhalb  eines  Elenieutar- 
parailelogramms  von  einem  Bereiche  in  den  andern  hinübergreifen, 
so  dass  der  neue  Werth  tv^'  dem  iVj  unendlich  benachbart,  aber  der 
zugehörige  Werth  tu^',  welcher  die  für  den  nächsten  Bereich  con- 
stante  Summe  c  liefert,  von  w^  um  Endliches  verschieden  ist,  so  wird 

sein,  wo  c'  sich  von  c  um  Violfache  der  Perioden  unterscheidet; 
bringt  man  nun  diese  Gleichung  auf  die  Form 

so  ergieht  sich  durch  Vergleichung  mit  der  obigen,  dass  w^"  ^*^^ 
von  W2  auch  nur  um  unendlich  wenig  unterscheidet*),  und  daas  daher 
auch  für  das  betreffende  ds 

äv!i dwi 

"de  "~  du 
sein  muss,  während  sich  für  alle  übrigen  wieder  derselbe  Werth  der 
Ableitung  ergiebt,  und  es  wird  daher  •^,  also  auch  -^ —  für  die 
Werthe  Wj  und  Wj,  also  für  dasselbe  s  nur  zwei  dem  absoluten 
Werthe  nach  gleiche,  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzte  Werthe 
haben,  so  dass 


O' 


ais  Function  von  z  aufgefasst,  für  alle  Z  eindeutig  ist  und  für  kein 
endliches  0  unendlich  werden  kann,  da,  wenn  dieses  endliche  g  einem 
unendlichen  w  entspräche,  es  auch  der  Fun ctional werth  der  doppelt 
periodischen  Function  s  für  ein  endliches  tu  sein  müeste,  dann  aber, 
wie  bekannt,    die  Ableitung  einer   eindeutigen  Function   für    einen 

*)  wodureh  gezeigt  ist,  daas  eich  auch  stets  eia  Periodenparallelogramm 
bilden  lässt,  innerhalb  dessen  die  Summe  der  beiden  w -Werthe  dieselbe  ist, 
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endlichen  Werth  der  Variabein  nur  mit  der  Function  selbst  unend- 
lich gross  werden  kann.  Daraus  folgt  aber,  dasa,  da  nach  dem 
Obigen 

(&)'-  -<-"«'  +  i*,  »"  +  A  2'  +    '-',  S  +  P.  +   P-. ,  2-  >  +  ■  ■  • 

ist,   also  (",  -)    für  s  ==  oo  von  der  vierten  Ordnung  unendlich  ist, 

iiD'-^-''-"  -''>('-  «  ('  -  r)  (2  -  ä). 

oder 

also  eine  Differentialgleichung,  deren  Integral  eine  lineare  Function 
der  in  der  letzten  Vorlesung  behandelten  doppelt  periodischen  Func- 
tion war. 

Um  die  Grössen  a,  ß,  y,  d  durch  die  .s-Werthe  für  bestimmte 
singulare  Punkte  auszudrücken,  mag  die  constaute  Grösse,  welcher 
die  Summe  je  zweier  demselben  ^i-Werthe  entsprechender  w-Werthe 
congruent  ist,  mit  c  bezeichnet  werden,  dann  wird,  wenn 

s  =  q>  [w) 
gesetzt  wird,  weil  die  Ableitungen  in  zwei  solcfaen  w-Werthen  ent- 
i  Zeichen  hatten, 


(3) 

■      ¥ 

iw)  =  —  9d'  (c  — 

sein.     Setzt  ms 

m  nu 

n  to  ■■ 

=  -T-,  SO  dass 

also 

•p'ii)-"') 

ist,  so  ergiebt 

sich 

(ß^.r"^ 

Kubstitiiirt  iiiiui 

ebenso  ii. 

,(3) 

SO  ergiebt  sieb 

,/(!+?)=  ■-.•(l~?)-^-v(|+f), 

*)  Es  kaoa  nicht  (p  {-^)  =^  «j  sein,  weil  sonst  iiuch  9  (  ;,  )  ^=  "  sein 
müsste,  da  qi{w)  als  eindeutige  Function  von  w  vorausgesetzt  war,  nnti  wenn 
dies  der  Fall  wäre,  der  zweite  Werth  von  m,  der  von  Perioden  abgesehen  den 
erstereu  zu  c  ergänzen  müsste,  ebenfalls  -  wäre,  was  der  Annahme  widerspräche, 
dass  die  Function  in  jedem  Periodenparallelogramme  für  zwei  yerschiedene  Werthe 
unendlich  voa  der  erstea  Ordnung  wurde. 
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also  wieder 

und  genau  ebenso 

und 

so  dass  in  der  Gleichung  (2)  die  rechte  Seite  anch  för  die  vier  eben 
hervorgehobenen  Werthe  von  w  verschwinden  muas,  und  daher  die 
Grossen  ft,  ß,  y,  S  nichts  anderes  als  die  s-Werthe  für  eben  diese  w 
sind*),  wenn  noch  gezeigt  sein  wird,  dass  die  Werthe  der  Function 
s  für  jene  betrachteten  vier  Werthe  der  Variabein  iv  von  einander 
verschieden  sind;  da  aber  nur  solche  «(?-Wertho  gleiche  Werthe  von 
z  liefern,  welche  sich  zu  c  ergänzen,  oder  deren  Summe  sich  von  c 
nur  durch  ganze  Vielfache  der  Perioden  it  und  iJ'  unterscheidet, 
dies  aber  für  die  Werthe 

nicht  der  Fall  ist,  so  ist  die  Vei^chiedenheit  der  Werthe  von  z  für 
diese  Argumente  unmittelbar  klar;  die  Gleichung  (2)  nimmt  somit 
tiie  Form  an 


-fvF 


:][■ 


Für  den  Fall,  dass  die  beiden  Punkte  k  und  ß  zusammenfallen, 
und  die  Function  s  also  in  einem  Blementarparallelogramm  nur  in 
einem  Punkte  «  und  zwar  von  der  zweiten  Ordnung  unendHch  wird, 
hat  0  die  Form 

^-lüTZ^ +  »<■»■)") 
oder  in  der  Nähe  von  iv  ^  a 


*)  Die  Werthe  — 1,  +1, ,  -| lieferten  im  elliptischen  Normal- 
integral  die  Werthe  der  Bmamiw  für  die  oben  bezeichneten  w-Grössen. 
**)  Dass  2  nicht  die  Form  habeu  kann 

ersieht  man  unmittelbar  wieder  daraus,  dasa  die  geschlossene  Integration  von 

Jzdw 
über  den  Umfang  des  Periodanparallelogramms  genommen  B  =  0  ergeben  würde. 
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«_  ^  («.-«)-'  +  C.  +  C,  (»-«)  +  •■  . 
oder 

2 -^{«.-»r^{i  + -5  (»-.)•  +  ...} 

und  daraus 

A',"'-  («  -  „)  {l  +  5  (»-„)!  +  .  .  .}-* 
~{,,-a){i+D,{w^ay' +  ■■■}; 
hieraus  folgt  aber 

und  da  sieh  aus  der  ohen  für  s  angeuommeneu  Form 

ergiebfc,  so  folgt  durch  Einsetzen 

|^  =  ~2^~^2*  +  Ü5S^  +  ü,s^  +  2)„  +  D_,2~^H , 

und  weil  genau  wie  oben  j—  wiederum  als  Function  von  g  aufge- 
fasst  zweideutig,  also  \j-)  eindeutig  ist,  femer  für  kein  endliches 
^  unendlich  gross  ist.  und  nach  der  gefundenen  Entwicklung  für 
3  =  oo  von  der  dritten  Ordnung  unendlich  wird,  so  wird  sich  die 
Form  ergeben 

oder 

w=^T/Ä  /--— ■ fL^=.-=-.. 

jYi.^-'^){^-^){^-y) 

u  wie  oben  a,  ß,  y   durch   di 
eriodeuparaüelogranuns  aus,  si 

J  /p-('4+f]  [-«l+f]  ['-<%+f+f-:] 

und  wir  sehen  somit  aus  (4)  und  (5),  dass  sich  in  beiden  Fällen  w 
als  elliptisches  Integral  erster  Gattung  ausdrückt,  und,  weil  jedes 
elliptische  Integral  erster  Gattung  sich  durch  eine  lineare  Substitu- 
tion auf  die  Form 

1    r  d% 

'J^H- £')(!- "'S") 
zurückführen  lässfc,  somit 

jede  emdeuUge  do^elt  periodische  I'uncUon  eweiter  Ordnung 
eine  lineare  FimcUon  von  sin  am  £{w  —  w^)  sein  wird,  worin 
£  und  Wfl  Constanten  bedeuten. 


Drückt  man  genau  wie  oben  «,  ß,  y   durch   die  3-Werthe  für 
specielle  Punkte  des  Periodeuparaüelogranuns  aus,  so  ergiebfc  sich 

(5)   w  = 
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Ba  wird  sich  nun  darum  handeln,  diesen  Ausdruck  wirklich  zu 
bilden  und  die  Grössen  e,  w^,  li  vermöge  der  gegebenen  Elemente 
der  doppelt  periodischen  P^nction  darzustellen. 

Sei  also  eine  eindeutige  doppelt  periodische  Function  zu  bilden, 
für  welche  ein  System  von  unabhängigen  Perioden  ß  und  ß'  *)  von 
der  Beschaffenheit,  dass  die  Function  innerhalb  des  von  diesen  beiden 
gebildeten  Parallelogramm  es  jeden  Werth  nur  zweimal  annimmt, 
ferner  zwei  Werthe  a^  und  a^  gegeben  sind,  für  die  sie  verschwin- 
den, und  zwei  Werthe  k,  und  a^,  für  die  sie  unendlich  werden  soll, 
die  sich  jedoch  nicht  nur  durch  Vielfache  der  Perioden  von  einander 
unterscheiden  dürfen  und  die  der  nach  Früherem  für  die  Existenz 
der  Function  nothwendigen  Bedingung 

genügen  müssen    bo  d^if  \on  den  beiden  Perioden  ii.  und  Sl'  ange- 
.  neiden,  das«  dei  leni  imagindre  Theil  von 


*)  Es  mag  luer  licmcctt  werden  das.s  wenn  Pme  eindeutige  doppelt  perio 
disi-he  Tunction  innerhalb  eines  vun  den  Perioden  Q  und  P  gebildiiten  Paialle 
iogiammes  leaen  Wcrth  »ur  zwtimal  annimmt  dieses  Parallelogrxmm  noth 
wendig  ein  lilementarparallelogramm  sein  nrnii  Wenn  «ich  dies  inch  aus  dei 
oben  zu  eatwi(,ltelnden  Form  unmiltelbir  wird  einsehen  lassen  so  witd  es  do^h 
zweckmässig  "ein  diese  Behauptung  auch  direot  zu  erweisen  W^ren  ndmlich 
Sl  und  il  nicht  Elementarpenoden  •JOndi.rE  mit  zwei  solchen  J2,  und  i3  durch 
die  Beziehungen  ver>unclen 

O  .=.?,ß,  -]-  i,ß,', 

ist  und  n  cme  positive  od&r  negitive  gajze  Zdhl  bedeutet  10  wird  sich  mit 
H  Ife  der  am  Anfangp  diesei  Vorlcsi  ng  vermo  ^e  der  Kettei  1 11  thientwickliing 
1   doit    i  if^estellten  K4i 


■  hneire  'lubstitutionen  b 


von        gefundenen  Sulatitutionen 

wie   leicht  t,us 

üonenzuerselcn 

1   oo  ",    1    l    1    -  i 

1   6„  f,    1    1   0         1 

i-:;i 

1 

ergehen   so  dass   w 
geübt  werijen    m  n 

nn  auf  J2i    fl,   sui.ces'^ive  weit 
s  hliesilith  auf  die  Form 

odei 

\  mmt            n  ß 
d      k    g  1 1  ab      u 
gt    1       1  11   It  P 

i  Sl     EI  m 

m  tt  Ib      h 

d     h    F 

ta  1    n    I         nd 
1         w 

ta       m  dm 

1  1  g    m      j  d      ^ 

th       h      1 

w    m  1  an     hm 

A      d      Form  dieser  Äus- 

ht  ntwerfende  Figur 

'       d  jp  gebildeten  Paral- 

m      te    da  dieselbe  ihn  in 

taip       llelogramm    nach 
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a' 

il~ 
zum  OoeffieienteE   von  i  eine   wesentlich  positive  Grosse  hat,   indem 
unabhängige  Perioden  keinen  reellen  Quotienten  haben  können,  und 
wenn  jener  Coefficient  von  i  negativ   ist,   man  nur  das   System   der 
Perio(]en  il  und  —  il'  zu  betrachten  braucht.     Setzt  man  nun 

'ii~  '"  '^' 
dann  wird  nach   den  Resultaten  der  letzten  Vorlesung   ein  Integcal- 
modul  durch  den  Ausdruck 

r  -^3  (0) 

bestimmt  und  somit  bekannt  sein,  da  die  ^-Functionen  durch  den 
Modul  t  vermöge  der  oben  gefundenen  Reihenentwicklungen  gegeben 
sind,  und  es  ist  dann 


eine  eindeutige  Function  mit  den  Perioden  £1  und  ß'.    Setzt  man^iun 

^  ^  ~i  '  2      ' 

so  wird  behauptet,  dasa  die  FunctioE 


in  den  Punkten  «j  und  «j  verschwindet  und  in  K^  und  Kj  unendlich 
wird,  und  nur  in  diesen;  denn  da  sie  nm-  Null  werden  kann,  wenn 
der  Zähler  Null  wird,  und 

/•C»  +  «)-f(a,  +  .) 
nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  nur  befriedigt  wird,   wenn 

w  +  6~a,-\-G     und     w  +  8  =  y  —  «j  +  e 
oder 
IV  ^  a^  und  w  ^  —  —  a^  —  2  ff 

=  y  —  a,  —  y  +  («1  +  ß^}  ^  —  a,  +  «1  +  «3  =  CL, 

ist,  so  wird  die  erste  der  Bedingungen  erfüllt  sein,  dass  die  Func- 
tion in  den  Punkten  a^  und  a^  verschwindet.  Da  ferner  das  Ver- 
schwinden des  obigen  Nenners  nur  durch  die  Werthe 

w  ^  %     und    w  '^  —  —  «j  —  ^6  =^ «^  —  y  +  «[  -f-  "^2  =  «2 

bedingt  wird,  so  folgt,  dass  die  oben  gebildete  Function  in  den  ver- 
langten Werthen  Null  und  unendlich   von  der  ersten  Ordnung  wird, 
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Tiiid  da  sie  mit  der  vorgelegten  Function  dasselbe  Periodenparallelo- 
gramm  besitzt,  so  wird  der  Quotient  dieser  beiden  Functionen  offenbar 
für  keinen  Werth  in  der  Ebene  unendlieb  werden  und  daher  eine 
Constante  sein,   so  dass  die  gesucbte  Function  qo  {w)  die  Form  hat 

^(,>,\~r'  fi^  +  ^^-f  (»'  +  ") 

worin  C  eine  Constante  bedeutet. 

Mit  Hülfe  der  allgemeinen  Form  der  eindeutigen  doppelt  perio- 
dischen Functionen  zweiter  Ordnung,  wird  es  nun  leicht  sein,  die- 
jenige der  Functionen  n^'^'  Ordnung  unmittelbar  zu  entwickeln. 

Sei  jetzt  nämlich  eine  eindeutige  doppelt  periodische  Function 
zn  bestimmen  mit  den  Perioden  ß  und  £i',  in  deren  Parallelogramm 
dieselbe  in  den  n  Punkten 

(t, ,    «2  f   ■  ■  ■  f^l 
verschwinden  und  in  den  n  Punkten 

ß|,    Ko,    ...    «n 

unendlich  werden  soll  (welche  Punkte  sich  jedoch  nicht  bloss  um 
Perioden  unterscheiden  sollen),  so  wird  nach  dem  üben  bewiesenen 
Satze  von  der  constanten  Summe  der  w-Werthe,  welche  denselben 
Function al werth  geben,  die  Congruenz  befriedigt  sein  müssen 

»,   +   «2+    ■■■   +   <•.=   ",    +«,+    ■■•   +   «.., 

wenn  überhaupt  eine  solche  Function  existiren  soll;  ist  diese  jedoch 
erfüllt,  so  werden  wir  zeigen,  dass  für  beliebige  Werthe  von 


wenn  nur  der  Quotient  von  -^  nicht  reell,  d.  h.  die  Perioden  von 
einander  unabhängig  sind,  eine  eindeutige  doppelt  periodische  Func- 
tion existirt,  und  wie  sie  durch  fiw)  sich  ausdrücken  lässt. 

Bildet  man  lümlich  eine  eindeutige  doppelt  periodische  Function 
zweiter  Ordnung  mit  den  Perioden  ß  und  Sl',  den  Unendlichen  a, 
und  «5,  den  Nullen  «j  und  «j',  wo  a{  durch  die  Congruenz  be- 
stimmt ist 

(i,) «,  +  «,  s  «,  +  »,', 

SO  erhält  man  nach  dem  Vorigeu,  wenn 


Ol)  ■ 

gesel 


gesetzt  wird,  eine  solche  in  der  Form 

/'(«"4-«il-^(q,  +  g) 

A«i'+<r,)-r(ß,  +  e)' 

Bildet  man  ferner  eine  doppelt  periodische  Function  zweiter  Ordnung 
mit  denselben  beiden  Perioden  il  und  £1',  den  Unendlichen  Kj  und 
«i',  den  Nullen  a^  und  «,',  wo  «,'  durch  die  Congruenz  gegeben  ist 
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(l,) «,  +  <s<.,  +  <, 

so  lautet  dieselbe,  wenn 

(1.) <..  =  f~H^ 

i  wird, 

f{iV  +  <!,)-  f_{<h+  5,) 


(m,)   . 


-/{«,+  «.)' 


u.  s.  w.,  bis  mau  eine  doppelt  periodische  Function  zweiter  Ordnung 
mit  den  Perioden  il  und  Si',  den  beiden  Unendlichen  a,,  und  a^_a 
und  den  Nullen  a^ -i  und  «b  —  i  bestimmt,  für  welche 

(k„  _ i) a„  -\-  al,  - 2  ^  a„ -i  -\-  c^„ -  1 

ist,  und  welche  die  Form  hat,  wenn 

(1.-.) «.-.sj-"^"---- 

gesetzt  wird, 

Multiplieirt  mau  nun  alle  die  Ausdrücke  (mj),  (m^),  ...  (ma_a), 
so  iat  leicht  zu  sehen,  dass,  weil  (m^)  im  Punkte  a/  von  der  ersten 
Ordnung  Null,  (m^)  im  Punkte  «['  von  der  ersten  Ordnung  unend- 
Kch  wurde,  das  Product  in  «/  endlich  sein  wird,  u.  s.  w. ,  so  dass 
das  Gesammtproduct  in  den  neu  eingeführten  Punkten 


endhch  sein  wird,  nur  in  dem  neu  hinzutretenden  Punkte  a'n  - 1  wird 
sie  verschwinden,  der  jedoch,  wie  man  aus  der  Summe  aller  Con- 
gruenzen  (k^),  (kj),  ...  (k„_i) 

und  der  für  die  Existenz  der  gesuchten  Function  nothwendigen  Be- 
dingung 

«1  +  «;  H h  ««  =  »1  +  ffl'i  + h  ««-1  +  «« 

sieht,  nichts  anderes  als  a„  ist,  und  es  wird  somit  die  gesuchte 
Function 

,  />  +  <!i)~f{<^t  +  <'i)  /-(;>;  + ff;) -f(a;  +  cal  /•(«'  +  g._i)-/'K-i  +  g„- 

in  welcher,  wie  man  sieh  durch  Einsetzen  der  einzelnen  Congruenzen 
Ol)!  ih)  ■  ■  -  in  die  nächst  folgenden  leicht  überzeugt,  die  Gfrössen 
ö  durch  die  Congruenzen  bestimmt  sind 

EOnigsbereer,  eUipt.  Funct.  23 
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und  somit  der  Ausdruck  für  die  allgemeinste  eindeutige  doppelt  perio- 
dische i'uncfcion  «'"■  Ordnung  durch  eine  solche  zweiter  Ordnung 
gefunden,  in  welchem  die  periodische  Function  /"(w)  verschiedene 
Argumente  hat. 

Wir  wollen  nun  für  die  allgemeine  doppelt  periodische  Function 
n"'  Ordnung  eine  Beziehung  zu  den  doppelt  periodischen  Functionen 
zweiter  Ordnung  und  deren  Ableitung  aufstellen,  die  sich  freilich  mit 
Hülfe  des  später  zu  entwickelnden  Additionstheorema  fiir  /~(w)  aus 
dem  vorher  gefundenen  Ausdrucke  würde  herleiten  lassen,  hier  jedoch 
olme  Rücksicht  auf  die  ermittelte  analytische  Form  dieser  Function 
entwickelt  werden  soll. 

Sei  ip  (w)  eine  eindeutige  doppelt  periodische  Function  von  w 
mit  den  Perioden  ß  und  il'  und  zwar  von  der  w''"  Ordnung,  und 
)/;  {w)  eine  ebensolche  Function  mit  denselben  Perioden  von  der  zwei- 
ten Ordnung,  dann  wird  innerhalb  des  von  den  Perioden  ß  und  ß' 
gebildeten  Elementarparallelogramms  die  Function  tp  {w)  für  n  ver- 
schiedene Werthe  des  w  denselben  Werth  annehmen,  während  ^  (w) 
im  Allgemeinen  für  diese  n  Werthe  von  w  auch  n  verschiedene 
Werthe  erlangen  wird;  daraus  folgt  aber,  dass,  wenn  ^(mi)  als  Func- 
tion von  <p{w)  betrachtet  wird,  im  Allgemeinen  zu  jedem  Werthe 
von  fp(id)  n  Werthe  von  ^(w)  gehören  werden  und  nur  n  Werthe, 
denn  jeder  weitere  Werth  von  ^(w)  müsste  einem  w  entsprechen, 
für  welchen  rp  (w)  denselben  Werth  annimmt,  dies  ist  aber  nur  für 
jene  n  Werthe  im  Elementarparallelogramm  der  Fall  oder  für  Werthe, 
welche  sich  von  diesen  um  ganze  Vielfache  der  Perioden  unterschei- 
den, aber  für  diese  nimmt  auch  ^{w),  welches  dieselben  Perioden 
hat,  einen  der  früheren  Werthe  an,  und  es  wird  somit  ^{-w)  die 
Lösung  einer  Oleichung  w'^"  Grades  sein,  deren  Coefficienten  ein- 
deutige Functionen  von  9  (w)  sind.  Aber  diese  Coefficienten  sind 
offenbar  rationale  Functionen  von  g){w);  denn  es  wird  i;(w)  offenbar 
nur  unendlich  für  zwei  Punkte  des  Parallelogramms  und  für  all'  die 
andern  Punkte,  welche  sich  von  diesen  durch  ganze  Vielfache  der 
Perioden  unterscheiden;  da  aber  g>  (w)  für' alle  diese  Punkte  wegen 
der  Gleichheit  der  Perioden  beider  Functionen  auch  nur  zwei  ver- 
schiedene Werthe  hat,  so  folgt,  dass  ip  (w)  nur  für  eine  endliche  An- 
zahl von  Werthen  von  ip  (tv)  unendlich  wird,  und  daher  jene  Coeffi- 
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cienteu  rationale  Functionen  von  (p(w)  sind.  Betrachtet  man  aber 
<p{to)  als  Function  von  ^(^y),  so  ergiebt  sich,  dass  jedem  Werthe 
von  "tli  (w)  zwei  und  nur  zwei  Werthe  von  <p{w)  zugehören,  so  dass 
tp  (w)  die  Lösung  einer  algebraischen  Gleichung  zweiten  Grades  ist, 
deren  _Coefficienten  rationule  Functionen  von  i^(jf)  siud,  und  aus 
den  beiden  Resultaten  ergiebt  sich  die  Gleichung 

(a) M<pitv)^-\-2Nq>{w)  +  F^0, 

in  welcher  M,  N,  F  ganze  Functionen  n'""  Grades  von  i/-  (w)  be- 
deuten. Da  die  Ableitung  ip'  (w),  als  Function  von  ip  (w)  aufgefasst, 
wie  oben  bei  der  Herleitung  der  allgemeinsten  eindeutigen  doppelt 
periodischen  Function  zweiter  Ordnung  gezeigt  war,  für  dasselbe 
^  (w)  zwei  entgegengesetzte  Werthe  annimmt  und  zwar  für  die 
beiden  w,  welche  sich  zur  eonstanten  Summe  für  die  ii  (w)-Funetion 
ergänzen,  ferner  aber  auch,  wie  aus  der  Auflösung  der  Gleichung  (a) 

hervorgeht,  die  Function 

für  jedes  ip  (tv)  zwei  entgegengesetzte  Werthe  hat  und  zwar  auch 
für  die  beiden  eben  betrachteten  w -Werthe,  so  wird 

für  jeden  Werth  von  ip  (w)  im  Zähler  und  Nenner  nur  das  eine  oder 
andere  Vorzeichen  haben  können ;  da  aber  diese  verschiedeneu  Werthe 
nur  von  den  beiden  betrachteten  wi-Werthen  herrühren,  und  für  die 
beiden  Werthe  Zähler  und  Nenner  zugleich  das  Zeichen  ändern,  so 
folgt,  dass  dieser  Quotient  eine  eindeutige  Function  von  ^(w)  ist. 
Aber  es  lässt  sich  auch  leicht  einsehen,  dass  dieser  eindeutige  Quo- 
tient für  keinen  endlichen  Werth  von  j/f(w)  unendhch  ist;  denn  der 
Zähler  kann  nicht  unendlich  werden,  weil 

(Mtp  (w)  +  Ny  =  A"2  —  PM 

eine  ganze  Function  von  jp  (w)  nicht  für  ein  endliches  ip  (w)  unend- 
lich gross  werden  kann,  und  es  wird  daher  nur  zu  untersuchen  sein, 
ob  jener  Quotient  dadurch  unendlich  werden  kann,  dass  der  Nenner 
versehwindet.  Nun  wird  aber  ip' (w),  wie  auch  früher  gezeigt  wor- 
den, nur  Null  für 

Hi).  *(l+l).  *Ö  +  f).  *(!  +  !  + f). 

und  andererseits  sieht  man,  dass  die  hier  verzeichueten  w-'-Werthe 
diejenigen  sind,  für  welche  die  zweiten  «^-Werthe,  welche  denselben 
it(MJ)-Werth  im  Elementarparallelogramm  geben  müssen  und  diese 
somit  zu  einer  der  Grösse  c  congruenten  Summe  ergänzen,  mit  den 
ersten  zusammenfallen,   so  dass   also  diesen  i^  (w) -Werthen  nur  dn 
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9>  («;)-Werth   entsprechen,   somit  für   tliese  i>{w)   die  obige  quadra- 
tische Gleichung  (a)  ia  <p  (w)  gleiche  Wurzeln  hahen  und  daher 


M(p  {w)-{'N=  i/IP  —  PM=0 
sein  wird.  Wir  sehen  somit,  daas  diejenigen  i;i(M')-Werthej  welche 
ip' (w)  zu  Null  machen  und  zwar  von  der  ^"'"  Ordnung,  wie  aus  (4) 
hervorgeht,  auch  Mtp  (w)  +  N  verschwinden  lassen  und  mindestens 
von  der  ^'^"  Ordnung,  so  dass  also  jener  Quotient  nicht  unendlich 
wird.     Es  ist  daher 

My  M  +  N 

ip'  {w) 

eine   eindeutige  Function   von    ^  (w),    welche   für  keinen   endlichen 

Werth  von  ^  (w)  unendlich  wird,  und  da  für  unendlich  grosse  il>  {w) 

M<p  {w)-i-N^  fN^  -  FM 
von   der  n'*"   Ordnung,    und   0'  (m?),   wie   oben  gezeigt   worden,    als 
Function  von  1|^  (w)  aufgefasst,   für  unendlich    grosse   ip  (w)  von  der 
zweiten  Ordnung  unendlich  wird,  so  ist 

M<p(w)+N    __  ^ 

eine  eindeutige,  für  alle  endlichen  ip  {w)  endliche,  für  unendlich 
grosse  ^  (w)  uuendÜch  von  der  n  —  2'="  Ordnung  werdende  Func- 
tion, d.  h.  eine  ganze  Function  «  —  2""  Grades  von  ^  (jp)  werden, 
so  dass 

ist  und  somit 

jede  doppelt  periodische  eindevMge  Funchou  dei   «''■''  Ordnung 
q>  (w)  als  raUonaler  Bruch  der  doppelt  pet  wdischen  Function 
zweiter  Ordmmg  ^(w)  mit  denselben  Pertoden  und  deren  Ab- 
leitung attsgedrückt,  in  welchem  N  tmd  M  ganze  Fundionen 
»'«"  Grades  wnd  Q  eine  ganze  Function  n  —  2'™  Chades  von 
tpiw)  ist. 
Wie  wir  nun  oben  für  die  doppelt  periodischen  Functionen  zwei- 
ter   Ordnung   die   Gleichung  ermittelt   haben,   welche   zwischen  der 
Function  und  ihrer  Ableitung  besteht,  und  welche    die   Differential- 
gleichung des  elliptischen  Integrales  erster  Gattung  war,   ao   soll  es 
nunmehr  unsere  Aufgabe  sein,  auch  für  die  eindeutigen  doppelt  perio- 
dischen   Functionen    n^^'  Ordnung    eine   solche  Differentialgleichung 
aufzustellen.     Sei  s  eine  solche  Function  von  w,   und  die  in  einem 
Elementarparallelogramm  liegenden  Punkte  w,  für   welche  e  unend- 
lich von  der  ersten  Ordnung  wird 

ß],  a^,  ...  K„, 
so  wird 

g ^X—  ^ "1 1 j ^ f_  a  (w) 
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sein,  wo  <p  (w)  eine  in  jenem  Parallelogramm  endlich  bleibende  Func- 
tion bedeutet.  Daraus  folgt  wieder  nach  achou  dagewesenen  Schiüs- 
sen,  dass  tv  —  «,  in  der  Umgebung  von  .s  =  co  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  s  entwickelt,  als  erstes  Entwicklungsglied  s~^  haben 
wird,  und  dass  somit  die  Entwicklung  von 

Jw'^~   {W  —  ßi)'  ~   {w  —  tHY  ~  '  (10  —  c„)'  "T"  ^   ^> 

als  Function  von  s  aufgefasst,  mit  s^  beginnen  wird,  und  somit  jeder 
Zweig  der  vieldeutigen  Function  -^  von  s  für  5  =  co  von  der  zwei- 
ten Ordnung  unendlich  ist.  Da  aber  jedem  £-Werthe  in  jedem  Ele- 
mentarparallelogramm K  verschiedene  w-Werthe  entsprechen,  und  alle 
übrigen  von  diesen  nur  um  Vielfache  der  Perioden  unterschieden  sind, 
so  werden,  wenn  man  diese  »  Werthe  in  einem  Elementarparallelo- 
gramm  mit 

Wi,  w,,  ...  w„ 
bezeichnet, 

(£)  +  («)  +  ■■•  + (li)     =«.), 

(^)l"(^)+;-+(=l=:l(-)...r'''^'' 


eindeutige  Functionen  von  s  sein,  da  -3—  eine  periodische  Function 
von  w  mit  denselben  Perioden  ist.  Ausserdem  können  diese  Func- 
tionen für  kein  endliches  s  unendlich  werden,   da  -r—. 


einer  eindeutigen  Function  nicht  unendlich  werden  kann,  wenn  nicht 
die  Function  z  selbst  unendlich  wird.  Endlich  wird  nach  dem  Obigen 
j\  (s)  für  ^  =  00  höchstens  von  der  zweiten  Ordnung,  f^  (s)  höchstens 
von  der  vierten  Ordnung  u.  s.  w. ,  f„  {s)  höchstens  von  der  2  w'™ 
Ordnung  unendlich,  so  dass  aus  alle  dem  folgt,  äass  ff  (js)  eine  ganze 
FmtcUon  höchstens  vom  zweiten,  f^  (s)  höchstem  vom  vierten,  u.  s.  w., 
f„  (s)  eine  ganze  Function  höchstens  vom  2 «'™  Grade  ist,  und  somü 
^  die  Losung  der  algebraischen  Gleichung 


(h)"-^.»0  +  aw(Ä)" 


ist,  welche  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  einer  doppelt  perio- 
dischen eindeutigen  Function  w'"  Ordnung  und  ihrer  Ableitung 
liefert. 
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Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  in  jedem  Falle 

f,.-,W-o 

sein  muss;  denn  da 

iü,  -|-  »2  +  •  •  ■  +  w„  ^n?  c, 
wo  c  eine  Constaiite  bedeutet,  so  ist,  wie  früher  für  die  doppelt  perio- 
dischen Functionen  zweiter  Ordnung  entwickelt  worden, 

äi^   ,dw,, I    f^«  =  0 

Az^   Az   ^  ^    Az 


i  z,  also  fn  -  1  (s)  '=  0. 


Die  vorigen  Schlüsse  bleiben  dieselben,  wenn  die  Function  s 
einzelnen  Punkten  des  Periodenparallelogrammes  von  eiaer  höher 
als  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird.     Sei  nämlich 


für  die  Punkte  irgend  eines  Elementarparallelogrammes,  so  wird  sich 

w  —  a^  nach  ganzen  steigenden  positiven  Potenzen  von  z  "■  ent- 
wickeln lassen,  und  diese  Entwicklung  mit  eben  diesem  Gliede  an- 
fangen.    Da  nun 

ist,  so  wird  ^—  als  Function  von  3  aufgefasat  nach  fallenden  Poten- 
zen dieser  Variabein  entwickelt  mit  s   "'     beginnen,  und  daher  wieder 

du    ,    _d£    ,  ,      dg 

dw,   '    dwz  i"  ■  ■  ■  "T  ^^^ 

als  eindeutige  Function  von  s,  welche  für  endliche  z  nicht  unendlich 
wird,  dagegen  für  unendliche  0  höchstens  von  der 

"1  +  1  ^14.  ±'™ 
«1  ~  «1 

Ordnung,  also  von  der  0""  oder  l''"'  oder  höchstens  von  der  zweiten 
Ordnung  unendlich,  wieder  eine  ganze  Function  höchstens  vom  zwei- 
ten Grade  sein;  ähnliches  gilt  von  den  übrigen  Coefficienten ,  die 
ganze  Functionen  höchstens  des  i'"",  6'*",  .  .  .  2w'°"  Grades  sein 
werden. 

Nachdem  gezeigt  worden,  dass  die  eindeutigen  doppelt  perio- 
dischen Functionen  w"'  Ordnung  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung und  w'™  Grades  genügen,  in  denen  die  unabhängige  Variable 
nicht  enthalten  ist,  und  deren  Coefficienten  Functionen  von  e  sind,  die 
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resp.  den  zweiten,  vierten,  ...  2  n'^"  Grad  nicht  übersteigen,  wollen 
wir  untersuchen,  welches  die  hinreichenden  Bedingungen  sind,  unter 
denen  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  z  und  w, 
welche  die  Variable  w  selbst  nicht  explicite  enthält,  ein  für  alle  im 
Bndlichen  gelegenen  w  eindeutiges  Integral  hat,  und  wenn  alle  diese 
Differentialgleichungen  char akter isirt  sind,  weiter  fragen,  welcher  Art 
diese  eindeutigen  Integrale  sind. 

Die  erste  Untersuchung  wird  sich  unmittelbar  vermöge  der  für 
die  Differentialgleichung 

in  der  achten  Vorlesung*)  gegebenen  Criterien  für  die  Eindeutigkeit 
der  durch  dieselben  definirten  Functionen  durchfUliren  lassen,  nach' 
welchen  die  als  endlich  vieldeutig  vorausgesetzte  Function  f{s),  für 
jeden  endliehen  Werth  g^  entwickelt,  für  welchen  der  Anfangsespo- 
nent  der  Entwicklung  <  1  ist,  ein  Anfangsglied  von  der  Form 

und  nach  fallenden  Potenzen  von  z  entwickelt,  wenn  der  Änfangs- 
exponent  >  1  ist,  ein  Anfangsglied  von  der  Form 


haben  muss,  oder,  wie  wir  diese  letzte  Bedingung  nach  den  dort  ge- 
gebenen Ausführungen  auch  aussprechen  können,  es  muss,  wenn 
0  =  —  gesetzt  wird,  auch  die  neue  Differentialgleichung 

die  eben  für  die  gegebene  Differentialgleichung  festgesetzte  Eigen- 
schaft haben.  Uebertragen  wir  dies  nun  auf  eine  Differentialglei- 
chung der  Form 


(&)"-/■.«©"+•■ -i/i«- 


SO  werden  sich  somit  aus  diesen  Criterien  als  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingungen  dafür, 

dass  0  eine  für  allp  tm  IMhchen  gelegenen  w  eindeutige 
Function  dieser  Vaiiahehi  ibf,  äf  ergehen,  dasb,  wemt  die 
algehraiscke  Gleichung  tn  Bezug  auf  j~  und  s  fm  j-  eine 
nach  früher  angestelMen  Betrachtungen  hersulntende  Entunckhmg 
nach  steigenden  Totmzrn  von  -  —  ^g  liefert,  wo  s^  jeden  helie- 
higen  endlichen  Werth  heäeiitet,   deren  Änfangsctponent  <  1 

*)  mit  Aenderung  der  Bezeichnung  der  Vanaheln 
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ist,  diese  Entwicklung  mit  {s  —  ^Sq)  '"  beginnen  mtiss,  so 
dass,  wevm  -s—  ßir  s  ^  Sf,  nicht  verschmndet,  m  =:  1  sein 
mms,  also  s^  Jcdn  Versweigungspunlct  für  7—  sein  darf;  dass 
femer  die  obige  Gleichung,  wenn  in  dieselbe  die  Siihstttution 
3  =  —  gemacht  wird,  dieselben  Eigenschaften  besitzen  nmss. 

Ea  ist  vor  Allem  hieraus  unmittelbar  ersichtlich,  dass  die  Func- 
tionen 

AW,   /,(s),  ...f.(.) 

ganze  Fuuctiunen  von  s  sein  müssen;  denn  wären  sie  gebrochene 
Functionen,  so  würde  t— ,  welches  mit  s  durch  jene  algebraische 
Gleichung  verbunden  ist,  nach  den  über  algebraische  Functionen 
bewiesenen  Sätzen,  für  endliche  Werthe  von  ^  unendlich  werden, 
also  die  Entwicklung  von  t—  mit  einem  negativen  Anfangsexponenten 
beginnen,  somit  die  Criterien  für  die  Eindeutigkeit  nicht  erfüllen; 
die  Einführung   der  Substitution  0  =  —   giebt 

©"+.,Y,(^)©-+ ■■■'+. rV.(i)=o, 

also  folgt,  da  nach  dem  eben  Gefundenen  auch 

ganze  Functionen  in  jJ,  sein  müssen,  unmittelbar,  dass 

höchstens  vom  zweiten,  vierten,  .  .  .  2n"'"  Grade  in  g  sein  dürfen, 
dass  somit  die  oben  gefundene  Form  der  Differentialgleichungen  für 
die  eindeutigen  doppelt  periodischen  Functionen  die  für  derartige 
Differentialgleichungen  überhaupt  nothwendige  ist,  wenn  dieselbe  ein 
für  alle  im  Endliehen  gelegenen  w  eindeutiges  Integral  haben  soll. 

Es  wird  sich  jetzt  endlieh  noch  darum  handeln,  zu  untersuchen, 
von  welcher  Art  dieses  in  der  ganzen  endlichen  w-Ebene  eindeutige 
Integral  einer  solchen  Differentialgleichung  sein  muss,  wenn  diese 
der  oben  aufgestellten  Bedingung  genügt.  Dass  jedenfalls  eine  ratio- 
nale Function 

in  welcher  f  (w)  und  (p{w)  ganze  Functionen  von  w  sind,  einer  sol- 
chen Differentialgleichung  erster  Ordnung  genügt,  ist  unmittelbar  zu 
ersehen,  indem  die  Elimination  von  w  aus  der  vorgelegten  und  der 
Differentialgleichung 
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aaf  eioe  solche  Differentialgleiehuug  führt;  für  eindeutige 
einfach  periodische  Functionen  ist  dies  in  der  elften,  für  eindeutige 
doppelt  periodische  Functionen  in  dieser  Yorlesung  gezeigt  worden. 
Um  nun  zu  untersuchen,  wann  diese  verschiedenen  Klassen  von  In- 
tegralen sich  ergeben,  fasse  man  -v-  als  eine  Variable  u  von  0  ab- 
hängig auf,  so  dass  die  zwischen  u  und  s  bestehende  algebraische 
Gleichung  lautet 

«•  -  /■.  (3)  „—  +  /;  (s) »— ' +  /;  (»)  =  0; 

conatruirt  man  für  diese  Gleichung  die  fliemann'sche  Fläche  und  zer- 
legt dieselbe  durch  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende, 
so  wird 

das  Integral  einer  rationalen  Function  von  u  sein,  worin  u  mit  z 
durch  die  obige  algebraische  Gleichung  verbunden  ist,  und  in  Folge 
dessen  hat  10  soviel  Periodicitätsmoduln  als  Querschnitte  da  waren 
und  noch  in  Folge  der  Ausschliessung  der  Punkte  hinzugenommen 
werden  mussten,  welche  —  =  00  oder  f„  (/)  =  0  machten,  und  daher 
0  als  Function  von  w  aufgefasst  ebenso  viel  Perioden.  Sind  alle 
Periodicitätsmoduln  oder  die  von  einem  Punkte  je  eines  Querschnittes 
nach  dem  gegenüber  liegenden  auf  der  einfach  zusammenhängenden 
Riemann'schen  Fläche  genommenen  geschlossenen  Integrale  Null, 
so  wird  10  offenbar  nur  für  jedes  s  n  verschiedene  Werthe  haben 
können,  nämlich  die  Werthe  der  von  irgend  einem  Anfangspunkte 
nach  jedem  s  der  n  Blätter  der  Riemann'schen  Fläche  genommenen 
Integrale.  Ausserdem  kann  aber  w  in  diesem  Falle  nur  für  eine 
endliche  Anzahl  von  Werthen  s  unendlich  werden,  da,  wenn  das 
Integral  für  einen  endliehen  3-Werth  unendlich  werden  soll,  m  oder 
^—  Null  sein  muss,  dies  also  nur  für  die  Lösungen  der  Gleichung 

geschehen  kann;  es  ist  aber  ferner  klar,  dass  w  in  jedem  dieser 
Punkte  nur  von  einer  endlichen  Ordnung  unendlich,  werden  kann; 
denn  da 


J    diu 


und  -3-^  die  Lösung  der  obigen  algebraischen  Gleichung  ist,  so  würde, 
wenn  man  aus  jener  Gleichung  ~  in  der  Nähe  eines  solchen  Wer- 
thes  entwickelt  und  hier  eingesetzt  denkt,  weil  aus  einer  algebraischen 
Gleichung  -5—  nur  von  einer   endlichen  Ordmmg  unendlich  sich  er- 


y  Google 


362  Siebaelmte  Vorleaung. 

geben  kann,  das  Integral  nur  dadurch  von  einer  unendlich  hohen 
Ordnui^  unendlich  werden  können,  dass  sieh  ein  Logarithmus  hei 
der  Integration  ergieht,  d.  h.  die  Entwicklung  der  Function  unter 
dem  Integral  die  negative  erste  Potenz  von  s  —  g,  wenn  g  ein  sol- 
cher singulärer  Werth  ist,  oder  nach  fallenden  Potenzen  von  ^  ge- 
ordnet das  Entwicklungsglied  -  enthalten  würde,  was  mit  der  An- 
nahme in  Widerspruch  ist,  dass  die  Periodicitätsmoduln  sämmtlich 
verschwinden.  Es  ist  somit  iv  eine  w-deufcige  Function  von  s  mit 
einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten,  in  denen  sie  unendlich  von 
einer  endlichen  Ordnung  wird,  also  eine  algebraische  Function  n'*" 
Grades  von  0,  und  daher  auch  ^  eine  algebraische  Function  von  w, 
und  da  ^  eine  für  alle  w  eindeutige  Function  sein  sollte,  eine  ratio- 
nale Function  von  w.  Sind  alle  Periodicitätsmoduln  bis  auf  einen 
Null,  so  erhalten  wir  offenbar  eine  eindeutige  einfach  periodische 
Function,  verschwinden  sie  alle  his  auf  zwei  von  einander  unabhän- 
gige Periodicitätsmoduln,  so  ergiebt  sich  als  Integral  eine  eindeutige 
doppelt  periodische  Function,  es  handelt  sich  also  nur  noch  darum, 
zu  untersuchen,  oh  das  eindeutige  Integral  mehr  als  zwei  Perioden 
haben  kann.  Dass  es  derartige  l^inctionen  nicht  giebt,  soll  allge- 
mein durch  den  Satz  gezeigt  werden,  dass  überhaupt  Functionen  von 
mehr  als  zwei  Perioden  nicht  existiren,  oder  dass  eine  solche  Func- 
tion eine  unendlich  kleine  Periode  haben  mäsate,  was,  wie  schon 
früher  gezeigt,  mit  dem  Begriff  der  von  uns  behandelten  Functionen 
unverträglich  ist,  und  es  wird  daher,  wenn  dieser  Satz  bewiesen  ist, 
gezeigt  sein,  dass  das  Integral  einer  solchen  Differentialgleichung, 
wenn  dasselbe  eine  für  alle  im  Endlichen  gelegenen  to  eindeutige 
Function  ist,  nur  eine  rationale,  eine  eindeutige  einfach  periodische 
und  eine  eindeutige  doppelt  periodische  Function  sein  kann.*) 

Um  nachzuweisen,    dass   dreifach   periodische  Functionen    einer 
Variabein    nicht   existiren,    oder   dass   die   Existenz  dreier  Perioden 


*)  Es  mag  tiemerkt  werden,  dass  die  durch  Zugrundelegung  der  algebra 
sehen  Gleichung 

1  Integrale 


»=//(.,.) 


dz, 


in  denea  f{s,  z)  eine  rationale  Function  von  s  und  z  bedeutet,  so  beschaffen 
waren,  dass  sie  im  Allgemeinen  mehr  als  zwei  von  einander  unabhängige  Perio- 
dioit&tamoduln  haben,  und  dasa  somit  zu  einem  z  unendlich  viele  vi  von  der  Form 


^  +  m,a,  +  m^ 

gehören 

Ol     d          al    P  nt   n     n 

würde, 

in  F  1^      l       n     n  1  n    h  d 

Fanetio 

Q  y      w  m  t  un     11   h  kl   n 

traohtei 

den  Fun  ti  n  n    u    Uli  n  wä 
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1  denen  nact  der  oben  aufgestellten  Definition  mehr- 
fach periodischer  Functionen  keine  ganzzahlige  homogene  lineare  Glei- 
chung von  der  Form 

miK  +  Wj^  +  mgy^O 
besteht,  die  Möglichkeit  nach  sich  zieht,  unendlich  viele  ganze  Zahlen 
fij,  (i^,  f*3  zu  bestimmen,  welche 

kleiner  machen  als  jede  noch  so  kleine  gegebene  Grosse,  wollen  wir 
zuerst  eine  Folgerung  aus  der  Annahme  herleiten,  dass  die  drei  Perio- 
den ä,  ß,  y  Ton  einander  unabhängig  sind. 
Setzt  man 

K  ==  a^  ■^-  hj^i,    ß  =  a^-i-  h^i,     ^  =  «3  +  ^a*; 

so  wird  zuerst  behauptet,  dass  aus  der  Annahme,  dass  zwischen  den 
Perioden  u,  ß,  y  keine  homogene  lineare  ganzzahlige  Relation  statt- 
findet, auch  folgt,  dass  eine  solche  homogene  ganzzahlige  lineare 
Gleichung  zwischen  ^,,  Ä^,  A^  von  der  Form 

oder 

V,  («2^3  —  «s&j)  +  f^{a^bi  —  01&3)  +  v^  («,62  —  »2^1)  =  0 
nicht  stattfinden  darf. 

Denn  nimmt  man  sechs  beliebige  ganze  Zahlen 
9i,  Qt,  Qi,     ^1,  02)  <^s 
und  bildet  die  Poriodenausdr ticke 
w  +  vi  -=  ()i  (y^ß  —  v^y)  —  4.2  (vgK  —  VyY)-\-  Qz  iy^a  —  vj) 

+  i  [Pi  ("s^-a  -  v,b,)  -  9,  (y,h,  -  v,h,)  +  4)3  (v,b^  -  v,b,)-] 
und 
«,  +  v^i  =  6,{v,ß  -  v^y)  -  ff,(i.,«  -v,y)-i-  6^{v^a  -  v,ß) 

=  CiCvaOj  —  rjffls)  ~  ffj(v3«,  —  Via^)  +  ff3(i'20!i  —  1-1%) 

so  werden  die  beiden  Perioden  u  -\-  vi  und  Uj  +  Vji  einen  imaginä- 
ren Quotienten  haben  müssen,  weil,  wenn  dei:  Quotient  reell  wäre, 
für  den  Fall,  dass  derselbe  ineommenaurabel  ist,  nach  früheren  Be- 
trachtungen dieser  Vorlesung  sich  eine  unendlich  kleine  Periode  der 
Function  ergeben  würde,  und  also  die  INichtexietenz  derartiger  Func- 
tionen damit  schon  erwiesen  wäre*),  und  wenn  derselbe  eommen- 
surabel  ist,   eine  homogene  ganzzahlige  Relation  zwischen   a,  ß,  y 

*)  daraus  folgt  auch,  dass 
darf,  weil  Bonst  der  Quotient  z 
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bestehen  würde,  welcher  Fall   ansgeschlo; 
den  Ausdruck 


Bildet  man  aber 


so  ergiebt  sich  durch  unmittelbare  Ausrechnung  nach  einigen  leichten 
Reductionen 

,«,  —  UiV  =  (i/,  (pjöj  —  Paffj)  —  v^(qiS^  —  p^e,)  +  v^  (pjff,  —  pj-?,))  X 
oder 

~Ml1'  =  (''l(i'iÖ3— P3'T2)~*'2(P1<^S— PaöO  +  VaCClffi— C2Öl))(l'lA4-''2A+M3). 

d.  h.  in  Folge  der  oben  für  die  Grössen  Äy,  A^,  A^ 

Relation 

M«,  —  u^v  =  0, 

was  nicht  stattfinden  durfte. 

Da  nun  zwischen  den   Grössen  A^,   A^,   A^  kei 

homogene  lineare  Gleichung  bestehen,  also  auch  das  Verhaltniss  von 

zweien  dieser  Grössen  nicht   eine  rationale  Zahl  sein  darf,   so  wird 

man  ^  in   einen   unendlichen   elementaren  Kettenbruch    entwickeln 
Ä, 

können,  für  den  wieder,  wie  schon  früher  ähnlich  geschlossen  worden, 
mod  1  -r i^     <  — IT 


.od{N„:^-M„)<}- 


ist,  und  man  sieht  somit,  dass,  weil  die  Zähler  und  Nenner  der 
Näherungsbrüche  eines  unendlichen  Kettenbruches  in's  UnendlicLe 
wachsen,  sich  zwei  Zahlen  «j  und  e^  bestimmen  lassen  so,  dass 

(1) ».  i;  - «,  -  ^ 

dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  gemacht  werden  kann,   als  eine 

')   Die  obige  Rechnung   lässt  sicii  in   Doterminantenform  folgenderuiassen 
sohreibea;  wenn 


a    ß   V 

0,  «j  «, 

h   b,  h 

{.vi= 

V,  rj  ^3 

= 

V,  n  n 

+  i 

Vi    Vi   )>, 

9,  ea  9i 

01  Qi  Qs 

?1    «i    03 

«   ß   V 

a,  a^a. 

&,  h  h. 

-j),i  = 

",    Vi   V, 

= 

+  i 

n  Vi  V3 

a,  H  "s 

a,  (Ti  «3 

6,     ff,    C, 

Vi  V2  rj 

V,    Vi   v. 

u,v^ 

öl  Qi  ea 
0,  Oj  ffs 

«1  ß)«. 
6,  &,  Öa 
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beliebig  klein  gegebene  Zahl,  und  es  ist  die  Anzahl  dieser  Zahlen 
£,  und  Ej  unendlich  gross,  da  die  folgenden  Zähler  und  Nenner  des 
Kettenbruehes  die  obige  Bedingung  um  so  eher  erfüllen.  Bestimmt 
man  nun  zu  jeder  Combination  von  «, ,  4j  eine  dritte  ganze  Zahl  Ej 
so,  dass 

(2) «,1;-%-^' 

dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  oder  gleich  -J-  ist,  was  stets  und 
nur  auf  eine  M'^eise  möglich  ist,  da  man  nach  Bestimmung  von  e, 
nur  die  an 

grenzende  nächst  grössere  resp.  nächst  kleinere  ganze  Zahl  mit  dem 
Zeichen  dieser  Grösse  für  b.j  zu  nehmen  braucht,  so  werden  sich 
durch  Multiplication  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  mit  resp.  o^j  **s 
und  &2J  ^3  ^^^  durch  Addition  derselben  mit  Berücksichtigung  der 
unmittelbar  aus  der  Definition  der  Grössen  ^[,  A^,  A^  ersichtlichen 
Identitäten 

f  «1^1  +  «j  A  +  «3  A  =  0 

^' \iiA^-{-\A^+\A^^O 

die  Beziehungen  ergeben 

(4) «.f.  +  a^H  +  %*3  =  -  (%^  +  f^;^'), 

(5) öi^i  +  &2%  +  hh (*a^  +  h-^y 

und  es  ist  somit,  da  z/  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  und 
der  absolute  Betrag  von  z/'  nicht  grösser  als  ^  ist,  gezeigt,  dass  sieh 
unendhch  viele  ganze  Zahlen  £,,  £^,  £g  bestimmen  lassen,  welche  den 
absoluten  Betrag  von 

a,£l-|-öä£5  +  a3£3 

nicht  grosser  als  resp.  mod-~,    mod -^  machen,  so  dass,  wenn 
(6) a^£^^  -\-  a^E„  -\-  a^E.^  =  a^, 

(!) \>i  +  K;  +  \H-i>, 

gesetzt  wird, 

mod  «4  ^  ^  mod  a^,      mod  h^^\  mod  ftj 
ist. 

Gehen  wir  jetzt  von  dem  Grössencomplex 

%,  «3,  «4, 

\>  h>  h 

aus,   so  ist  vor  allen  Dingen  leicht  einzusehen,   dass  keine  linearen 

ganzzahligen  Gleichungen  von  der  Form. 

fa^  +  f^a^a  +  fi«4  =  0 
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bestehen  können;  denn  setzt  man  in  die  erste  dieser  Gleichungen 
den  durch  (6)  gegebenen  Ausdruck  für  a^  ein,  so  wird 

ftjEi«!  +  (fj  -\-  P-i^^f^i  +  fe  +  ft4Ea)a3  =  0 
sein,  und  diese  Beziehung  kann  nach  dem  Früheren  nicht  bestehen, 
wenn  die  Gleichung  nicht  identisch  verschwindet,  was  wiederum  nicht 
i  ist,  weil  jijEi  nicht  Null  sein  kann, 
s  kann  aber  auch  ferner  keine  lineare  Relation  von  der  Form 

"l  ("3^4  ~  ^i^%)  +  '"ii/'-A^  '^2 ''4)  +  *'3(*^2^3  f^S^j)  =  '^ 

denn  setzt  man  auch  hierin  die  durch  (6)  und  (7)  gege- 
benen Werthe  von  a^  und  b^,  so  erhält  man  nach  einer  leichten 
Rechnung 

A  (^^  -  nn  -  ^2H)  +  A^i^i  +  An^t  =  0, 

und  da  diese  nach  dem  Vorigen  nur  bestehen  könnte,  wenn  die 
Coefficienten  von  j1,,  Ä2,  A^  einzeln  verschwinden,  was  aber  offenbar 
nicht  möglich  ist,  so  wird  gezeigt  sein,  dass  die  Grössen 

«2,    ^3,    «4,      62;    ^3)     ^4 

genau  den  Bedingungen  genügen,  welchen  die  Grössen 

a^,  »2,  %,    ^1,  62,  63 
in  Folge  der  Eigenschaft  genügen  mussten,  die  reellen  und  imaginä- 
ren Theile  von  drei  unabhängigen  Perioden  «,  ß,  y  einer  periodischen 
Function   zu  sein,  und   es  wird   somit  auch  wieder  zu  scbliessen  er- 
laubt sein,  dass  es  unendlich  viele  ganze  Zahlen 

'Ja.  ■n%y  Vi 
giebt,  welche,  wenn 

(8) i?2%  +  %%  +  ni<^i  =  «5. 

(9) V^h-^Vzh  +  ViK-h 

gesetzt  wird, 

mod  «5  ^  ^  mod  «j,     mod  \  ^-^  mod  64 
machen.     Da  nun  aus  (6)  und  (8),  resp.  aus  (7)  und  (9)  durch  Eli- 
mination von  «4  und  Ö4  folgt 

(lÜ)   .   .    .      «il^^öi  +  (£j1?^  +  %)  »2  +  (%^4  +  IJj)  «3  =  «5 
(11)    .    .    .       f,>?4&l  +  {«.%  +  )?2)&2  +  («3%  +  %)&3=Ö5. 

SO  giebt  es  somit  unendlich  viele  ganze  Zahlen 

5„  fe,  S», 


welche,  wenn 


gesetzt  wird , 


mod  »6  ^  ^  mod  »4  ^  1  mod  ß.j, 
mod  h^  <i  mod  6^  ^  ^  mod  b^ 
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Geht  man  jetzt  von  den  Zalilen 

Ö2J    «si    oft,     62'    ''3'    ^5 

au8  und  so  fort,  so  findet  man,  dass  es  unendlich  viele  ganze  Zahlen 
Pi)  Pii  Pz  giebt,  für  welche 

Pi^i  +  P2h -^  Psh 
resp.  kleiner  oder  gleich  sind 

—  mod  a«,     —  mod  h^, 

so  daas,  wenn  n  unendlich  gross  wird,  jene  Ausdrücke  unendlich 
klein  werden,  da  diese  Grössen  nie  Null  werden  können  vermöge 
der  Annahme  der  Unabhängigkeit  der  Perioden;  es  folgt  hieraus, 
dass  sich  unendlich  viele  ganze  Zahlen  pj,  ^j,  p^  angeben  lassen, 
für  welche 

unendlich  klein  wird,  d.  h.  dass  in  Folge  der  Annahme  einer  drei- 
fachen Periodicifät  der  Function  dieselbe  eine  tinendlich  kleine  Periode 
haben  miiaste;  es  giebt  somit  keine  Function,  die  mehr  als  zwei  von 
einander  unabhängige  Perioden  hat. 
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Entwicklung  der  Eigenschaften  der  S'- Functionen. 

Indem  wir  nunmehr  wieder  zur  Untersuchung  der  specielien 
Eigenschaften  der  elliptischen  Functionen  zurückkehren,  sollen  im 
Folgenden  zuerst  die  vorzüglichsten  Relationen  der  ^-Functionen  zu- 
sammengestellt werden,  aus  denen  sich  die  der  elliptischen  Func- 
tionen am  leichtesten  herleiten  lassen. 

Wir  hatten  in  der  aecliszehnt«n  Vorlesung  als  Fundamentaltheta 


(1) »,{w)^2j' 


'(2«,  +  ri) 


=  1  -|-  Sg  cos  2tva  ■-}-  2  q*  cos  iwn  -\-  2  (f>  cos  dwjt  -\-  ■  ■  ■ 
definirt,  in  welcher 

q  =  e""', 
und  der  reelle  Theil  von 

wesentlich  positiv  war. 

Es  war  dort  gezeigt  worden,  dass  die  für  diese  Functionen  cha- 
rakteristischen Bedingungen 

■  ' U,  (»  +  «)-«-"'•  +  •'"' 9,  (») 

sind,  so  dass  jede  andere  eindeutige,  im  Endlichen  stets  endliche 
Function,  welche  diesen  beiden  Gleichungen  genügt,  von  einer  im 
Allgemeinen  noch  von  t  abhängigen  Constanten  abgesehen  diese  d^ 
Function  ist.  Wir  können  aber  die  Klasse  dieser  jenen  Gleichungen 
genügenden  Functionen  noch  einschränken,  wenn  wir  sie  der  Bedin- 
gung unterwerfen,  einer  partiellen  Differentialgleichung  zu  genügen, 
welcher  die  -Ö'-Function  genügt,  und  die  wir  folgen dermassen  herleiten. 
DifFerentiirt  man  (1)  nach  w,  so  erhält  man,  da  die  Exponentialreihe 
aus  der  Maclaurin'schen  ßeihe  hergeleitet  worden  und  somit  jedes 
Glied  einzeln  diiferentiirt  werden  darf. 
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und  durch  Differentiation  derselben  Reihe  nach  i 

dt      ~  ^  "^ 
so  dass  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 
(3)  ^^>(^)  =  i^i  ■^■^aW 

folgt. 

Wenn  nun  die  den  Gleichungen  (2)  unterworfene  Function  F(w) 
die  Form 

hat,  in  der  C  noch  von  t  abhängen  kann,  und  nun  noch  der  eben 
gefundenen  Differentialgleichung  (3)  genügen  soll,  so  niuss 

dw^  \d-c     s\    /    \  dt     / 

oder  vermöge  (3) 

d.  h.  C  eine  von  t  unabliängige  Üonstante  sein  für  aile  eindeutigen 
und  endlichen  JB\mctionen,  Vielehe  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  ge- 
nügen sollen. 

Ausser  dem  Fundamentaltheta  hatten  wir  noch  drei  andere  Func- 
tionen 

(4) »,(»)-^/-e"(— !)"' 

=  1  —  2  q  cos  2  WJE  -j-  2$'  cos  itvn  _  .  .  . 
(5) -  .      »,(M;)=^e(^  +  ^)'"'e^('  +  i)('"-4)'" 

=  2  qi  sin  w^  —  2  qf  sin  3  tVTi  +  2  q*   sin  5  wjt  ^  .  .  - 

(6)    .  ._ &,(M;)=_2?e("  +  i)""V^^  +  ^)"''' 

=  2  gi  cos  M)jr  _+  2  g*  cos  3  toz  +  2  gV  cos  5  wji  -| 

eingeführt,  von  denen  nur  ^■^(w)  eine  ungerade  Function  ist,  wäh- 
rend die  drei  andern 

&o(m>),     #jH,     %-s{w) 
gerade  Functionen  von  w  sind. 

Ordnet  man  die  Zahlen  mz,   ni   dem  Index   der  •ö'-Function   i 
derart  zu,  dass 

für     A  =  0,  )»j  =  —  1 ,     wj  =  0, 

A  =  1 ,         )Jü  =  —  1 ,     )*j  =  +  1 , 

-  yl  =  2,        mA=0,  Bi  =  +  1, 

-  A  =  3,  W(i  =  0,  «;,  =  0 

Königäbcrger,  elUpt.  Funet.  24 
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ist,  so  zeigt  eine  einfache  Zusammenstellung  der  Substitutionen,  durch 
■welche  wir  in  der  seehszehnten  Vorlesung  die  drei  obigen  9'-Func- 
tionen  aus  dem  Fundameataltheta  hergeleitet  haben,  dasa 

(7)  ,     e-(w-]i  =  e^"'.Lä*''  +  '"J  +  i"^']"'  Q.^(_^^j^mi-^^n,.t) 

ist,  und  ebenso  leicht  findet  man  durch  Benutzung  der  obigen  Fuuc- 
tionalgleichungen  (2)  für  die  Vermehrung  der  O-Argamente  um  ganze 
Zahlen  und  ganze  Vielfache  von  t*),  v/enn  p  und  g  ganze  Zahlen, 
»ij,  die  Zahlen  0  oder  —  1,  «,,  die  Zahlen  0  oder  +  1  bedeuten,  die 
nachfolgende  E-elation 

(8)  »{»+,  +  „),  =  (-  l)I"'i  + 3%.  ,,-9  ('•  +  «•)  "■«.(„),..) 

*)  oder  wie  maa  sich  auch  ausdrückt,  fßr  die  Termehrung  der  ^-Argu- 
mente um  gaEze  Perioden,  iadem  1  eine  Periode  des  Fundamentaltheta'B ,  und 
eine  Vermehrung  des  Argnmentes  um  r  dieae  Function  von  einer  Esponential- 
grüsse  abgeKehen  auf  sieh  selbst  zurückführt. 

**]  Es  ist  leicht  einzusehen,  dasB  die  aus  (8)  folgenden  Bediiigungsgloichungeii 

9  (^<'  +  t),   =  (~  in    6-'^'"  +  '"''  *(*.);( 

füi  die  &  Fuuttion  mit  dem  Iudex  X  charaktei istisch  sind,  d,  h.  dass  jede  andere 
in  doi  gmzen  Fbene  endluhe  und  eindeutige  Function,  welche  eben  diesen  Be- 
dingungen genügt  "ich  von  &('i)j  nur  durch  eine  multiplioatoriache  Constante 
unteischeidea  kann     Denn  setzt  man  jfue  Function 

50  ergehen  ssch  für  die  Function  f  («i]  aus  den  beiden  obigen  Bedingungen  loicht 
die  folgenden 

/(!.   +l)=f(!.). 


-[■(-?^--)^']jV,, 


■ird, 


«■+l)  =  q,  («-'), 


(aT.'  +  ^) 


welches  nach  dem  Früheren  die  für 
charalrteristisohen  Bedingungsgleichungen  sind ,  so  dass 


F  (![')  =  O.e^' 


,(>.+.,.?.)- 


■.(-+?  +  -^) 


i  1  dieser  if-lFenction  durch  die  in  den  Punetional- 


(-  1)  ■     lind  (-  I)  ' 
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und  durch    Liiimittelbace   Pnbstitutioii    aus   (7)    mit  Hülfe    von   Glei- 
chung (8) 

)  K» + "'+ T')>  -  «-?(-+?■)" .  ;■""'+-'•-"■'-'-'+""■' »(»)., 

worin  Mv  und  w,  durch  die  Congruenzen 

«Jt  :-=  im  --j-  »J^  (mod  2) ,        tiy  ^nx  -\-  %  (mod  2) 
resp.   auf  die  Werthe  0,   —  1  und  Oj   +  1   zuräckgeführt  werden, 
und  der  Index  v  aus  wi»  und  Wv  nach  dem  obigen  Schema  bestimmt 
■wird. 

Um  die  s^iäteren  Rechnungen  leichter  und  übersichtlicher  aus- 
führen zu  können,  wird  es  zweckmässig  sein,  aus  (8)  und  (9)  die 
nachfolgende  Tabelle  zusammenzustellen 


'ermehcuog 
1  Argumente! 


(-l)"*» 


Nachdem  nu 


(-1)'^ 


(-ir+"i 


i~ifi 


als  Factor  hinzutretende 
Esponential  grosse 


-{„+i)(,.,  +  (_n+l,).)^. 


hl  die  Beziehungen  der  vier  ö'- Functionen  zu 
einander  festgestellt  worden,  wird  es  sich  darum  bandeln,  die  wesent- 
hchen  Eigenschaften  diesei  Functionen  zu  entwickeln,  aus  denen  sieh 
spatei  die  entsprechenden  Eigenschaften  der  elliptischen  Functionen 
unmittelbar  werden  herleiten  lassen,  und  zwar  sollen  zuerst  die  Null- 
werthe  der  ö--Punctionen  gefunden  werden,  die  sich  aus  den  Formeln 
der  sechszebnten  Vorlesung  unmittelbar  ergeben.  Da  nämlich,  wie 
dort  ersichtlich,  sich  ö'j  {w)  von  ©^  (tv)  nur  um  eine  Constante  unter- 
scheidet, und  diese  Function  für 


und  nur  für  diese  Werthe,  wenn  m  und  n  beliebige  ganze  Zahlen 
waren,  verschwand,  so  werden  auch  in  dieser  Form  alle  Lösungen 
der  Gleichung  &^  {w)  =  0  enthalten  sein.  Entnimmt  man  nun  aus 
der  Substitutionstabelle  die  Formel 


.»,(«, 


-ir). 


M—i)' 


*3  (>")» 


SO  folgt,  dass  ^g  (w)  verschwinden  wird,  wenn 
*"  +  i  —  \t  =  m  -\-  nx 

.i.-.»-j  +  («  +  «. 

ist  und  nur  für  diese  Werthe,   und  verfährt  man  j 


oder 
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die  anderen  &-Functioneii, 

so  erhält  man  für  sämmtlicln 

gen  von 

&,  {w)  =  0, 

w=^m4-  nz 

*„(M7)==0, 

^  =  M  +  C«  +  i)., 

*,(«>)  =  0, 

tv  =r  m  —  \-\-  nt, 

^3^=0, 

»-.m-i  +  (»  +  i).. 

Wir  wollen  jedoch  die  Nullwerthe  der  ■S'-Punctionen  noch  in 
anderer  Weise  bestimmen,  ohne  von  den  Entwicklungen  dieser  Func- 
tionen in  unendliche  Produete  auszugehen. 

Da  nämlich  die  ©■^-Function,  wie  aus  den  Functionalgleichnn- 
gen  (2)  hervorgeht,  die  Periode  1  hat  und  für  eine  Vermehrung  des 
Argumentes  um  t  in  sich  selbst  übergeht,  muItipHcirt  mit  einer  Ex- 
,  welche  für  keinen  endlichen  Werth  des  Argumentes 
verschwinden  kann,  30  folgt,  dass 
—ri-T  die  Nullwerthe  der  Function  %.^  (w) 
in  einem  vom  Nullpunkte  aus  mit 
den  Seiten  1  und  t  eonstruirten  Pa- 
rallelogramme a'ämmtliche  Nullwerthe 
dieser  Function  liefern  werden,  wenn 
"  'zu  jenen  beliebige  ganze  Zahlen  und 

beliebige  ganze  Vielfache  von  t  hinzuaddirt  werden.  Unterauchen 
wir  nun  zuerst,  wie  oft  ^^  {w)  in  jenem  Parallelogramme  unendlich 
klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  so  giebt  bekannthch  das  Integral 


</" 


d  log  fl-;j  {w) , 


über  den  Umfang  jenes  Parallelogramms  genommen,  diese  Anzahl, 
da  ■9'3  {w)  stets  endlich  ist.  Da  sich  aber  dieses  Integral  als  Summe 
von  vier  Integralen  in  der  Form  darstellen  lässt 


-U   p  log  ^3  iw)  +  -^Ujd  log  ^3  iw)  +  ^Ujd  log  «3  (W)  +  ^.Jd  log  0, 


oder  vermöge  dec  Substitution 

für  das  zweite  und  dritte  Integral  durch 


^  J>  log  *3  {tv)  +  ^^j'd  log  %.,  (1  +  lu) 
-  ~  Cd  log  3-3  (w  +  ^)  +  a^  A  !og  ^3  (w) 
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Entwicklncg  der  Eigeasehaften  der  fl--riiactioiieii. 
SO  wird,  da  nach  den  FunctionalgJeichtingen  (2)  und  (3) 

ferner 

©■,  ho)  ra  w  +  iini        1  ,1  0-,  (w)  ,, 

—  ./.'■   '       =  e'-     ^'     ,     also     f/log  -li-r    ,     r  =^2% 

ist, 


24ij<'l»«*3  (")-=' 


sein,  d.  h.  es  wird  die  eindeutige  Function  in  diesem  Parallelogramme 
tmr  in  einem  Punkte  von  der  ersten  Ordnung  tmendlich. 

Um  nun  diesen  in  dem  betrachteten  Parallelogramm  gelegenen 
Nuliwerth  erster  Ordnung  ß  für  die  ö'^  (wi)- Function  zu  finden,  be- 
nutzen wir  wiederum  den  in  der  siebenten  Vorlesung  bewiesenen 
SatZj  wonach,  da  w  =  1  zu  setzen  ist, 


i-jfijy'ii  log  »»(•"-). 


wird,  wenn  das  Integral  über  eine  den  Punkt  ß  einschHessende  Ourve 
ausgedrückt  wird,  die  nicht  noch  andere  Nullen  oder  Unendliche  der 
Function  ^3  {w)  umschliesat.  Wir  dürfen  somit  zur  Integration scuiTe 
den  Umfang  des  obigen  Parallelogramms  wählen  und  erhalten  mit 
Benutzimg  der  eben  vorher  gemachten  Substitutionen 

ß  -  ~iß  log  »,  W  •  w  -J'd  log  9,  («.  +  .).  (»  +  T) 

+  Ca  log  »,  (»  +  1)  .  (»  +  1)  -J'd  log  »,  («-■)  .  «., 
oder  da 

ist, 

^^-  ^iß  ^"^  *3  («')    +/'(*"■  +  ^)  ^^^  -^i'ä  log  ^3  iP)  ■ 

Nun  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass 

plogS-3(«(;)  =  2ifcjr8, 

worin  Ti  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  weil  #j  (w)  die  Periode  1  hat, 
und  ^3  ito)  daher  einen  geschlossenen  Weg  besehreibt,  und  ferner 
nach  den  Gleichungen  (2) 

jd  log  %,  {IV)  =  [log  ^3  Cjr)J  =  log  a-3  (r)  -  log  *,  (0)  =  ~  nxi 

vermehrt  um  geschlossene  Integrale 
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/ 


d  log  -ö-j  {w) , 

um  einen  oder  mehrere  der  Nullwertlie  von  ■S'g  («')  genommen,  deren 
Werthe,  wie  wieder  unmittelbar  zu  sehen,  da  i?'^  («f)  einen  geschlos- 
senen Weg  beschreibt,  von  der  Form 

sein  werden;  daher  geht  der  Werth  von  ß  in 

/J  _  -  J,  +  1  +  r  -  I  +  i 
oder  in 

/i-i+ji +  «•  +  »« 

über,  was  auch  oben  gefunden  worden. 

Aus  der  Form  der  Exponent! alreihe  der  ^-Function  sieht  man 
ferner  ohne  Schwierigkeit,  dass  sich  das  Product  zweier  0- Functio- 
nen wieder  als  Summe  ebensolcher  Functionen  darstellen  lässt,  und 
könnte  durch  einfache  Ausführung  dieser  Multiplieation  die  zu  dem 
aufzustellenden  Additionstheorera  hinreichenden  Hülfsformeln  en^ 
wickeln.  Wir  ziehen  ea  jedoch  vor,  gleich  das  Product  von  p  sol- 
chen d'-Functionen  zu  bilden,  um  später  von  diesen  Ausdrücken  noch 
weitere  Anwendungen  machen  zu  können. 

Sei,  wenn  m^,  m^,  ...  m^  ganze  Zahlen,  «, ,  ir^,  ...  «g,  s^,  Sj,  ...  Sg 
beliebige  Grössen  bedeuten, 

(10)      ?.(«)=  JYe''''^™="^"'"^'°^''"ö-s(mpW  +  »»  +S^r), 

so  wird 

(11) ^(M+l)  =  e"''>(M;), 

(12) wis,  +  m^s^  -t- h  m^Se  =  S 

gesetzt  wird. 

Vermehrt  man  ferner  das  Argument  um  t,  so  folgt  nach  (8) 

(13) g.(.<,  +  .)_e-l""  +  "  +  '"->(»), 

wenn 

(14) m{^  +  m.^  -\ \-  fflj-'  =  r, 

(15)  , *Wi  a,  +  m^a.^  +  ■  -  ■  +  m^  ßg  =  ^ 

gesetzt  wird. 

Da  die  Fanctionalgleichungen  (11)  und  (13)  noch  nicht  die  Form 
der  Gleichungen  (1)  haben,  so  setzen  wir 

(16) ^)^{w)  =  e     '■  <p  \r        r ) 

und  finden  durch  unmittelbares  Einsetzen  in  die  Gleichungen  (11) 
und  (13)  für  ^^  {«?)  die  folgenden  Functionalgleichungen 
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(1') »,(»  +  r)-9i(«), 

(18) 9»,  (»  +  '■')  =  e-'-*">"  T,  (»). 

Setzt  man  iivfii  endlich  noch 

(19) -pA^)-  2   g^iCw  +  w), 

so  werden  die  sich  unmittelbar  aus  (17)  und  (18)  ergebenden  Be- 
ziehungen 

(20) 9a(*''+l)  =  'P2(*^), 

(21) q>^(w  -\-  rt)  =  e''-^'"'^'^''^"'  (p^(w) 

die  für  das  Fundamentaltheta  mit  dem  Modul  rt  charakteristischen 
Bedingungen  sein,  und  somit 

^2  (m;)  =  C.  *3(w,  rz) 
sich  ergeben,  indem  wir  die  Bezeichnung  des  Moduls  in  die  *- Func- 
tion mit  aufnehmen.     Mit  Berücksichtigung  von  (19)  und  (16)   folgt 
aber  dann  offenbar,  dass 

ist,  wo  C  von  den  in  die  91-Function  eintretenden  Constanten  ab- 
hängt. Beachtet  man  nun,  dass  die  Gleichung'  (22)  erhalten  worden, 
indem  man  nur  von  den  Function  algleichungen  (11)  und  (13)  für 
die  9? -Function  ausging  und  durch  successive  Substitution  zu  dieser 
Form  gelangte,  dass  aber  jene  Funetionalgleichungen  unverändert 
bleiben ,  wenn  man  r  und  A  unverändert  läaat,  jedoch  S  in  S  -{-  l 
verwandelt,  wenn  l  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ergiebt  sich 
unmittelbar,  dass  auch  die  Gleichung  (22)  bestehen  bleibt,  wenn 
S  +  l  statt  8  gesetzt  wird,  indem  nur  die  Constante,  die  wir  jedem 
Ü-Werthe  entsprechend  mit  Ci  bezeichnen  wollen,  ihren  Werth  ändert. 
Setzt  man  daher  der  Reihe  nach  für  l  die  Werthe  0,  1,  2,  ...  r  —  1 
und  addirt  die  so  entstehenden  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

berücksichtigt  man  aber,  dass,  wenn  n  von  Null  verschieden  ist,  ^ 

'  =  0, 


.2-- 


und  dass,  wenn  n  =  0,  der  Werth  dieser  Summe  r  ist,  so  folgt,  das 
auf  der  linken  Seite  nur 
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bleibt,  und  dass  somit  die  Verwaudlungsformel  des  Productes  von 
©■-Fanctioneii  in  eine  Summe  durch  Berücksichtigung  des  Werthes 
von  9  (^w)  folgeßdermassen  lautet 

(23)  ,  .  .    J7e-.l'--  +  '-.  +  -.'l"#,(»,.»  +  c..  +  s.»,r) 


:2 


Gl .  e~-~  ["■-^•■'^  +  ^-  +  '>V'  ^^^^^  ^A  +  (S+l)t,  TT). 


Da  die  Grössen  r,  Ä,  S  durch  die  Gleichungen  definirt  waren 
m^a^^  +  m^a^  -j-  .  .  .  ^  m^a^  =  A, 

»ii  «1  +  »^j  S;  +  ■  ■  ■  +  »ij  sp  =  a, 

und  diese  Gleichungen,  ohne  dass  r,  A,  S  ihren  Werth  ändern,  auf 
unendlich  viel  Arten  durch  verschiedene  Wahl  von  m,,  ...  nig,  a„  ...  a^, 
Sj,  .  .  .  Sg  befriedigt  werden  können,  so  wird  es  möglich  sein,  da 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (23)  von  C'j  abgesehen  nur  von  den 
Grössen  r,  A,  S  abhängt,  unendlich  viele  wie  die  Hake  Seite  jener 
Gleichung  gebildete  ö'-Producte  herzustellen,  für  welche  die  rechte 
Seite  von  den  Gonstanten  abgesehen  dieselbe  bleibt,  und  es  folgt 
daraus,  dass,  wenn  man  *■  +  1  solcher  Gleichungen  aufstellt,  man 
die  r  in  den  rechten  Seiten  linear  enthaltenen  Ausdrücke 

.^'■'"  +  "*'""''-'9.(™  +  ^  +  (S  +  l).,") 
eliminiren  kaim,   und  sich  somit  ztmschen  je  r -\~  i   solchen   &-PrO' 
ditcteti  eine  Jiomot/ene  lineare  JReJaMon  ergieht. 

Es  soll  von  diesem  Satze  sogleich  eine  Anwendung  auf  die  Her- 
leitung  der  Additionstheoreme  der  ^-Pnnctionen.  gemacht  werden. 
Setzt  man  nämlich 

tii^  =  Mij  =^  l ,     also     r  ==  2, 
so  dass  man  ■Ö'-Producte  von  nur  zwei  Factoren  hat,  setzt  ausserdem 
u  statt  des  Argumentes  w,  ferner 

A==w,     S  =  0, 
so  werdeu  die  Gleichungen  zu  befriedigen  sein 
ßj  -|-  «j  =  i!?, 
s,  +  s,  =  0, 
und  da  dieses  dadurch  geschehen  kann,  dass  man 
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setzt,  worin  mj,  mj,  zwei  Zahlen,  welche  0  oder  —  1  siiid,  und  nx 
und  nz,  zwei  Zahlen,  welche  0  oder  +  1  sind,  bedeuten,  eo  wird 
zwischen  den  drei  folgenden  Producten  von  je  zwei  ^-Functionen*) 

»s  (»  +  »  +  »)  «■.(«-"). 

-'4("+"--x-'4')"  ^  (.,j_.„    "i    '•!  \ 

—  c9i  (»)»;{»  +  «') , 

in  welchen  c  und  r,^  Constanten  bezeichnen,  die  nicht  von  w,  v,  w 
abhängen  und  deren  Bestimmung  unmittelbar  aus  der  SubstitutionB- 
tabelle  folgt,  hier  aber  unnöthig  ist,  sich  die  nachfolgende  homo- 
gene lineare  Relation  ergeben 

(24)      9,  («  +  »  +  .1.)  »,  (..  -  •■)  -  ^  W  *  (»)  »•  («  +  »). 

in  welcher  noch  die  beiden  in  Bezug  auf  ti  conatanten  Grössen  (X) 
und  (/Ij)  zu  bestimmen  sein  werden. 

Macht  man  in  dieser  Gleichung  statt  *(  die  Substitution 

M  -I-  ™l?  -i-  ^  T  , 

wo  /5  =  0,  1,  2,  ?)  sein  kann,  so  wird  nach  Gleichung  (9),  wie  leicht 
auszurechnen, 

(25)  .  .    &ß{u~^v  +  w)  .y  {u  ~  -v)  =  ^  il)  {-  VT'  V »p,  («)  &f,  (w  +  w 

indem  wir  unter  ßl  den  aus  ß  und  l  zusammengesetzten  oder  durch 
die  Congruenzen 

mßx  ■=mß-\-mx  (mod  2),     n^a  =  w^j  +  »^J  (ino^  2) 
definirten  Index  verstehen,  während  die  Indices  ß,  X,  X^   noch  voll- 
ständig beliebig  sind,  nur  dass  k  und  X^  nicht  zugleich  den  Index  3 
bedeuten  dürfen,  weil  wir  sonst  in  der  homogenen  Relation  (2 1)  nicht 
drei  verschiedene  S'-Producte  hätten. 

Bezeichnen  wir  nun  irgend  einen  der  Indices  0,  1,  2  mit  e,  und 
werde  der  Index  is  mit  ^  bezeichnet,  so  wollen  wir,  wenn  X  einen 
beliebigen  Index  und  X^^=  Xs  bedeutet, 

*)  für  welche  stets  der  Modul  v  gelten  soll,  wenn  eicht  ein  anderer  he- 
BOnderfi  in  die  Bezeiclinuiig  dieser  Function  mit  aufgenommec  wird. 
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setzen,  dann  weri^eu  die  Indices  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (25) 

(3yl  =  l£/lX  =  ls  =  5j, 
da  AX  =  3  ist,   wie  man  aus  der  Suhstitutionstabelle   ersieht,   indem 
nur, ganze  Perioden  zum  Argument  hinzukommen,  und 

sein,  so  dass,  da 

die  einzige  ungerade  ^^Function  ist,  die  Gleichung  (25),  wenn  u  =  0 
gesetzt  wird,  für  die  Constante  (^)  die  Bestimmung  liefert 

'-^'*^ W  —  (.-  ^J  ^^  (0)  &^  (^-  ' 

da 

»,'(-")  -  (-  1)'"''""  »,!(")  -  C-  1)C-1+-»)("1  +  "')  »„(V), 

weil  nur  für  ffl,i  =  H,,;=  1  die  Function  eine  ungerade  ist,  ferner 
(_lfi-f  _(-!)->  (",  +  ■•« 

und 

m,  «,,  =  0 

ist,  weil  7/  nicht  1  sein  kann. 

Da  sich  nun  der  Werth  dej:  Constanten  (A^)  nach  der  in  Bezug 

auf  A  und  Aj  symmetrischen  Form  der   Gleichung  (25)  aus   dem  für 

(A)    gefundenen   Ausdrucke    ergeben   muss,    wenn    dort    statt    l    die 

Grösse  A,  =  A  £  eingesetzt  wird,  so  folgt  nach  Einführung  dieser  beiden 

Constanten  in  die  Gleichung  (24) 

(27) &,{0)&,{w)»,(u-\-v-\-w)&,{u-v) 

=  (_  iyx '",  ^,  (j,)  ^^  (j,  +  M)  #, I  («)  &^,{v  +  w) 

+  (—  l)"^"™"  »i:  (u)  &i,{u  +  w)  *„J1, (»)  .%i. (*f  +  «y), 

worin  A  einen  beliehigen  Index,   e  einen  der  Indices  0,  1,  2  und  tj 

den  aus  1  und  e  zusammengesetzten  Index  bedeutet;  wenn  nun  noch . 

—  V  statt  V  und  iv  -\-  v  statt  w  gesetzt  wird ,  so  ergiebt  sich ,  weil 

und  ebenso 

ist, 

(28) #,  (0)  9,  (»  +  w)  »,  (»  +  v)  »j  (ii  +  «1) 

_  (_  l)-i"i;  «1  („)  »,(u  +  v  +  w)  »,,  (o)  »,,  (n.) 
+  (-  l)»«-,i.  »!,(„)  »j.(„  +  „  +  „)  »,,,  („)  »„,  (»). 
Setzt  mall  Hua  endlich  in  (25) 

statt  V     V  -\-  -^-] — ^  T , 
statt»    w  +  '^+^r, 
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worin  m«  0  oder  — ■  1,  «n  0  oder  -|-  1  sein  kann,   so  ergiebt  sich, 
wie  man  leicht  aus  den  Formeln  (8)  und  (9)  entnimmt: 
(29) .%,(0)9,,^iv  +  w)&.{u-{-v)&^(u-i-t^) 

=  0,*UW)  *J«,*(«  +  V  +  tv)  *,J„(«)  &,iß  {w) 

worin  p^  und  pj  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeuten;  wir 
fügen  deren  Werthe,  die  sich  unmittelbar  aus  der  angedeuteten  Rech- 
nung ergeben,  iiieht  bei,  da  es  in  jedem  Falle  doch  am  besten  ist, 
sieh  die  gesuchte  Formel  unmittelbar  aus  (28)  vermöge  der  Subatitu- 
tionstabelle  abzuleiten,  wobei  jede  weitere  Rechnung  vermieden  ist. 

Um  nun  aus  (S?Ö)  die  gesuchte  allgemeine  Additionsformel  der 
^-Function  herzuleiten,  braucht  man  nur 

■w  =  —  V 
zu  setzen,  und  erhält  dann 
(30) *,  (0)  »,ji.^  (0)  »„  (m  +  v)  #^  (m  —  v) 

+  (~  ir--"^  "'-"^  92^^'  (m)  *»-,*  («)  *.^-  W  ^i'^'ß  («); 

es  ist  somit  das  Product  der  beiden  &- Functionen 

»,(u  +  v)»f(u-v) 
in  eine  Summe  v<m  Troducten  von  &-j!'unetionert  verwandelt,  taelehe 
die  Argumente  u  und  v  gesondert  enthalten. 

Da  wir  im  Folgenden  vielfach  die  verschiedenen  Additionsformelu 
der  1^-Furictionen  brauchen  werden,  so  wird  es  zweckmässig  sein,  die 
vollständige  Tabelle  der  wesentlich  verschiedenen  aus  (30)  hervor- 
gehenden Relationen  aufzustellen,  wobei  wir  der  Kürze  halber 

*«  (0)  #,,  (0)  *y  (m  +  ^)  *d  (m  —  «)  mit  [ß  /3  J-  ^] , 

».{»)»,(»)»,(•)»  (ij)  mit  («^7«) 
bezeichnen  wollen.     Es  ergiebt  sich  sodann  die  folgende  Zusammen- 


[0000]. 
[0000]. 
[3300]  . 
[3300]  . 
[2200]  . 
[2200]  = 
[2222]  . 
[2222]  - 
[3322]  . 
[3322]  = 
[0022]  . 
[0022]  . 


(0000)  —  (Uli) 
(3333)  _  (2222) 
(0033)  +  (2211) 
(3300)  +  (1122) 
:  (0022)  +  (3311) 
:  (2200)  —  (1133) 
:  (2222)  —  (IIU) 
:  (3333)  -  (0000) 
.  (2233)  —  (0011) 
.(3322)  — (1100) 
.  (2200)  -  (3311) 
.  (0022)  -  (1133) 


[0011]  . 
[0011]. 
[3311). 
[3311]  . 
[2211]  . 
[2211]  . 
[3333]  . 
[3333]  . 
[2233]  . 
[2233]  . 
[0033]  . 
[0033]  . 


.(1100)  -(0011) 
(3322)  —  (2233) 
(1133)  — (3311) 
(0022)  —  (2200) 
:  (1122)  —  (2211) 
(0033)  —  (3300) 
:  (3333)  +  (Uli) 
.  (2222)  +  (0000) 
:  (3322)  +  (0011) 
.(2233) +  (1100) 
:  (0033)  —  (1122) 
:  (3300)  —  (2211) 
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[2310]  =  (1023)  +  (2310)         [0220]  =  (0202)  —  (1313) 
[2301]  =  (1023)  —  (2310)         [0202]  =  (0202)  -f  (1313) 
[0330]  =  (0303)  —  (2121)        [0213]  =  (1302)  -f  (0213) 
[0303]  =  (0303)  +  (2121)        [0231]  =  (1302)  —  (0213) 
[2323]  =  (3232)  —  (1010)        [0312]  =  (1203)  +  (0312) 
[2332]  =  (3232)  +  (1010)        [0321]  =  (1203)  —  (0312). 
Wir  wollen  von  diesen  Additionsformeln.  sogleich  eine  Anwen- 
dung auf  die  Aufstellung  von  Relationen  machen,   welche   zwischen 
den   ö'-Functionen    und    deren   Ableitunjpen    für   den  Nullwerth    der 
Variabein  bestehen  und  zur  Abkürzung  von  nuu  an 

»a  (0)  imt  *„ 
bezeichnen. 

Man  sieht  leicht,  dass,  wenn  mau  u  =  v  =  0  setzt,  wegen 
3-j  =  0  aus  allen  obigen  Additionsformeln  sich  nur  eine  Relation 
und  zwar  aus  der  Gleichung 

[0000]  =  (3333)  —  (2222) 
ergiebt,  nämlich 

(31) ,  .  .    &/  +  ^j-i  =  ^3^; 

da  nun  früher  zwischen  den  ö'-Functionen  für  die  NuUwerthe  der 
Variabein  und  dem  zum  Modul  t  der  ■9--Function  gehörigen  Integral- 
modul ]c  die  Beziehung  gefunden  war 

so  folgt 

^  =  1  -  ^  =  1  _  )t^^ 

oder  da 

k^^  =  l  —  ¥ 
gesetzt  war, 

7.  s  „  V 

und  daher  zwei  Werthe  der  Grössen  j/h  und  }/\  durch  die  eindeu- 
tigen S'-Functionen  in  der  Form  gegeben 

Wir  leiten  ferner  noch  eine  Beziehung  her,  welche  zwischen  der 
Ableitung  der  ungeraden  ■S-Functionen  und  den  drei  andern  geraden 
ö^i'unctionen  für  den  Nullwerth  des  Argumentes  besteht,  und  gehen 
zu  dem  Zwecke  von  der  im  obigen  Schema  enthaltenen  Additions- 
formel aus 

«■j*,,«-,  (m  +  «)*o(-w  — ü) 

=  »,  {u)  *,  (u)  »,  («)  9,  (v)  +  &,  (u)  &,  (u)  &,  (v)  &,  (v); 

entwickelt  man  auf  beiden  Seiten  nach  steigenden  Potenzen  von  v, 

dann  liefert  die  Identificirang   der  Coefficienten   der  ersten  Potenzen 
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^2  ^a  (■^0  (")  *j'  (w)  —  *i  («)  ^o'  («))  =  ^0  *i'  ^2  C")  ■^s  W  > 
und  wenn  dieser  Ausdruck  wieder  nach  Potenzen  von  m  entwickelt 
wird,  indem 

d-g  (u)  =  »0  +  r^  ^ö"  H — 

S-,  (m)  =  u&t  +  ~  &i"-\ 

&,  (u)  =   *,    +  ^  ^Z  +  .  .  . 

ist,  so  giebt  die  Identifieirung  des  Coefficienten  von  u^  auf  beiden 
Seiten  der  vorigen  Gleichung 

oder 

(3^) -&;•- = -^^ + ^  +  -»:  ■ 

Aber  es  folgt  aus  der   oben  für   die   ^g-Function   entwickelten 
Diffe  renti  algleicha  ng 

wie  man  sich  durch  die  Substitution  der  halben  Perioden  oder  durch 
unmittelbare  Differentiation  der  für  die  ■d'-E'unetiouen  aufgestellten 
Reihen  überzeugt,  dass  wenn  ß  irgend  einen  der  Indices  0,  1,  2,  3 
bedeutet, 

w ^^=4-"ir 

ist.     Bedeutet  nun  a  den  Index  einer  geraden  ■9--Funetion,  so  ist 

K  W  -  *a  +  O  *""  H ' 

und  somit  in  Jj'olge  der  Differentialgleichung  (33) 

(34) »."-■'"-K-i 

ist  K  jedoch  gleich  1,  so  ist 


also 
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SO  da  SS 

(36) V-4«^, 

und  es  geht  daher    mit  Benutzung   der   Gleichungen  (34)  und   (35) 
die  oben  gefundene  Beziehung  (32)  in 

d»,'        d9a        d»t        d&^ 

dl    ^'^    _i      '^^      1      "^^ 

T^  ~~    Ta     '      >j    "T"     ■ffs" 

über,  so  dass  die  Integration  uacli  t 

(36) &i=C&a^2^3 

liefert,  worin  C  eine  von  t  unabhängige  Conatante  bedeutet. 

Die  Constante  Cwird  leicht  dadurch  bestimmbar  sein,  dass  mau 

das  Produet  der  Entwicklungen 

^■„=1  —  22  +  2^^ , 

^5  =  2  ^i  +  2  gT  -|-  2  jV  -j *), 

mit  der  aus 

oder 

&^'{u)  =  27cq^  coäuic  —  2  .  3jr(jTcos3M3t  +  ■  ■  ■ 
abgeleiteten  Entwicklung  Ton 

Oi'=2ir9i  — 2.33r#H 

vergleicht,  und  findet,  dass  die  Identificirung  der  Anfaugsglieder  der 
Entwicklung 

2  7tqi=C.2qi, 
also  C=Ji  liefert,  so  dass  die  Gleichung  (36)  in 

(37) O,'=?r*o^2*3 

Übergeht. 

Mit  Hülfe  dieser  Beziehung  wird  es  möglich  sein,  die  VVerthe 
der  drei  geraden  a'-h'unetionen  für  den  Nullwerth  der  Variabein  ver- 
mittels des  Integral moduls  und  der  Periodicitätsmoduln  des  zuge- 
hörigen elliptischen  Integrales  auszudrücken. 

Es  war  nämlich 

_  1  "' CD  __».*■  (11°) 

und  daher 

*)  wobei  KU  bemerken,  das  die  Grösse  q'  eindeutig  durch  den  Ausdruck 
e  '    bestiramt  war. 
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«^.„,^».  -.&)<¥)- -•m--&) . 

also 

(^^) (  ''d«,""  )  =  #;  ät '  ß' 

da  aber  ausserdem 

war,  so  erffiebt  sich 

1  —  ?3  *i'  \ 
9^  ÖÖ  "^ 

und  vermöge  der  oben  gefundenen  Relationen 

folgt 

(39) ii  =  2jrV 

oder 

(40) *3  =  /3^=l  +22  +  23*+---, 

wo  das  Quadratwurzelzeichen  vermöge  der  Eindeutigkeit  der  S-^-Func- 
tion  fest  bestimmt  ist. 
Da  ferner 

■war,  also 

^  =  %-  ^  t/ — 
ist,  so  folgt  

worin  wiederum  die  Quadratwurzel  wegen  der  Eindeutigkeit  von  &g 
einen  bestimmten  Wertb  hat;  benutzt  mau  endlicJi  noch  die  Glei- 
chung 

so  sind  die  vier  für  das  Folgeude  nofchwendigen  Beziehungen  er- 
mittelt: 

(41)....  ».-/«,  »,=/!!,  ».-/£, 

Nach  Herleitung  dieser  Relationen  wird  es  nun  aber  möglich 
sein,  die  unendlichen  Prodi] ctent Wicklungen  für  die  vier  ^-Functionen 
aufzustellen  und  den  Werth  der  in  der  sechazehnten  Vorlesung  noch 
unbestimmt  gebliebenen  Constanteu  zu  ermitteln. 
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Es  war  dort,  wenn 

ü  &,  («I) 

sin  am  --  tv  =     ' , 
2  0„  (tv) 

gesetzt  wurde, 

(■12) «,W  -f  "i|"  f|(i  -  ;.-|'ir,) 


=  — -  sm  3J 


gefunden  worden.    Da  nun  nach  GlGiehumg  (14)  jener  Vorloauug  und 
der  oben  erhalteoen  Relation 

ist,  so  wird 

(44) ...  ». (»)  _ /i^;  H  H (i  -  if+i'+«-.) 


Es  war  ferner 

0,  (w)  =  6'nOi  (ic), 


ist,  oder  mit  Hülfe  der  für  @j  (to)  und  -9',  (tv)  gefundenen  analytischen 
Ausdrücke 


6'  = 


f..j:j-fl(^,^'^) 


.;.,  +  ar«"  +  - 
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oder 

verml^ge  der  Gleicliuiigen  (41) 

so  d« 

(46) 

C.-/-S' 

..  *,(..) =/^.f»|Jj|(.-^;^ 

)'J(l-2  5"ce.2...  +  s'") 

?      2„     '2,   ='"""'                   JV 

Um  die  Productent Wicklungen  für  die  beiden  andern  O-Fnuctio- 
nen  aufzustellen,  gehe  man  von  der  Beziehung 

»3  (»)  -  ».  (.'"  -  i) 

aus,  dann  ergiebt  sich  vermöge  (44)  leicht 


».M=/r.fiPh- 


n+i  +  (n  +  i)^' 


Da  femer,   wie   aus   der  Produetentwicklung  der  slnus-Function 
hervorgeht, 

ti  C '1 )  „  !!ijL&i±i^r-'0 

IJ^y  m  +  4  +  (»  +  H.'  co,»(«  +  H, 

ist,  so  wird 

-  f„,l~7/^'"  ^r  «»••«•■ +  *)■-••)_  J     .((.-Hl.-.).^,-.((.  +  il.— 
'W-f  2,j[J_     -™, («  +  !),       -j(l         ,«.  +  j,.,^,-,<,  +  J,« 


■((,  +  ä).— )i. 
.(.  +  »)«        * 

(-(.•+ll.-»)l   .,-»(-(.  +  *!. -..)< 


oder  jiaeli  einer  der  in  der  sechszehiiteii  Vorlesung  gemachten  genau 
analogen  TImformnng 

räl  +  2«"  +  ' 00,2,0 +  ,'■  +  ■) 

He +»"+')' 

so  dass  sich  somit,  wenn  man  für  das  innere  Product  statt  —;*,  +  ?* 
die  Indices  —  (t  —  1,  +  f*  setzt,  wodurch  die  Reihenfolge  der  Factoren 
nicht  geändert  wird,  die  Produetentwicklung  ergieht 
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(46)  .  .  .  a,  M  -  /ifj^  f\(i  -  iH^TTF+T-^)  - 

_  rä"{l  +  25'"  +  '  0O.S«  .  +  5"  +  ') 

j/-?-  !• 

/./(.+»■■  +  ')■ 

-  /i  H  ('  ^  — ~"-^.)' 

und  göiiau  ebeaso  folgt  für  die  letzte  ■^-Function 

_  -,/ßS      |,pg  ^^ij    _/^ 

Um  nun  för  die  ö'-Functioiien .  für  den  Nnllwerth  des  Argumen- 
tes ebenfalls  unendliche  Pro  du  ctent  Wickelungen  aufzustellen,  gehen 
wir  von  der  Gfleichung  (46)  aus 

-^0-^    \  eos={2w+l)— y 

aus  welcher  durch  logaritiimisclies  Differenziiren  folgt 

^  C08''(2»  +  1)-^  -  Bm'  «  w 
und 

'"  ""  "~  "    dx' 

wie  leicht  zu  sehen,  wenn  man  statt  cos  (2«  -f-  1)  ^  seinen  Ausdruck 
durch  q  einführt  und  beachtet,  daas 

ist. 

Da  aber,  wie  oben  gezeigt  worden,  die  partielle  Differentialgleichung 
existjrt 
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d''  »3  (h')   ,      .  d§-s  (w) 

SO  wird  die  letzte  Gleichung  in 

d&3_<,  'V  d -ä!-" "*:!._  ._J 

■ö-j"  "       "dl""" 

iltergeheii,  oder  nach  r  integrirt 

liefern,  da  die  Integration sconstante  verschwinden  muss,  wie  man 
unmittelbar  sieht,  wenn  man  2  =  0  setzt,  indem  dann  die  rechte 
Seite  Null  ist  und  (#3)  =  1  wird. 

Bemerkt  man  nun,  dass 

,+J7TT-l  -<;"  +  '  +3""  +  "  -  ■  ■  •  -5"<-  1)"  r  +  "- 

ist,  und  dass  in  der  unendlichen  Doppelreihe 

log ».  _  äj"  JV  D"  '~^-^;;i^ , 

da  die  Reihe  der  Moduln-  convergeut  ist,  dieselhe  also  unabhängig  von 
der  Reihenfolge  der  Glieder  convergirt,  die  Reihenfolge  der  Summation 
vertauscht  werden  kann,  so  ergiebt  sich 

oder  wenn  statt  des  Summationsindex  m  -j-  l  m  gesetzt  wird 

log  ».  -2  (-  1)'  ^"S^f^-Ti^og  l^,  +  log  f^|S}' 

wenn  die  graden  u]id  uugraden  Indices  zusammengefasst  werden,  und 


Diesem  Ausdrucke  kann  man  aher  noch  eine  andere  Form  geben. 
Da  immlich 

ist,  so  wird 

*■  ^  U (T-r^ • 
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~  3  ^  1  +  2'*"^ 

(48)  »>-n\~^'^^,=n^(^+i'--y(^-'i''')-/i,. 

Genau  in  derselben  Weise  erhält  man 
(49)  .  ^  .  .  *.  -  IJI^  _  jTjd  -  5"—)'  (1  -  i")  -  /H 

(»)  ^'  =  '^'UiE§-*^<-/^' 

und  endlich  folgt  nach  der  G-leichung 

a-/  =  jr  ö'u  S-2  *3  j 
dass 

(51) .. »;  ^2^r^^^'-''''^'Zp^^7^^^-^^ 

Mit  Hülfe  dieser  für  die  ö--Fijnctionen  mit  verschwindendem  Argu- 
mente gefundenen  Productentwicldungen  wird  es  leicht  sein,  die 
unendhehen  Productent Wicklungen  für  h  und  /Cj  aufzustellen,  welche 
in  der  weiteren  Theorie  eine  wichtige  Holle  spielen  werden.  Man 
erhält  nämheh  durch  Division  der  obigen  Gleichungen 

/*-|'-2r^^    — 


oder  da 


/7(i-ä""+")  JI(i+«'-')'(i-> 

27(l_jM.  +  .))  f/(l+8'<'  +  'l)J7('-!I 


jj(, _ s>("+.)) 27(1  _ f)    ]7(i -s'<"+'>)]7(i  - 

und 

jj(i-,"+-)  n(.^,")  //('- 


=J7(i 


.,'•) 


y  Google 


Entwicklung  der  Eigenschaften  der  ^-Functionen.  389 

ist,  den  folgenden  Ausdruck 

.  77(1+ 2' •)' 

oder  einen  Werth  der  vierten  Wurzel  ans  h  in  der  Form 

(52)   ....  yk-V!      f1       (i^„  ,i  +  ä.)(i  +  j...... 

Ebenso  folgt  aus  den   oben  aufgestellten  Productentwieklungen 
für  die  •9--l'\inetionen  mit  dem  Nuliwerthe  des  Arguments 


17« -9"-)' 


und  somit 

(53)  ;*Ti 


T\ie  die  zu  einem  gegebenen  it^  und  Ä-,"  geborigen  sieten  andern 
Werthe  der  (iios&en  j^Ä'  und  ^A^  aus  den  eben  getundenen  Ausdrücken 
durch  Verdndeiung  de->  t  lieigeleitet  weiden  können,  wird  in  der 
Theorie  dei  linearen  Tiansformation  der  #  Functionen  emrtert  werden. 

Nach  Herleitung  der  unendlichen  Productentwieklungen  für  die 
Constanten  %  wird  sich  unmittelbar  die  Entwicklung  der  Logarithmen 
der  ©'-Functionen  nach  Pourrier'schen  Keiben  ergeben,  welche 
später  der  Entwicklung  der  elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter 
G-attung  zu  Grunde  gelegt  werden  soll. 

Geht  man  nämlich  von  dem  Ausdrucke  (44)  dieser  Vorlesung  aus 

p/(l-2q^"  +  '  c032™a  +  5*''  +  ^) 
^„(iy)  =  ■&(,-" -, 

30  folgt  mit  Benutzung  der  oben  gefundenen  Beziehung 

».-Hd-ä""^')'«-«"). 

dass 

log»,(«.)_logJf7(l-«").+2|l»g(l-s"+'«""')  +  l«g(l-s'"'+'e'"" 
oder  da 

!og(l  -  s""  + '«""")  und  log  (1  -  5"+:'e-"«") 
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für  reelle  Weiilic  von  w  sich  in  Potenzreihcu  nach 

eutwicljelii  lassen,  weil 

ist, 

log  »,  (w)  =  log  ]^(1  -  4")  ^  2"^^  "^,''-+"-«"'"'' 

sein;  da  aber  die  reellen  Werthe  von  w  in  der  t'undaraentalaehse 
liegen,  und  &g  (w)  die  reelle  Periode  1  hat,  so  wird  der  Parallelraiim, 
welcher  nach  der  elften  Vorlesung  der  Bereich  für  die  Geltung  der 
Fourrier'schen  Entwicklung  ist,  einerseits  der  reellen  Achse,  der 
Periodenrichtung,  parallel  sein  müssen,  andererseits,  weil  die  reelle 
Achse  in  ihm  liegen,  muss,  begränzt  sein  durch  die  beiden  zur  reellen 
Achse  parallelen  Linien,  welche  durch  die  nächsten  ünstetigkeits-  odet 
Vieldeutigkeits punkte  von  log  &f,  {w)  gehen,  also  durch  die  nächsten 
Nullpunkte  von  d'n  (w)  d.  h.  durch 

m  -\-  i^r  und  m  —  ^  i , 
worin  m  eine  behebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  und  die 
sämmtlich  in  denselben  beiden  Parallelen  zur  Fundamentalachse  liegen, 
und  in  diesem  Bereiche  ist  die  obige  Reihe,  weil  aus  der  Maclaurin'- 
sehen  Entwicklung  entstanden,  unbedingt  convergent,  so  dass  dufch 
ünikehrung  der  Summationsordnmig 


(54)  .  log  ,%  {w)  =  log  JJd  -  rt)  - 
Genau  ebenso  ergiebt  sich 

(53)  log  »,_  (w)  =  log  l'iii—  r")  -^  2j    ~^(t^^) 

(56)  .    log  »3  (!(i)  ==  log  I  2  y'qj'jil  —  g^")  [  +  log  cos  Ttw 

*)  Eb  bedarf  kaum  der  Erwälinung,  dass  man  aus  der  Entwicklung  von 
S-Q  ('c)  innerhalb  dea  oben  näher  bezeichneten  Bereiches  die  Entwicklungen  für 
die  um  ganze  Violfache  von  i  von  einander  abstehenden  Parallelräume  wird  her- 
leiten können,  indem  man  nur  Mi  =  rr-|-w'  ^ii  setzen  und  zu  beachten  braucht, 
daas  log  &^  (lu')  sich  nach  Gleichung  (54)  eatwiekein  läßst,  da  w'  innerhalb  jenes 
Parallel raumes  liegt,  und  daas  öo  (*" — f^)  sich  nach  der  Snbstitutionstabelle  wieder 
unmittelbar  durch  #1,  (hj)  ausdrückt;  wir  füliren  in  der  nächsten  Vorlesung  fnr 
sin  am  w  eine  solche  Substitution  vollständig  durch;  für  die  anderen  drei 
fl--Functioneii  sind  die  Parallelräume  durch  deren  Nullwerthe  bestimmt,  wenn 
von  den  Factoren  cos  jcw  und  aiu  «lu  abgesehen  wird,  deren  Nullwerthe  auf 
der  reellen  Achse  liegen. 
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(57)  log  »,  H.=  log{^gg/¥j^^'^^"^7.'--}  +  5og  sin  ^w 

Es  mag  endlich  .noch  zum  Schlüsse  dieser  Vorlesung  eine  für  das 
zweite  logarithmische  Differenzial  der  -S-Function  bestehende  Helation 
hergeleitet  werden,  die  später  der  Behandlung  der  zweiten  und  dritten 
elliptischen  Normalintegrale  zu  Grunde  gelegt  werden  soll. 

Geht  mau  von  der  in  der  obigen  Tabelle  enthaltenen  Additions- 
formel aus 

(58)  ^0^  a-o  {tt.  +  vy  &g  (m  ~  v)  =  S'o  {uY  »^  {vy  —  *i  (uy  *,  («)=, 

so  giebt  die  Entwicklung  der  linken  Seite  nach  steigenden  Potenzen 
von  V,  wie  leicht  zu  sehen 

v*.(..)=  +  v[^#-'*.(..)-(^'=^)] »'  +  ... 

oder 

Die  Entwicklung  der  rechten  Seite  von  (48)  liefert  jedoch,  da 
&^  ((,)!  =  »^■i  +  1,3  Q-^  &^"  -\-  .  .  . 
#j  (vf  =  #^'  ^  i>3  +  .  .  .  . 
ist, 

S-flä  o„  (tiy  -\-  [&„  &^"  *o  (m)*  —  */'  &^  (uf]  v''-  -j-  .  .  ., 
und  die  Identificirung  der  Coefficienten  von  v'^  auf  beiden  Seiten  er- 
giebt  somit 

&^2  ^i°|M  Q^  („)3  =  0^  o;'  *„  (m)^  -  .%''^&,  (w)^ 

oder 

d^log»oW  _  *^  _  ('«iY  «iW= 

'-'''^-'     du'        ~  »0        ^V    «■o(M)'' 

Genau  ebenso  leitet  man  aus  den  Additionsformeln 

(60)  &„■'  &,  (u  +  v)  *i  (m  —  v), = &,  (uY  *o  (vy  —  -e-u  (m)'  *i  {vy, 

(61)  *t,'  ■*!  («  +  ^)  *!  («  —  •!')  =  *2  («)*  *o  (i))2  —  «'s  {uf  *,  (i))^ 

(62)  »„=  9,  iu  + «)  *3  {u-v)  =  &,  (uy  *„  («)^  -  &,  (uy  &,  (vy, 

die  der  Gleichung  (49)  analogen  Beziehungen  ab 

(63)  i?j£>?.  w  _  |.:  _  m'  |t(")!, 

,R.v  rf^  log  fr,  (M)  _  V  _  ('«lY  »a  f")' 

V***^       '         d,^"  ^0  W„^     «-,(«)" 

,„..  d'  log  »s  («)  __  &c"  /S-,'Y  gj  (")' 

y^^j   dü^  &,  "'Wo/  »,iuy' 
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Entwicklung  der  Eigenschaften  der  elliptiaclien  runctionen, 

die    verschiedene   Darstellung   dieser   und   der    allgemeinen 

doppelt  periodischen  Functionen. 

Nachdem  wir  die  wesentlichsten  Eigenschaften  der  vier  ö^Func- 
tioiien  kennen  gelernt,  wird  es  leicht  sein,  die  Eigenschaften  der 
doppelt  periodischen  Functionen  zu  ermitteln,  welchen  die  S^-Func- 
tionen  ihre  Enstehung  geben. 

Die  Function,  von  der  wir  bei  unserer  Betrachtung  ausgingen, 
war  die  sin  am  tv,  welche  mit  den  ■fr-Functionen  durch  die  Gleichung 

siu  um  tv  =  ■' 

verbunden  war,  worin 

lo\  ,/T  _  *=  _  2  <l^+lA+  -  g'^  +  ■  -  - 

ist,  und  von  der  Elementavperioden 

ii  unä   Si' 

waren.  *) 

Man  sieht  aber  femer  leicht  aus  der  in  der  letzten  Vorlesung 
aufgestellten  Substitutionatabelle  der  #- Functionen,  dasa  jeder  -9'- 
Quotient 

eine  doppelt  periodische  Function  ist**),   und  wie  wählen  von  allen 
diesen   ausser  dem   durch  die  sin  am  w  gegebenen   noch  die  beiden 


<'' "''""" ''~"^'i) 


*)  Dass  jß  und  ß'  auch  wirklich  Elemeutarperioden  von  sin  am  tv  sind, 
geht  daraus  hervor,  dasB  diese  Function,  wie  früher  gezeigt  worden,  in  dein 
von  £1  und  H'  gebildeten  Parallelogramme  jeden  Werth  nur  zweimal  annimmt, 
und  dass  dann  die  Perioden  Elementarperioden  sind,  ist  in  der  siebaehnten  Vur- 
lesung  nachgewiesen  worden. 

**)  indem  die  bei  Vermehrung  des  &-Argumentee  um  t  binzatretende  Ex- 
ponentialgrösse  für  alle  vier  &  ■  Punctionen  dieselbe  ist  und  sich  daher  aus  dem 
Quotienten  zweier  solcher  Funotionea  heraushebt. 
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durch  welche  drei  Quotienten  sieh  offenbar  alle  anderen  wieder  als 
Quotienten  darstellen  lassen. 

Es   ist  aus   der  Substitutionstabelle   leicht  zu  sehen,  dass  die  in 
der  ganzen  io-Ebene  eindeutige  Function 

*.© 
».© 

die  Perioden  ß  und  -^  -j-  P^'  hat,  indem  dann  das  Argument  der 
fl^-Functicm  um  2  und  1  +^  zunimmt.  Aber  wir  werden  nicht  diesen 
•ö-- Quotienten  selbst  als  neue  doppelt  periodische  Function  einführen, 
sondern  den  mit  einer  bestimmten  Cou.stanten  multiplicirten.  Setzt 
man  nämlich  in  die  in  der  Zusammenstellung  der  letzten  Vorlesung 
enthaltene  Additionsformel 


ff,  ff,  9, 

(u  +  v)  »^  (u  -  v) 

oder 

—  ff.  (»)  ff, 
0,  so  folgt 

wenn  für  u 

i  (»)  ffi  («) 
'ff,  («)•'- 

2TO 

gesetzt  wird, 

Sl 

[)'  =  1_ 
ff 

und 

man  definirt  deslialb  als  : 

neue  doppelt  periodische  gerade  Function 

oder  weil 

(3) 

y^-k 

war, 

(4) 

cos  am  '. 

•'    Vi.  ■,,.-.■ 

wo  das  Zeichen  der  Quadratwurzel  durch  die  eindeutigen  ft- Functio- 
nen fest  definirt  ist,  und  cos  am  w  mit  sin  am  w  durch  die  Gleichung 
verknüpft  ist 
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(5) C08^  am  M)  ==  1  —  sin'  am  zü . 

Gehen  wir  ferner  zur  Aufstellung  der  dritten  elliptischen  Func- 
tion von  der  Additioneformel 

9.».»,  («  +  ..)  »,(«-«) 

_  ».  (») ».  (»)  a,  (.) »,  (.)  --  »,  («)  9,  (..) »,  («) »,  W 

aus,  welche  für  u  =  0  in 
oder  in 

fl.  s  — TyT;;^^  =  1  —  ^   ■   /^.A'i  =  1  —  Ä^  sin'  am  w 


übergeht, 

wie.»  ^ 
J  am 

statt 

i(  gesetzt  wird. 

ist, 

wenn 

man 

oder 

(6)   .  .  . 

...      ^  air 

,»_ 

setzt,  J  am  iv  ebenfalls  eine  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  und 
gerade  Function  von  w,  welche,  wie  wieder  aus  der  Substitutions- 
tabelle ersichtlich  ist,  die  Perioden  —  und  2  ß'  hat  und  mit  sin  am  to 
durch  die  Beziehung  verbunden  ist 

(7) ^'  am  i(f  ^  1  —  /c'  sin'  am  w. 

Dass  die  Periodenpaare  sowie 

ffir  sin  am  w       ü  und  il', 


auch 


filr  cos  am  w      il  und  —  -\-  ß', 
für  jj  axatv         —  und  2  ß' 
Kg.   61. 


El&nentwperioden  sind,    folgt  unmittelbar  aus   den   durch   die  Glei- 
chungen (5)  und  (7J  gegebenen  Beziehungen  zwischen  den  drei  elÜp- 
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tischen  Functionen  und  aus  dem  Anblick  der  durch  jene  Perioden 
definirten  Periodenparallelogramme ,  wenn  man  berttcksichtigt,  daaa 
sin'  am  tv  in  dem  von  £i  und  Si'  gebildeten  Parallelogramme  jeden 
Werth  viermal  annimmt,  und  daher  tür  cos^  am  lO  und  ^'^  am  w  in 
ihren  Parallelogrammen  dasselbe  stattfinden  wird,  cos  am  w  und 
^  am  w  daher  selbst  jeden  Werth  nur  zweimal  annehmen. 

Eine  weitere  Beziehung  zwischen  den  drei  elliptischen  Functio- 
nen lässt  sich  durch  Entwicklung  der  Di£ferentia!quotienten  derselben 
herleiten.     Aus  der  DifEereutialgleiehung 

von  welcher 

i  =  sin  am  w 
die  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Lösung  war,  folgt 


-"^  =  /(I  —  sin^  am  tv)  (1  —  k''  sin'  am  tv)  =  /cos^  am  w  .  z/^  am  t 
dass  sich 

— -r =;  +  cos  am  w  .  ^  ttm  tv 

;iebt.     Da  nun  aber  sowohl 


als  Difforentialquoticnt  einer  eindeutigen  Function  als  auch  ■ 

cos  am  w,    A  am  lo 
eindeutige  Functionen  von  tv  sind,  und  für  sy  ^  0 

war,  ausserdem  nach  den  Definitionsgleichungon  von  cos  am  -w  und 
^  am  M 

cos  am  I)  =  J  am  (*  =  1 

ist,  so  -wüiden  die  beiden  Seiten  der  obigen  (Tleichung  f ür  m;  =■  0 
zusammenfallen,  wenn  wii  auf  der  rechten  Seite  das  positive  Zeichen 
gelten  lassen,  und  da  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  ausserdem  von 
eindeutigen  Functionen  gebildet  weiden,  so  wjrd  eine  üebereinstim- 
muiig  beider  Seiten  tur  alle  v  stattfinden  müssen  wenn  wir  das 
positive  Zeichen  heibehilteu,  und  somit  die  Grleichung  folgen 

\%) ^ =  tos  am  MI .  .^  am  iE  . 

Daraus  ergehen  sieh  aber  die  Differentialquotienten  der  beiden  an- 
deren Functionen  unmittelbar;  denn  durch  Differentiation  von 

sin^  am  M)  +  cos^  am  w  =  1 
ergiebt  sich 

sin.  am  w  -  -  -,  —    4-  cos  am  w 5 ^  0 
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oder  mit  Benutzung  von  (8) 

,fis  d  cos  am  w  ■  ^ 

(9)  ......  .      -.-.^-----^».■.m»^™«., 

und  endlich  aus 

z7^  am  tv  -f-  ?i^'  sin'  am  m  ^  1 
die  Gleichung 

,                   diJ  am  !(i     I     7 ,     .                  d  Em  am  !«         ^ 
z/  am  ?ü  ■  ~~g-, r  "■   ^'^  ^^  '"  ' — j =  '' 

oder 

(!0) — -3 ■  =  —  /c^  sin  am  w  cos  am  tv . 

Bevor  wir  auf  die  analytische  Entwicklung  dieser  drei  elliptischen 
Functionen  näher  eingehen,  wollen  wir  die  für  die  Summe  zweier 
Argumente  geltenden  Additionstheoreme  aufstellen  und  gehen  zu  dem 
Zwecke  von  den  in  der  obigen  Zusammenstellung  enthaltenen  Addi- 
tionsfornieln  der  ^--Functionen  aus 
(11) *2  *3  *i  («f  +  "}  ■&»  ("  —  ") 

=  &,  (u)  &,  (u)  9,  {v)  »,  (v)  +  #,  (u)  &,  {u)  &,  (v)  *,  (v), 
(12) »a&2&2{u  -\-  V)  »^(u  ~  v) 

=  &^  (u)  d-^  (w)  3-0  (v)  *j  (v)  —  *,  (w)  *3  (m)  S-i.(«)  *3  (v), 
(13) *o  *3  *s  (w  +  ")  *o  («  —  ") 

=  9,  {U)  &,  («)  *o  («)  *3  (^)  ~  »1  («)  *2  («)  *1  (^)  *3  (V), 

(14) *o*o  *(,(«+ «)*„(«  —  ■«) 

=  *o  («)  *<,  («)  *o  (v)  »0  (^)  -  *.  («)  «-1  («)  *i  (»')  *i  (^)- 
Dividirt  man  nämlich   (Ih)  durch   (14),    so   ergiebt  sich,   wenn 
zugleich  statt  m  und  v 

ß-     ^^"i      ß- 
gesetzt  wird, 

Ml)  »1©  »Ü)  ^  »if)  »^)  ^) 

». ..  «iC!!^'")  ^  »•(S  "•(¥)  ^.(i)  ->•(!?) '-o  "■&) 
».».,.(i(^)  ».©  *,(|)  ».(f )  ».©     ■ 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichungen 


wie  leicht  zu  sehen,  die  folgende 
(15)   sin  am  (u  -f  p)  =  ^'°  ^"' " — — 
oder 


'  am  ■»  sin'  am  v 
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(15»)  .     sm  am  (m  +  !>)  = 1  _ 'fca'sin' am  w  sin' am"? ' 

Geuau   ebenso   liefert  die  Division  von  (12)  und  (14),   (13)  und 
(14)  die  beiden  Additionstheoreme  für  die  cos  am  w  und  z/  am  wf 

(16)    cos  am  (u-\-v)  = — T'-lin^a'am'  ani  u  sin'  am  i' "  ~ ' 

oder 


(16')  .     cos  am  (u  +  v)  = 

und 

(17)  ^am(«  +  »)-^.-"! 

oder 


1    d^ am  M    äJ a 
fc'        du  dt 


(IT)  .    ^  am  («  +  .)  _ y—g-, 

man  erkennt  bieraue,  dass  sich  die  drei  elliptischeu  Functionen  für 
die  Summe  zweier  Argumente  rational  durch  alle  drei  Functionen 
für  die  einzehieu  Argumente  oder  durch  dieselben  Functionen  nebat 
ihren  Ableitungen  nach  beiden  Argumenten  ausdrücken  lassen  und 
kann  schon  daraus  schliessen,  daas  dasselbe  für  die  drei  elliptischen 
t^mctionen  Ton  der  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  von  Argumenten 
stattfinden  wird.  Doch  ist  eine  gesetzmässige  Form  für  das  Additions- 
theorem der  elliptischen  Functionen  einer  Summe  von  einer  beliebigen 
Anzahl  von  Argumenten  so  nicht  unmittelbar  zu  erkennen,  und  es 
wird  erst  in  einer  der  nächsten  Vorlesungen  sowohl  die  Form  wie 
die  Bedeutung  dieses  Satzes  für  die  Integralrechnung  durch  Entwick- 
lung des  Aherscheu  Theorems  festgestellt  werden  können. 

Wir  wollen  an  dieser  Stelle  noch  eine  Zusammenstellung  von 
häufig  gebrauchten  Formeln  für  die  Vermehrung  des  Argumentes  der 
drei  elliptischen  Functionen  um  gewisse  Period entheile  beifügen,  welche 
ganz  unmittelbar  aus  der  obigen  Substitutionstabelle  oder  dem  eben 
aufgestellten  Additionstheorem  der  drei  Functionen  hergeleitet  werden 
können,     Sie  lauten 


(18). 


sinam 

»  +  SJ)_si„am», 

sin  am  (tv  +  f )  =  -  sin  am 

cos  am 

w  +  ifi)  =  cos  amzv, 

cos  am  (tv  ±  y)  =  ~  cos  am 

^am 

w  +  ß)  =  z/  am  i(jj 

z/  am  (w  +  -J)  =  z/  am  iv, 

sin  am  ß  =  0, 

sin  am  1  =  0, 

cos  am  ß  ^  1 , 

cosam-f=-~l. 

^  am  ß  =  1 , 

z^am#  =  l. 
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(19)  , 


(20) 


sin  am  (tv  ±  2  ß'}  =  sin  am  W, 

cos  am  (tu  +  2  ß')  =  cos  am  tv, 

J  am  (iv  +  2  iß')  =  ^  am  tv, 

siü  am  2  ß'  =  0, 

cos  am  2ß'=  1, 

^  am  2  ß'  =  1 , 


sin  am  (w  +  ß')  =;  sin  am  w, 
cos  am  (to  +  ß')  =  —  cos  am  w, 

^  am  (iv  +  ß')  =  ^  z/  am  !(f , 
siu  am  ß'  =  0, 
cos  am  ß'=^  —  1, 

z/  am  ß'  =  —  1 ; 


sin  am  (i(.'  +  ß  +  2  ß')  =  sin  am  w,  sin  am  (w  4:  -^  +  ß  j  =  —  sin  am  i 

eos  am  («o  +  '^^  i  2ß')  =  cos  am  w,  cos  am  hu  +  -5-  +  ß')  =  cos  am  tv, 

J  am  (i(!  +  ß  +  2  ß')  =  ^  am  ^c,  z/  am  Ay  +  —  +  ß')  =  —  z/  am  !■ 

sin  am  (ß  +  2ß')  =  0,  sin  am  {^±_9l)  =  ^, 


(21) 


03  am  (fl  + 

2ß')  =  l, 

cosam("+ß')=l, 

zl  «m  (a  + 

2ß')  =  ], 

z/am(f-+ß')  =  -l 

sin  am  {w 

+  1)  =  + 

COB  am  Hl 

siiiam(«ü+ ^)=^^^j^ 

iJ  amw;    ' 

cos  am  {w 

+  ?)  =  + 

fc,  sin  am  w 

/             St,'\        —    * 

^  am  111     ' 

cos  am  ;_•!(>  +  —^  =  4-  -^ 

J  am  \w 

±f)=. 

i^). 

^  cim    /'»11  _[_     "  ^    _-   "l"     * 

z7  am  \^Mi  -^_  —j  — ■  -^-  — 

»>?=.. 

sin  am  —  =  00, 

COS 

amf-O, 

eosam-|^  =  oo, 

J 

"■?-'.„ 

z/an.'j:  =  c., 

sin  am  (w 

+  f±?)  = 

^^..n.    ^ 

COS  am  {w 

+  ?+¥)= 

--      a, 

^  am  (iy 

+  f±f)  = 

4:  '  coslTm«!"' 

sin  am  {tv 

-f+f)- 

A  COB  am  w  ' 

22)  .  .  . 

cos  am  {tu 

-f+4)- 

±-...^, 

z/am(M; 

-T+D- 

+  ^5";"", 

sin 

-(f±f) 

^  l ' 

^,„,(|+^)_o. 

3  die  Grössen  h  und  Aj  durch  die  Auadi'ücko  hestimmfc  sind 
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Nach  Ermittelung  der  wesentlichsten  Eigenschaften  der  drei 
elliptischen  Functionen  wollen  wir  uns  mit  der  analytischen  Darstel- 
lung derselben  in  Form  von  unendlichen  Producten,  Partialbrüchen 
und  unendlichen  Reihen  beschäftigen,  und  werden  in  der  ersteren 
Form  aus  den  in  der  letzten  Vorlesung  aufgestellten  Fr oduetent Wick- 
lungen der  vier  ^-Functionen  für  die  elliptischen  Functionen  als 
Quotienten  der  &  die  nachfolgende  Darstellung  erhalten 


-Ä#('- 


?) 


ij? ,) 


(24). 


cos  am  tv 


«■- 


«*^  +  ,"-)  n(.+,")- 


i?(' 


(26). 


Ö  t'f  (i ?-=^ ) 

11    11    \  mSl  +  {■i.n-\-l)Sl'  ' 
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]^ (.-.,"+.  „. !=  +  ,'.+■)  JY(.+  ,"+T 

-'■0-'   V  Bin'  (2  «  +  1)  ^J 

Wir  ■wenden  uns  jetzt  zur  Entwicklung  der  drei  elliptischen 
Functionen  in  Partialbrüche,  indem  wir  von  der  in  der  siebenten 
Vorlesung  gefundenen  Beziehung 

(")  «"')  -  äii  /'S  <» + .4  fö'i,  ■*'  +  •■•  +  ^<  /'Ä'i  « 

ausgehen,  in  welcher  «j,  a^,  .  .  .  «*  alle  von  der  Curve  c  einge- 
schlossenen ün Stetigkeitspunkte  der  Function  /'(w)  waren,  und  be- 
rücksichtigen, dass,  wenn  wir 

fiw)  =  sin  am  iv, 

setzen,  alle  Werthe,  für  welche  diese  Function  unendlich  wird,  in 
der  Foriri  enthalten  sind 

«.-«.|  +  (2«+])4, 

wie  man  aus  der  Substitution stab eile  oder  auch  aus  dem  vorher  auf- 
1  Producta  US  drucke  unmittelbar  ersehen  kann. 


Fasst  man  zuerst  als  c-Curve  ein  Parallelogramm  auf,  dessen 
Seiten  den  Periodenrichtungen  parallel  sind,  und  von  denen  zwei 
gleich   weit  über        und   —  -  ■  nach  rechts  und  links   hinausliegen, 

die  beiden  andern  gleich  weit  über  — -  und  unter —,  hält  die  beiden 

letzten  Parallelen  bei  und   lässt  die  beiden  erstem  zur  Erweiterung 

der  Curve  c  sich  symmetrisch  parallel  bis  —^  und ^,   -5-  und 

-„-   u.  s.  w-,    in  ähnlicher  Art,    wie   dies  schon  früher  bei  der 

Productentwicklung  der  ^-Functionen  besprochen  war,  bewegen,  dajin 
wird  in  der  obigen  Integralgleichung  («)  eine  ganz  bestimmte  Reihen- 
folge für  die  um  die  einzelnen  Unstetigkeitspunkte 
tegrale  festgesetzt;  lässt  man  nun  ferner  die  beiden  ersten  \ 
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tenen  Parallelen  sich  auch  jetzt  parallel  symmetriseh  so  fortbewegen, 

dass  sie  gleich  weit  über  und  unter   -^  und  —     ■— ,  —   -  und ^ 

u.  s.  w.  rücken,  so  wird,  wenn  wir  den  Umfang  des  so  erhaltenen 
unendlichen  Parallelogramms  mit  C  bezeichnen,  sieh  aus  der  obigen 
(Jleichimg  die  folgende  ergeben 

(f)  .  .   sin  am  w  -  J^.j'^^^J-  dt  +  ^.   '^.  2'K-^  '"■ 

Was  nun  das  erste  Integral  angeht,  welches  über  jenes  unend- 
liche Parallelogramm  genommen  ist,  so  ist  soviel  zu  sehen,  dasa 
sin  am  t  auf  dem  Integration swege  stets  endlieh  ist,  und  wenn  man 
daher  für  unendhch  grosse  t 

f^^-  dt  =J-~i  cu{i-^^-+f  +  .-.) 

=  r'™p^  lU -i-w  /'""|°'-A  at  +  iv''-  /'-^H'-l  (7f  +  .  . 

(C)  iQ  iC) 

setiit,  so  ist  aus  Früherem  ersichtlich,  dass,  wenn  ^  >  1  ist, 


mod  /     -   ^-  -  iU  = 
wird,  und  dass  somit 


•^X"" 


/^-=f"' 


dt 


ist;  der  Wertli  dieses  Integrales  muss  jedoch  nothweiidig  verschwin- 
den, weil 


eine  gerade  Function  ist,  und  somit  in  zwei  zum  Mittelpunkt  sym- 
metrischen Punkten  der  Werth  der  Function  unter  dem  Integral  der- 
selbe ist,  während  in  entgegengesetzter  Richtung  integrirt  wird,  und 
es  folgt  somit  aus  (ß) 

(r) Sil  am  »  _  ^(  SS-pr:^-  •"• 

'■"  "  (.,f+«+.,^-) 

oder,  da  sin  am  (  in  dem  betreffenden  Punkte  nur  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich  ist,  und  somit,  wenn  jener  Punkt  mit  a  bezeichnet 
wird,  in 
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J     ,-.  J     ,.-.       ,__L-_| 

=  —  --^  fsin  am  i  dt  —        ^         /'sin  am  t{t  —  u)  dt  +  • 
alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  ersten  verschwinden,  auch 

{8)   siiiamw  =  —  :i~  ~  x  i "  X/" "o ' o'    /  sin  3.mtdt. 

"'-r-i  -,,   ,^-  -  m  .^  -  (a  n  +  1)  --J 


Setzt  man  in  diesen  Ausdruck 

i^m-f  +  (2«+  l)-f-  +  r, 

30  wird  jedes  der  Integrale  rechts  statt  ein  um  einen  Unstetigkeits- 
punkt  genommenes  um  den  Nullpunkt  zu  nehmen  sein,  und  es  wird 

/  sin  am  tdt  ^  j  sin  am  (in  ---  -\-  (2 n  -\-  ])        -j-  t'j  dt' 

werden.     Da  aber 

sin  am  (m  --  +  (ß  n  ~-\-  1)  -- — \~  t'j 

=  (-  1)-  Bin  .m  ((2  „  +  1)  1  +  f)  _  -^  <-  g ,, 

ist,  wie  man  unmittelbar  aus  der  Suhstitutionstabelle  der  ■9'-l'Vinc- 
tionen  ersehen  kann,  so  geht  (d)  in 

, ,    .  1  -^  ■^  (-  ir  1    r   dt' 

{,)    sm  am  M.  =  -  -j2j^  2j  '"  -^~t'Z~r^:7J  "  ^  j  "^"^~am  f 
vi      ,<    i(!       m  .^        (-1  +  1)  g-  IUI 

über.  Da  aber  sin  am  t'  für  i'  =  0  von  der  ersten  Ordnung  Null  ist, 
BG-wird  der  reciproke  Werth  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  sein, 
und  die  Entwicldung  von 

— „  ^'--y  =  (-  +  «u  +  -^'i  *'  H 

sein,  und  daher,  da  das  um  den  Nullpunkt  genommene  Integral,  wie 
aus  (k)  hervorgeht,  so  durchlaufen  wird,  dass  man  die  äussere  Flädie 
zur  Linken  hat,  und  desshalb 

y^/.  =  -2jti,    Jt''--dt'=^0 
ist,  der  Ausdruck  («)  in  den  folgejiden  iibergehen 

+  r      4-ü 

(^6)  ...     sin  am  iv  =  y  2"^'" 


^'^  (-'ir 


iin+l)^ 
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welcher  eine  Darstellung  der  sin  am  w  als   uii endliche  Doppelaiimme 
liefert. 

Um  diese  Doppelsumme  in  eine  einfache  unendliche  Summe  zu 
verwandeln,  setzen  wir  sin  am  w  in  die  Form 

s     'V     'V  (- 1)"' 

™  "» »'  -  sü  2'^  2-  ?|r^;r+ ,7|7;:' 

und  da  bekanntlieh 

ö  ,„1,.. 

istj  so  erhalten  wir  für  sin  am  iv  die  einfache  tinendliclie  Summe 


Ä™(T-(-+'>¥)' 


welche,  weil  je  zwei  aufeinanderfolgende  zusammengefasst  den  Sum- 
manden 


:^+:.^-; 


_^'»(^)_~  (>"  +  '>£ 

liefern,  auch  die  (iestalt  annimmt 

8,      .     -,„•<."               00.(2»  +  !)^ 
(27)      sin  am  tv  =  -tt-.-  sin  -„—    ^' — — ■ -: — 

oder  da 

5  ^~     =  cos  (2 n -\-  1)  "^ -\-  i  sin  (2  m  +  1)  ^--, 

g"-—-  =  eos  (2«  +  1)  ^^  —  i  sin  (2«  +  1)  ^^ 
also 

ros  (3  ra  +  1)  ^"^  =-  -^—\- ^— 

und  ebenso 

cos  2  (2  w  +  1)  ^'  =  3  "■ .    "t^? 


,(10-,     .  8ico'^  .   iuw  "sTi  a"! 

{2s)     sm  am  id  =  -^-^  sm  —^—    J?,  „    ,  , 


i!(L+.9Ü±') 


*)  wie  maü  leicht  durch  Anwendung  cler  soeben  für  die  sin  am  w  gebtauchtcü 
Methode  anf  Gleichung  (o)  ßnclet,  wenn  dort  /'(!u)  =  -^ gesetzt  wird. 
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worin 

zu  setzen  ist. 

Genau  ebenso  erhalt  man 

(29)    cos™a--2'-(-l)'^- 


z/  am  !(? 


__.^_-_»   y.. 


(-  IT 

(-l)-.in(-in  +  l)^ 


(-  »■  II-  (l  - 


_^.  (-1).  cot  (?--"- (2  ,,+  1)-;) 


(!.  +  l)^.i»(!f!-|2.  +  l) 


=  1  - 


Wir  stellen  endlich  noch  die  Fourrier'sehen  Reilienentwicklun- 
gen  der  drei  elliptiacheu  Functionen  auf,  indem  wir  von  dem  in  der 
elften  Vorlesung  entwickelten  Satze  ausgehen,  dass  jede  in  der  gan- 
zen Ebene  eindeutige  Function  mit  der  einen  Periode  £i  sich  nur 
auf  eine  Weise  in  eine  Reihe  von  der  Form 

f(iv)  ^  A„  -\-  A,e^^  -j-  A.,e~"'~  -\-  ■  ■  ■ 

+  ^^,e      ^~  +  A_2i"~^  '  -\ 

entwickeln  läast,  in  welcher  die  Coefflcienten   durch   bestimmte   In- 
tegrale gewisser  Gestalt  darstellbar  sind,  und  die  innerhalb  eines  von 
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zwei  zu  der  ß-RichtuHg  durch  nächst  gelegene  Uns tetigkeitsp unkte 
gezogenen  Parallelen  gebildeten  Raumes  eonvergent  ist,  so  dass  von 
Parallelraum  zu  Parallelraum  die  Form  der  Reihe  dieselbe  bleibt,  und 
nur  die  Werthe  der  Coefflcienten  sich  ändern.     Hiernach  wird  also 

sin  am  w  =  A  +  -^ic""^"  +  A.^f^^  H 

und  wenn  man  berücksichtigt,  dass  sin  am  w  eine  ungerade  Func- 
tion ist, 

sein;  zieht  man  ferner  in  Betracht,  dass 

sin  am  f w  +  y]  ;=  ^  sin  am  w 
ist,  so  folgt,  wie  leicht  zu  sehen,  dass 

A^  =  A^  =  A^^Js^---  =  0 
ist,  nnd  mau  erhält  somit  als  vereinfachte  Form  der  obigen  Reihe 

Asm+i  \e  ^^  —  e      "  J  • 

Die  Darstellung  der  Coefficienten  durch  bestimmte  Integrale  wird 
so  geschoben  können,  .dass  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit 


multipiiciren  und  zwischen  den  Granzen  —  y  und  -)-  -  geradlinig 
integriren;  es  ist  dann  unmittelbar  zu  sehen*),  dass  auf  der  rechten 
Seite  alle  Ijitegrale  versehwinden  mit  Ausnahme  von 


fi2>.  +  n 


dass  sich 

4-  — 


JP'"'-" 
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ergiebt,  und  es  sich  jetzt  nur  noch  um  die  Ermittelung  des  Werthes 
dieses  bestimmten  Integrales  handeln  wird. 

Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  uns  dasselbe  als  ein  über  ein  be- 
stimmtes Parallelogramm  genommenes  geschlossenes  Integral  darstel- 
len, das  wir  dann  wieder  durch  die  Summe  derjenigen  Integrale  er- 
setzen wollen,  welche  über  die  innerhalb  dieses  Parallelogramms  ge- 
i  Unstetigkeitspunkte  genommen  sind. 


Ziebt  man  nämlich  eine  gerade  Linie  von  —  —  bis  -(-  und 
unmittelbar  hinter  y  und  unmittelbar  vor  — -  —  Parallelen  zur  Sl'- 
Richtnag,  endlich  durch  ü'  eine  Parallele  zur  iJ-Richtung,  so  liegen 
in  dem  Parallelogramm  ö  6  es,  &i  für  die  Function 


sm  am  lo  e  '- 
niw  die  beiden  ünstetigkeits punkte 

und  es  wird  das  geschlossene  Integral  über  dieses  Parallelogramm 
genommen  der  Summe  der  über  diese  beiden  Unstetigkeitspunkte  ge- 
nommenen Integrale  gleich  sein.  Lässt  man  die  Parallele  statt  durch 
Si'  durch  2  Sl'  gehen,   so  treten  die  beiden  TJnstetigkeitspunkte        - 

und   —  -( —  hinzu  u.  s.  w.,  so  dass,  wenn  die  Parallele  durch  nSi' 

geht,  und  das  entsprechende  Parallelogramm  mit  P^  bezeichnet  wird, 


i™ 


=  _^    <    I  sin  am  u 


C.) 


--o-l'l'  +  'l 


>      "Ji 


'■?) 
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ist,  oder  weil  ■ 

sin  am  (w  +  l)  =  —  sin  am  w,     e        ^^         =  —  e  ■"   , 
also  diese  beiden  Functionen  um 

(2v~r)^     und     ^  +  (2v-l)1 
herum  für  entsprechende  Wertlie  w  entgegengesetzte  Werthe  haben, 

iin  am  'we  ^^  d'W  =  2    >     /  sin  am  ive  ^^  d'w . 

Was  das  Integral  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  angeht, 
so  werden  sich  offenbar  die  über  die  zur  ß'-Eiehtung  parallelen  Sei- 
ten genommenen  Integrationen  zerstüren,  da  die  Argumente  sich  um 
die  für  die  beiden  Functionen 

sin  am  w  und  e  ^^ 

bestehende  Periode  ß  unterscheiden  und  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung integrirt  wird,  so  dass,  wenn  wir  die  durch  wß'  gezogene,  zur 
ifä-ßichtung  parallele  und  von  den  durch  a  und  h  gezogenen  Paral- 
lelen begränzte  Linie  mit  a„  ^i«  bezeichnen,  die  obige  Gleichung  in 


(  siu  am  W  e  ■=■'  clw  -{-  J  ! 


sm  am  w  e  ■ 


'2/ 
'(■ 


Sin  am  we  ■ 


übergeht  Lässt  man  nun  die  Linie  »„  6„  iu's  Unendliche  rücken, 
also  n  unendlich  gross  werden,  so  wird,  wenn  man  in  dem  zweiten 
Integral  der  linken  Seite 

gesetzt  denkt,  dasselbe  in 


übergehen,  welcher  Ausdruck,  da  mod  2  <  1,  für  jj  =  oo  verschwin- 
det, und  wir  erhalten  daher  aus  der  obigen  Gleichung 
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+f 

/  sin  am  we  ^  ihv  =  2  ^^     j  sin  am  tve  ^  dm. 

Wenn  aber 
gesetzt  wird,  so  erhiilt  man  nach  einer  der  Gleichungen  (21) 

/27ti,„  är-1     /"— o— |2/'  +  ll 

-^5-(2^+l)  ,  1      (^M+i)— ;—    I    e    "  T     , 

tin  am  «f  e  ''^  dw  '=j7<l  /   ~  ""  a   "iii'~"        ' 

oder  da 

-: r  =      .  +  ffg  -]-  «1  MJ'  -J-  ■  ■  ■ 

■i^^"'*"  -  1  +  '"g---  (2c  +  I)  +  ■  ■  ■ 
und  diihur 

/    — .. .-äm'  —  'i-xi 

•i,        """" 
ist,  das  Kesultat 

/--'-(2i,  +  l)  2xi     (a/<  +  >>'^-^ 

Sin  am  we  "  h«u  =  —,—  q  ^     , 

(..-.,  f) 

so  dass  die  oben  gefundene  Gleichung  in 

;tf         „,.  ,  ,„_,  1^ 

übergeht. 

In  J.''olge  dessen  erhält  man  nacli  dem  oben  gefundenen  Ausdrucke 
für  den  Coefficientcn  der  Fourrier 'sehen  Reihe 

und  als  Fuurrier'sche  Reihenentwicklung  für  die  sin  am  w,  weil 

e  "     —  e  ■'^     =  2i  sin  (2m  -f  1)  -^ 

ist,  die  folgende 
(31)        sm  am  »  _  -^^  ^  TU-ji+T  »"  (3«  +  ')  ^  , 
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welche  nach  den  oben  gemachten  Auseinanderaetzimgen  innerhalb 
des  von  den  beiden  zur  ß-Richtung  durch  die  beiden  nächst  gelegenen 
Unstetigkeitspuiikte  -^  und  —  —  gezogenen  Parallelen  begr'änzten 
unendlichen  Raumes  convergent  ist. 

Um  die  Fourrier'sche  Entwicklung  für  jeden  andern  Parallel- 
raum zu  erhalten,  der  zur  ß-Richtung  parallel  von  zwei  Linien  be- 
gränzt  ist,  die  durch  zwei  aufeinander  folgende  Unstetigkeits 
also  durch 

(2r  -  1)  4'  und  (2r  +  1)  f 
gehen,  braucht  man  nur  zu  bemerken,  dass,  wenn 
IV  =  r£l'  +  to' 
;  wird,  w'  dann  innerhalb  des  von  den  durch und  - 


gezogenen  Linien  begränzten  Paralleiraumes  liegt,  und  in  Folge  dessen 
nach  dem  Vorigen 


sin  am  w  =- 
ist;  da  aber 


'^■.-^^^^»"(^  >»+•)- 


sin  am  w'  =  sin  am  (w  —  r  £>J)  =  sin  am  w 
und 

sin  (2„,  +  1)  !=-■  ~  sin  6»  +  1)  1"  (a.  -  rSf) 

-sin[(3m  +  l)''=~r(2»,+  l).,] 

ist,  so  folgt  für  die  innerhalb  jenes  beliebigen  Streifens  gültige  Ent- 
wicklung 

'»'«'--ä-2"T--r7-*.   "  [(2-»  +  .)  i|f-^. (2». +  !)>..]. 

Genau  nach  derselben  Methode  findet  man 
(32)  .     CO.  am  »  =  '-fl-  ^ -^J^f  "'  (2'»  +  ')   'T 

für  den  ersten  in  derselben  Weise  wie  für  die  sin  am  w  gewählten 
Parallelstreifen,  und  wenn  wieder 

w  =  rSi'  +  w 
gesetzt  wird,  da 

cos  {rii'  -{-  ^f')  =  ( —  1)"^  cos  iv 
ist,  für  den  ParaJlelstreifen,  welcher  von  den  durch  die  Punkte 

(2r-l)4nnd(2r  +  l)4' 
gezogenen  Parallelen  begränzt  ist, 
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"»«'-(-') -lH-2-r:-J„+-,-  ™  [(2»  + 1)  :'T  - '  (2«'  + 1)  t 

Verfährt  man  endlich  für  z/  am  w  genau  ebenso,  indem  man  nur, 
weil  für  diese  -^  eine  Periode  ist,  die  Fourrier'sche  Reihe  znr  Be- 
stimmung der  Coefficienten  zwischen  den  Gninzen  —  —  und  +  -r 
integrirt,  so  erhält  man  wieder  für  Punkte,  welche  in  jenem  ersten 
Parallelstreifen  liegen 

(33)   .  ,   ,  .    z/  am  „•  _?|(l  +  4  "^J^^  »os  1=-"-) 

und  für  den  zwischen 

(2r-  l)^'und(2r+  l)  ^ 
liegenden  Parallelstreifen 

^  ™  »  =  (-  ly  -  (i  +  i'T-r^  -  [*=r  +  '••'•■"])  ■ 

Den  Schlues  dieser  Vorlesung  mag  die  verschiedenartige  Dar- 
stellung der  allgemeinen  doppelt  periodischen  Functionen  bilden, 
welche  wir  bereits  in  der  siebzehnten  Vorlesung  mit  Hülfe  der  doppel- 
periodischen Functionen  zweiter  Ordnung  ausgedrückt  hatten. 

Sei  F  (w)  eine  eindeutige  doppelperiodische  Function  mit  den 
Perioden  £1  und  ß',  *)  mit  den  nicht  bloss  um  Perioden  verschiedenen 
NuUwerthen 

«I,  a.,,  .  .  .  ai 
und  den  Unendlichen 

für  welche  die  Ordnung  der  Nullen  und  unendlichen  resp. 

MSj,  JKj,  .  .  .  lilx 

«i,  «2,  .  ,  .  W^i 

ist,  so  muss  bükanntlichj  wenn  überhaupt  eine  solche  Function  existiren 

soll,  die  Anzahl  der  Nullen  gleich  der  Anzahl  der  Unendlichen  d.  h. 

in^  -^  mj  +  .  .  .  +  wsi  =  «1  -f-  jjj  -|-  .  .  .  -|-  w^ 
sein,   und  ferner  musste  die  Summe   der  Werthe,   welche   denselben 
Werth  von  JP  (w)  liefern,  bis  auf  Vielfache  der  Perioden  constant  d.  h. 

ff»!  «1  -j-  mj  «2  "J V  "'lö^!  =  W]  K^-j-n^ttj  H V'^iiO-fi  —  Msß  —  wß' 


weseutlicli  iiositiv  ist. 
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sein.     Bildet  man  nun  den   folgenden  Quotienten   von   Ö'-Produeten, 
deren  Modul 


so  ist  leicht  zu  sehen,   dass   diese  Function  die   Perioden  ii  und  £1' 
hat;  da  nämlich 

und 


(  Periode  ist,   und  dass  füi 
den  Factor 


ist,  so  folgt  unmittelbar,   dass  ß  eine  Periode  ist,   und  dass  für  die 
Zunahme  von  tv  um  £i'  die  Function  den  Factor 


-1)-+- 


-.,(^^-+.).,-.,.-^("='^-+.)., 


erhält,  welcher  vermöge  der  oben  zwischen  den  Nullen  und  Unendhchen 
vorausgesetzten  Bedingnngsgleichungen,  wie  unmittelbar  zu  erkennen, 
der  Einheit  gleich  ist,  so  dass  jener  Quotient  von  -^-Functionen  in 
der  That  die  Periode  £1  und  ii'  hat.  Da  aber  der  Zähler  verschwindet, 
wenn 

2f  =  «1,  O"',  ■  ■  ■  ax 
und  zwar  in  den  resp.  Punkten  von  der  Ordnung 

MJ[,  JWji  ■  ■  ■  ^^^} 

und  der  Nenner  für 

von  der  Ordnung 

jij ,  Wj ,  .  ■  ■  n,,, 
und  nur  in  diesen  Punkten  von  Perioden  abgesehen,  so  wird  die 
Function,  dadieO-Functionennur  für  m!  =  oo  unendlich  werden,  in  dem 
von  Sl  und  £1'  gebildeten  Parallelogramm  mit  F{w')  dieselben  Nullen  und 
Unendlichen  haben  und  sich  somit  von  jener  Function  nur  durch  eine 
Constante  unterscheiden  können,  so  dass  sich  als  allgemeiner  Ausdruck 
einer  jeden  solchen  oben  näher  definirten  i'unction  der  folgende  ergiebt 

(34)  F  («,)  -  Ce^'^'  ^^    a    >   ^^    Sl    ) _.J^^  . 

Man  kann  aber  auch  die  allgemeinste  eindeutige  doppelperiodische 
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Function  statt  durcli  einen  Quotienten  von  -S'-Producten  iJurch  eine 
Summe  von  logarithmischen  Differeatialien  von  9--Fuuctionen  aus- 
drücken. 

Da  nämlich 

»,  {w  +  m  +  nt)  =  (—  1)"'  +  "  ^-"is»^  +  "r)^;  ^^  ^^^-^ 

■ist,  worin  wieder 

^         Sl 
sein  soll,  so  wird 

dlog  9,(w  +_m  -y_2iz) 
dio  """" 
sein  und  daher,  wenn 


^°M±^  W  - 


1  wird,  die  Gleichung  bestehen 

(35)     l{w-Ym^nT)=-2n^i-^t.{w) 

und  hieraus  folgen 

Bemerkt  man  ferner,  dass  in  der  Umgebung  von  ?*  =  0 

g(»)-'^:f(9,'«.+^'r»'+-)-'Sf(».'»(i+JS7-'+-))-i!;+M. 

worin 

M 

eine  Reihe  von  Gliedern  mit  nicht  negativen  ganzen  Potenzen  von 
w  darstellt,  so  ergiebt  sich 

"I'^-^'  +  M' 

so  dass,  wenn  statt  iv 

ß  " 
gesetzt  wird, 

is(^«^)  =  T.-^  +  [— «1. 

2^  o-  /2  ftp  -  a)\         _--j^ ,    |-      _  1 

fl'*  \       ß       /  =  ^,y  -  a)'  "T  L"'        «Jj 


wird,  und  somit,  wenn 

beliebige    Coefficienten    vorstellen,    durch   Multip lication    mit    diesen 
Grössen  und  Addition  der  so  entstehenden  Gleichungen 
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folgt;  die  aiif  der  linkeu  Seite  dieser  Gleiehuag  stehende  If'uDction 
wird  daher  im  Punkte  tv  =  a  unendlich  von  der  r-ten  Ordnung  wie 
der  Ausdruck 

_^  _|„  -^^  + I ^-  ^  - 

Ausserdem  hat  aber  diese  Function,  wie  aus  den  dun  Gleichungeu 
(35)  und  (36)  entnommeneu 

:  C-*.-^  +  .)  =  - 2«.-  +  sf-i^-"),    f' ?-^-"J  +  .)  =  S"'(^'^) 

unmittelbar  hervorgeht,  die  Periode  il  und  nimmt  um 

—  iA,7!i 

~a 
zu,  wenn  w  sieh  um  Sl'  vermehrt. 
Seien  jetzt 

«1,  a.,,  .  .  .  ü). 
l  verschiedene  Punkte,  und  bildet  man 

(")■•■  2^  2  hbyrS--^     (^-'-)' 

y,-t...3.    r-l,...r^ 

SO  wird  diese  Function  offenbar  in  den  Punkten  a,,  a.^,  .  .  .  a-x  und 
nur  in  diesen  unendlich  und  zwar  resp.  von  der  Ordnung  r, ,  r.,, .  . .  r;. 
wenn  wir  die  nach  ß  und  ß'  eongruenten  als  gleich  zählen;  ausser- 
dem hat  die  Function  die  Periode  ß  und  nimmt,  wenn  w  um  ß' 
vermehrt  wird,  um 

__  \A„'Ki  _  iA,^iti  __  _  iAj^Tti 

ß  Si  ■ '  "  il~ 

zu;  setzt  man  somit  fest,  dass 

An-\-Ä,,-\ \-Axt=0 

sein  soll,  so  wäre  jene  Punctiou  eine  eindeutige  doppel periodische  mit 
den  Perioden  £1  und  Si'.  Damit  ist  aber  das  Mittel  zur  Darstellung 
einer  beliebigen  eindeutigen  doppel  periodischen  i\inction  gegeben. 
Denn  sei  F  (w)  eine  solche  Function  mit  den  Perioden  ß  und  £i', 
welche  in  den  Punkten 

ß,,  «21  ■  ■  ■  "A  , 
die  nicht  etwa  nur  durch  ganze  Vielfache  der  Perioden  von  einander 
sich  unterscheiden,  unendHch  wird  resp.  von  der  Ordnung  r,,  r.^,  .  .  .  rx 
und  zwar  wie 

w  -  «,  ^  IM  -  «i)^  ~  ^  {10-  «,)'■'   ' 
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Neuiizelinte  VorleHuiig. 


""  {IC  -  Oä)'  ■ 


so  folgt  aus  der  immittelbar  ereichtlichen  Gleichung 

in  woleher  das  Integral  über  das  Periodenparallelogramm  j 

werden  soll,  die  für  die  Existenz  dieser  Function  nothwendige  Bedingung 

wenn  man  beachtet,  dass 


.h 


ist,  und  es  wird  somit  die  oben  gebildete  Doppelsumme  {k),  deren 
Constanten  aus  den  Daten  der  Function  F  (w)  zu  nehmen  sind,  eine 
dopi^)elperiodische  Function  mit  denselben  Functionen  £i  und  ß'  sein, 
welche  in  dem  Periodenparallelogramm  in  denselben  Punkten  und  in 
dereelben  Weise  unendlich  wird  wie  F  (w),  und  daher  die  Differenz 
von  F  (w)  und  jener  Function  (A)  eine  eindeutige  doppelperiodiscbe 
Function,'welche  in  dem  Periodenparallelogramm  nicht  mehr  unendlich 
wird  und  daher  eine  Constante  sein  muss;  man  hat  somit,  wenn  für 
g  sein  Werth  eingesetzt  wird, 

d"  log  &,  (^(^~^) 

_^^  ^_^__     c^-  Öi  "    d\?'  ' 

worin  C^  eine  Constante  bedeutet,  und  ea  ist  daher  jene  oben  ange- 
gebene Darstellung  einer  jeden  eindeutigen  doppelperiodischen  Function 
gefunden 

Wii  scMiessen  hieran  endlich  noch  die  Fourrier'sche  Reihen- 
entwicklung für  jede  emdeutige  doppelperiodische  Function,  welche 
sieh  genau  nach  der  fui  die  drei  elliptischen  Functionen  angewandten. 
Methode  ausfuhren  lasst.*]  Sej  nämlich  J^(m7)  eine  solche  Function  mit 
den  Penoden  ß  und  ii  so  ist  aus  der  elften  Vorlesung  bekannt,  dasa 
sieh  F{ib)  mneihalb  eines  jeden  Parallelraumes,  welcher  von  zwei  zu 
der  einen  Penode  ß  parallelen  Linien  begränzt  ist,  die  durch  aufein- 
anderfolgende Unstetigkeitspunkte  gehen,  in  eine  Reihe  von  der  Form 


*)  vorii'iE.esetzt  wie 
dem  Perudenpinllel  gm 
nimmt. 
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F  (w)  =^  Aa  +  A,  e^^'  +  A.,  e~^~  -\ 

entwickeln  las  st.*)  Um  nua  die  Entwicklung  innerhalb  dea  den 
Nullpunkt  einschli  es  senden  Parallelraumes  zu  bestimmen,  raultipliciren 
wir  die  Gleichung  mit 


wo  m  positiv  oder  negativ  sein  mag,  und  erhalten,  wenn  zwischen 
den  Gränzen  —  y  und  +  -^  integrirt  wird,  genau  wie  früher  für  die 
sin  am,  für  positive  oder  negative  m 


Ä.-lfF(, 


Zur  Aiiswerthung  dieses  Integrals  denken  wir  uns  wieder  die 
von  —  zu  -j-  Y  führende  G-ratle,  ferner  zwei  unmittelbar  rechts  von 
-"--  und  —  zurß'-Eicbtung  gezogene  Parallelen,  und  endlich  wiederum, 
wenn  wir  erst  pc^itive  Werthe  des  m  betrachten,  eine  variable  Parallele 
zur  ß-ßiebtnng  durch  —  PJ ,  —  2  Sl' ,  —  3  ß',  u.  a.  w-,  und  es  mögen 
die  in  dem  zuerst  verzeichneten  Parallelogramm,  in  welchem  die  zur 
ß-Riehtung  gezogene  Parallele  durch  —  £1'  geht,  liegenden  Unstetig- 
keitspunkte  von  F  (w) 

sein,  so  dass  alle  Unsfcetigkeitspunkte  bei  Verschiebung  jener  Parallelen 
bis  au  der  durch  —  nSi'  gehenden  durch 

-  (. -  1)  a-  +  .,,-(.-  1)  ß'  +  o„ (v  -  1)  ß'  +  «, 

dargestellt   werden,  worin  v  =  l  .  .  .  n  ist.     Es   wird   somit  aus  den 
früher  ausführlich  entwickelten  Gründen 

(") fF{iv)r'^--dw 

=  V|    j F{w)e     '^i~ äw+ 1 F{w)e~^^ dtv-\ ^ j F{w)f^^ cUv\ 

sein,  wenn  P_  „  das  Parallelogramm  bedeutet,  dessen  zur  iJ-Richtung 
parallele   Seite  durch  ^  n  iÜ  geht.     Nun  werden   aber   die  zur  il'- 

*)  wobei,  wie  leicht  zu  sehen,  angenommen  werden  darf,  dass  sich  in  einer 
der  Periodenrichtangen  Un stetig!: eitapnnkte  nicht  befind eii. 
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416  Neunzehnte  Vorlesung. 

Richtung  parallelen  Seiten  des  Parallelogramms  sicli  aufhebende  Theile 
des  Integrales  Kefern,  und  wenn  n  ^  oo  gesetzt  wird,  wird  das  über 
die  unendlicli  entfernte  Seite  genommene  Integral  genau  wie  früher 
verschwinden,  da  auf  dieser  der  Voraussetzung  nach  keine  Unstetig- 
keitspunkte  der  Funetioii  liegen  können,  so  dass  die  linke  Seite  der 
vorhergehenden  Gleichuug  in 

JF{w)e'   '""'^'^"ihü 

übergeht.     Was  die  Integrale  der  rechten  Seite  angeht,  so  wird 

wenn 

„_-(,--  1)  ß-  +  »■ 
gesetzt  wird,  in 

Übergehen,  worin 
ist,  und  sieh  daher 

n,.  -  «   V    Cf  {w)  e~    '^~  dw  =   Cf  iw)  c~  ~^^~  dw  .  lim„=  „  ^  ö""' 

=  7^-^  I Fiiv)  e~"~^  dw 

ergeben,  so  dass  die  obige  (Jleichung  (n)  für  «  ^  oo  die  Gestalt 
au  nimmt 

(f  (w)  f  ~^'"  dw  =  -j-^^-  I F  (w)  e"     ^'-     dv; 

F{w)e    "^~"dw-\ \ —  fF(tv)e    "  "■«     dtv, 

^~'^    Y    . 
und    vermöge  des   oben  für  den    Coefücienten    der   Fourrier'schcn 
Reihenentwicklung  gefundenen  Werthes 

/'                    .    äMltim  /"'  _2_mnlm 

F(w)e    ^3-^„,.j !_..  J        /_f(„,)^    -  -'-'     ,7,„. 
I  -  1.   J 
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folgt;  dasselbe  Resultat  erhält  man  für  negative  m,  wenn  man  diu 
zur  ß-Richtung  parallelen  Seiten  der  successiven  Parallelogramme 
doreli  iß',  2PJ ,  .  .  ,  zieht.     Giebt  man  endlich  noch  ^„,  die  Form 


yl,„  =  ' /  F  (^(;)  e  ^ 

Ar  Al 

-9      J 

CO 


F(w)t  "         du, 

1  -  9'"  J 


gesetzt  wurde,  class 

(38)    ..     ^■.(»)-'2    ^^j|'^'W«-'¥^"-\!.. 

ist.   Unter  der  Annahme,  dass  «j,  Hj,  ...  k^  Un Stetigkeitspunkte  erster 
Ordnung  für  F  (w)  sind,  wird  für  einen  dieser  Unstetigkeitspunkto  a 

■^M  -  ii^  +  «.  +  »,(«.■-«)  +  ■■■ 

^  ,^1         ..        ^^  h  ■  ■  ■ 


und  somit 


I  F{w)c  ^         (J%o  =  2itiA 


sein,  wenn  A  dun  Coefflcieuten  der  ersten  negativen  Potenz  von 
w  —  «in  der  Entwicklung  von  F  {w)  in  der  Umgebung  von  a  be- 
deutet, so  dass  die  für  diesen  Fall  einfachere  Reihenentwicklung  die 
Form  annimmt 
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Zwanzigste  Vorlesung. 

Die  Eigenschaften  der  elliptischen  Nor  malintegrale  erster,  zweiter 
und  dritter  Gattung. 

Eine  charakteristische  Eigenschaft  der  elliptischen  Normalintegrale 
besteht  darin,  dass  sich  diejenigen  zweiter  und  dritter  Gattung  mit 
Hülfe  Ton  d'-Functionen  darstellen  lassen,  deren  Argument  das  ellip- 
tische Normalintegral  erster  Gattung  hildet,  das  zu  demselben  Werthe 
dei"  Variabein  gehört. 

Aus  Gleichung  (59)  der  achtzehnten  Vorlesung 
<P  log  »0  (_w)        9o" /aV\'  *iil''J' 

folgt  nämlich,  daas,  wenn  -^  statt  tu  substituirt  und  statt  der  ft-CJuo- 
tienten  der  rechten  Seite  die  sin  am  w  eingeführt  wird, 

isii,  oder  wenn  zwischen  0  und  w  intcgrirt  wird, 


0) 


.  .       I  sm-  am  IV  iliü  =" .    "w—  —  -^": ■         -  -, 


weil  das  Differenzial  der  Ö'^-l^'unction  eine  ungerade  Function  also  für 
w  ^0  versehwindet. 

Da  nun  das   zweite   elliptische  Normalintegral  nach   Logendre 
die  Form  hatte 

y^ds 

so  wird  dasselbe,  wenn 

/—,  -.  =  w  also  z  =■  sin  am  w 

gesetzt  wird,  in 

isin'^  am  w  äw 
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Die  EigenBcliaften  der  elliptischen  Normal  integrale  etc. 
übergehen,  und  somit  Gleieliung  (1)  lauten 

=  „  (/  log  ö'.  (^""^ 


Rpfzt,  mau  Jiini 


4r ^^-_=:_g, 


worin  die  Integration  auf  der  von  0  nach  1   führenden  graden  Linie 
genommen  werden  soll,  so  wird,  wenn  in  (2)  r  =  1  gesetzt,  wird, 

(3) ^-"f.:":-^ 


sein,  weil  bekanntlieh  für  ?  =  1,  wenn  die  Jntegraiion  auf  der  graden 
Linie  ausgeführt  wird, 


»"  5°)  -  1  -  2«  "■'  -?  +  29'  »»»  -'F 

ist, 

/24P\ 

-^-  =  2  ■  ,j  (Z  ^"1     ,i   -  2  •  ^-  0'  sfn   -^^    H-  ■  ■  . 
für  ^(j  =  — -  verschwindet.     EenutKt  man  den  ans  (3)  sich  ergobouden 
Wei'th  von 


und  bemerlit,  dass  naeh  den  (jleiehungen  (37)  und  (39)  der  achtzehnten 
Vorlesung 


Ü'  fl-u'              i^2  *, 

i^'S'ii' 

4    *,'»         4,t'V 

ö,'  ö,' 

ist, 

"• 

gebt  die 

Gleichung  (2)  in 

m 

■■■fn 

s^d.sr        - 

je; 
'  "ii 

•(?) 


über,  und  ea  ist  hierdurch  das  zweite  elliptische  Normalintegral  mit 
Hülfe  von  -^-Functionen  durch  daa  elliptische  Normalintegral  erster 
fiattung  ausgedrückt. 

Wir   gehen   zur  Lösung   derselben  Aufgabe   für  die  elliptischen 
Normalintegrale  dritter  Gattung  über.     Ans  der  Additionsformel 

*o'  *o  C«  +  '")  ^0  («  —  ■>■'>)  =  ^A  («)'  ^0  ('")'  —  ^\  (''f  *i  C«")^ 
folgt,  nämlieli,  wenn  statt  a  und  w 

gesetzt  und  durch 
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die  Gleichimg  dividirt  wird, 

».■.».(y^)».f'"-"!) 

(5)     -V — '^^-—l 1^— i^ L  =  1  _  x'-^Wi  am  «  sin'^  am  i. 

und  wenn  logacithmirt  und  darm  nach  a  differentiirt  wird, 


und  wenn  man  endlich  uach  w  zwischen  den  Uränzen  0  und  w  integrirt 

,„     /....... .w ....,...«».»      ...«••©^,,     h.("^)l 


Setzt  mall  nun  wieder 


so  wird 

fx'  sin  am  «  sin'  am  a  ain'  am  u'  dtv  i'v.^  sin  am  a  ain'  am  k  ■  «^  _<^^       


ein  Integral,  welches  offenbar  nur  in  den  Punkten 

s  =  — -. und  5  = -r~ 


unil  zwar  in  beiden  Blättern  der  Riemann'schen  Fläche  von 
y'ii  —  z')  (1  —  x'  s'^)  logarithmisch  unendlich  wird,  also  den  Charakter 
desjenigen  Integrales  hat,  welches  wir  iu  der  vierzehnten  Vorlesung 
nach  Legendre  als  Normal  integral  dritter  Gattung  zu  Grunde  ge- 
legt hatten  und  welches  in  die  Form 


Ur^ 


Da  nun  das  obige  Integral  (7)   sich   in  der  einfachsten    Weine 
nittelbiir  aus  der  Additionaformel  mit  Hülfe  von  ■&  Functionen  aus- 
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(irücken  läast,  deren  Arguiiioiit  das  elliptische  Nor  mal  integral  erster 
Gattung  ist,  so  hat  Jaeobi  dieses  Integral  als  Normalintegral  dritter 
Gattung  eingeführt  imd 

(8) ./""'"'il^^Ssb'-Äilr-- ■»""("'•'■) 

bezeichnet;  a  wird  der  Parameter  dieses  Integrals  genannt. 

Da  wir  jedoch  oben  bei  der  ßeduction  des  allgemeinen  elliptischen 
Integrals  die  Legendre'sche  Form  des  elliptischen  Norm alintegr als 
dritter  Gattung 

r ^i__       

^  (£'  -  ^,=)T(i"  -  "^1-«'^^) 
7,n  Grunde  legten,  weil  die  Parti albruch Zerlegung,  durch  welche  wir 
die  Reductiou  bewerkstelligten,   uns  grade  auf  diese  Form  führte,  so 
wollen  wir  noch  hinzufügen,  wie  dieses  dritte  Integral  auf  A'-Functionen 
zu  reduciren  ist. 
Es  ist  nämlich 

J    —j  ■—■-,- j-^,----,-        -^=^____^._-^-^- 
_  ii£j^_"  n 1 i) A.^__ 

sm  am  «  ^   '^  1  -  «'  -»^  -n  «  ,  .=  )    ^(i  _  ,.)  (i  ^  ...., 

_^m-am«    /'/ ä. \ 

sm  am  «  .^   l^  1  _  „.  ,i„,  ^ni «.')  ^  (1  ^  .=)  [i --«'."')  7 

_    .inj™«    /l l£ 


so  folgt  aus  der  vorigen  Gleichung,  wie  leicht  zu  sehen 

(9)  /* ,,.  -i! =    =     — «-^  li^^^Jl^i'.   j;  /^y      (,-)    _ 

^'      ^  (ä'-V)K(l-s*)(l-«^^)  sm   !i.n«        ^^  ^ 


'  sin'^  am  ß  - 


y  Google 


422  Zwanaigsto  VorloBimg. 

Mit  Hülfe  der  eben  gefundenen  Beziehungen  und  der  oben  für 
die  Logaritlimen  der  S^-Functionen  aufgestellten  Reihenentwicklung 
nach  den  cosinus  der  Vielfachen  des  Argumentes  wird  es ,  nunmehr 
möglich  sein,  für  das  elliptische  Normalintegral  /.weiter  und  dritter 
Gfattung  die  Fourrjer'sehe  Reihenentwicklung  herzuleiten. 

Aus  der  Entwicklung  (54)  der  achtzehnten  Vorlesung  ergiebfc 
sieh  nämlich  durch  Differentiation 

_dJk^,_H_  _  4 „  "-V        "',      sin  2  .»«» 

diu  J^       1    —   g2  "' 

und  daher  folgt  aus  Gleichung  (4)' dieser  Vorlesung 


ß 


a  wdw 


dasB  das  zweite  elliptische  Normal  integral ,  welches  oben  durch  deu 
Ausdruck 

I  -j-r^-.--.L^.^zL. Tj  =  I  siu-'  am  tu  d'W 

J  V  (i  ^  ^)  (l  -  «^  z')      J 

deiinirt  war,  sich  in  folgender  Weise  nach  der  Fourricr 'sehen  Reihe 
entwickeln  lässt 

(10)       1  sm-^  am  'ivdiv  =  ■  f^w ^^    >'  ~ —  sni  — -„— , 

in  welcher  die  Variable  der  Entwickhmg  das  elliptische  Normal- 
integral  erster  Gattung  ist. 

Um  die  Entwicklung  des  dritten  Norraaluitegrals  zu  linden,  gehen 
wir  von  dem  zweiten  Differential  jenes  Integrals  aus. 

Differentiirt  man  nämlich 


n{w,a)=J''-' 


naoh  w,  so  erhält  man 
dn(w,  a)  _  * 

und  daraus  wieder 


oder  wie  man  sich  unmittelbar  aus  den  Additionsformeln  der  sin  am 


---j^-'"-  =  ^K- {sin  a.m  (?(.'  +  «)  —  sin  am  (m — «)}  {sinam(?f;4-''')  +  sinam(!i'  —  «)} 
=  ^x^{siR^B,w.{w-\'a)  —  sin^am(j(;  — k)}. 
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Wenn  laan  aber  die  oben  für  das  Integral  des  Quadrates  der 
sin  am  w  gefundene  Fourrior'sche  Reihenentwicklung  (10)  diiferen- 
tiirt,  so  erhält  man 

und  dalier,  indem  man  statt  w 

tv  -{-  tt     und     w  —  K 
einsetzt, 
^njw,  «)  _  16  Tzf-^      mff        i  4  mn  (w  -  «)  i»i^  {w  +  «)  1 

und  dnrch  Integration,  da 


ist 


- — -  =  -i^    /,  =^-5 —  ■!  sin  — ^ — — 

und  durch  noehmaUge  Integration  nach  w 

oder  endlich 

(11)  —  'n«','}-'i«>'^^--i-,-' 


als  Fourrier'seliQ  Keihenentwicklung  des  Normalintegrales  dritter 
Gattung. 

Wir  gehen  nun  noch  zur  Entwicklung  einer  fundamentalen 
Eigenschaft  der  elliptischen  Integrale  überhaupt  über,  die  jedoch 
hier  erst  für  die  Normalintegrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung 
besprochen  werden  soll,  wahrend  sie  von  anderem  Gfesichtspunkte 
aus  und  in  allgemeinerer  Weise  betrachtet  den  Gegenstand  der 
nächsten  Vorlesung  bilden  wird. 

Uebertrageii  wir  nämlich  das  in  der  neunzehnten  Vorlesung  be- 
wiesene Addifcionstheorem  (15)  für  die  sin  am  auf  das  elliptische 
Normal  integral  erster  Gattung,  so  wird  offenbar,  wenn 
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gesetzt  wird,  weil 

S,  =  sin  am  u,     %  =  siu  am  « ,     S^  =  sin  smi  (u  +  J>) 
ist,  für  die  Gleichung 

^^^^ J^vW)'^J^mw>j^ym' 

die  Beziehung  bestehen 

i^^J ^^~  1  -  «'^,W  '   " ' 

und  vermöge  der  Gleichungen  (16)  und  (17)  deraelben  Vorlesung  zu 
gleicher  Zeit 


Ci-VCi-tf-'.'.Ci 

-"^'s;» 

yT--,-i7' 

!-.•,,•, 

yi-.:.'n~.'>,'-.' 

-tf  Ci-«,' 

(16)    ]/l-x>i,'. 
woraus,  wiederum 

"  (16)  .  ^ . . ". .    ym^) = ^'(i-^=^)(i-«v) 

hervorgeht. 

Mieraus  ist  ersicMUch,  dass  sich  zwei  elliptische  Normalintegrale 
erster  Gattung  su  einem  eineigen  solchen  Normalinte^al  vereinigen 
lassen,  für  welches  sowohl  die  obere  Grö/me  e^  sowie  die  Irrationalität 
j/B  (is-^)  sich  rational  durch  die  oberen  Grämen  s,  und  %  der  heiden  ge- 
gebenen Integrale  mid  deren  Irrationalitäten  j/R  («,)  und  yit  (Sj)  aus- 
drücken lassen,  wobei  zu  beachten  ist,  dass,  weil  nur  der  Werth  von 

sin  am  u  =  2,     und     sin  am  «  =  3j 
gegeben  war,   '\/Ii{z^  und  j/Iiiz^)   beliebig  mit  beiden  Zeichen  ge- 
wählt werden  konnten,   dass   aber  in  dem  resultirenden  Integral  s^ 
imd  ]/lB{s^)  nach  getroffener  Wahl  jener  Grössen  fest  bestimmt  sind. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Gleichung  (12)  statthat,  auch  ähnliche  Beziehungen  zwischen  den 
zugehörigen  Normalintegralen  zweiter  und  dritter  Gattung  existiren. 

Gebt  man  nämlich  von  den  beiden  Additionsformeln  aus 

do^  &i  (7«i  +  zü.j)  #1  {Wi  —  w,)  =  »1  (w^y  *n  (w^f  —  *o  i^\y  *i  i^'^i)'' 
e-p^  *o  (w,  4-  Wj)  #(,  (w?i  —  Wj)  =  ■9-0  (w;,)  *o  (w^)  —  #,  (w,)  #i  (tv^), 
so  erhalt  man,  wenn  wieder  statt  zf,  und  w^ 
-^-i    und     ^ 
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gesetzt  werden,    durch   Division  der   beiden   Gleichungeu   mit  Hülfe 
der  Beziehungen  zwischen  der  sin  am  und  den  ■ö-Functionen 

sin  am  (tv,  +  W,)  sin  am  («y,  —  w^)  =  r-"«'''BTn'''am  J|°'"''am\Dt ' 
oder  da 

d  sin  am  «;,   ,     .                d  Bin  am  in, 
sin  am  «j. 5 4-  am  am  je, 5 -' 

,          I         -,                                  dwi                                      dw, 
sm  am  [tv^  -j-  vh)  = _^-  ;■■■  ,    — - — -^y- ^ = — 

ist, 

(sin  am  w,  -— "  ■'^'"  "'-  +  sin  am  %v^  _^'^^™-!^J  sin  am  {lO^  —  iv.^ 
=^  sin^  am  «f  I  —  sin^  am  iv^, 
oder  endlich,   M'onn  statt  iü,   «ü,  -j-  iü^  gesetzt  und  dann  tv^   mit  ^c, 
vertauscht  wird 

/  .  ,  1         ,   d  bIe  am  w.     ,      .  d  sin  atn  (lu.  +  su,)\     . 

(sni  am  (mi,  +  w',)  -  -  , 4-  sm  am  tv, .     '  ' — -)  am  am  w, 

\  VI'*/         dw,  '  '  dicj  ■'  ' 

=  sin^  am  (w^  -\-  iv^  —  sin^  am  w^ 

oder 

(17)  ....     sin  am  w.^  d  'sin  am  ^o^  .  sin  am  (^y^  -|-  io^\ 

Integiirt  man  nun  diese  Gleichung  nach  w,  zwischen  den  Grun- 
zen 0  und  M,  so  folgt: 

■  sin  am  w.^  sin  am  u  .  sin  am  {u  -\-  Wj) 


^  /  sin"  am  {iü,  -{-  Wj)  dtv^  —  j  sii 


'■amw.dw. 


oder,   wenn  w^  ==  V  gesetzt  und   berücltsiehtigt  wird,   dass   in   Folge 
der  Substitution  ^|;^  -\-  v  =  tu 

r.  /•*■ 

/  sin-  am  (w,  -}-  v)  div,  =  /  sin^  am  w  dw 
=  j  siu'^  am  tv  dtv  —  /  sin'  am  zv  dw 

(IS)    .       /  sin-  am  'W  dw  ■ —  j  sin'  am  w  div  —  /  sin'  am  tv  dw 

=  sin  am  %t  .  sin  am  v  sin  am  {u  -\-  v). 
Setzt  man  nun  wieder 

r'  du   ^        r'  dz   ^        r'  dz   ^      . 

so  folgt,  wie  leicht  zu  sehen,  aus  (18) 
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wenn 

t^-_-^^= +  /''     '^'-  -— ^  r'  _  ^^_^ , 

,7c(i-^)(i-«'>)    ^ni-^')(i"«'^')    ^K(i-^j(i-«^^')' 

d.  h.  nach  dem  Vorigen,  wenn 

ist,  und  es  iossoi  sicÄ  soww*  swe»  elliptische  NormaUnteffrcUe  zweiter 
Gaüung  su  einem  eben  solchen  vereinigen,  abgesehen  von  einem  in  den 
drei  oberen  Grämen  algehraischen  Theile,  der  aus  dem  Frodud  der- 
selben, besteht,  ivdbei  die  obere  Grande  des  neuen  und  dessen  Irratio- 
nalität ioieder  rational  durch  die  oberen  Gränsen  der  beiden  gegebenen 
Integrale  wnd  deren  Irrationalitäten  sich  ausdrücken  lassen  und  gtvar 
derart,  dass  die  beiden  m  den  gegebenen  Gransen  gehörigen  Normal- 
integrah erster  Gathmg  m  einem  eben  solchen  mit  derselben  dritten 
oben  gefundenen  Granse  vereinigt  werden. 

Um  das  Additionstheorem  für  die,  elliptischen  Normalintegrale 
dritter  Gfattung  zu  entwickeln,  legen  wir  die  von  Jacobi  gewählte 
Normalform  au  Grunde,  für  welche  sich  jenes  Theorem  unmittelbar 
aus  den  &  -  Relationen  herleiten  lässt.     Da  nämlich 

(20).     77  (»„.)^»,-    _;''Z  +  älog     -^^j^a 
istj  also  auch 

(2.)  .    ^(».,.)-».----j^'-^^+il»g  M^+-.J 
{^"X — ß — )] 
und 

(22)     77 (»,  +  »„  .)  ~  (»,  +  «i,  —^7^  +  i  l»g     O. („,+"...  +  „, 

rn  a  )] 

so  ergiebt  sich,  wenn  die  Summe  der  Gleichungen  (20)  und  (21)  von 
(22)  abgezogen  wird, 

(23) 77(.i.,  +  »„  «)  -  77(»,,  „)  -  77(.i.,,  o) 

f  ,^  /2  (■«.+«,-»)■)  ^^  n  (»1  +  .1\  a_  (iü?.  +_?))  1 


—  llog 


»•(•"-'+«"+■")  ».(^-')  ».(^^F-^)! 


Es   läset  sich  aber  die  rechte  Seite   dieser  Gleichung  durch  die 
1  am  der  einzelnen  Argumente  ausdrücken.     Da  nämlieh 


y  Google 


Dio  l'JigüiiBchiifton  der  ülliptiöühcn  Noriiialiul^gralc  oto. 

fr,^  .  0,  (u  +  v)  &,  {u~v)  =  &,  (uf  &,  (vf  -  &,  («)'  *i  (pY 
=  *„  {iCf  &f,  {vY  (l  —  x'  sin^  am  ~  sin'  am  -—) 
ist,  so  fülgtj  wena  der  Reihe  nach 


gesetzt  wird,  dass 

V  »,  /         J-««nii"«iiH»i  +  a)sln'«iiiK+.)' 

\  #0  /         1  —  K*  8in=  am  a  biq'  am  (lUj  +  lUj  4"  ") ' 

ist,  lind  es  geht  somit,  wenn  man  die  erste  und  vierte,  zweite  und 
dritte  dieser  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt  und  das  erste 
Produet  dureh  das  zweite  dividirt,  die  Gleichung  (23)  in  die  fol- 
gende über 

(24) n{w^-\-w^,K)  =  n{Wi,tt)-\-n{w.„tt) 

J  (1  -  «=  ain'  am  (i»,  +  a)  EJQ^  am  (tc,  +  »))  (l  -  h'  sin'  am  a  sin'  am  («-,  +  v>^  -  »))  \ 
1  ^"fe'  V(r- «' sin^ am  (,.,-«) sin' am (^,-«))  (l  -  «'.in' am  «dn' am (,.,  +  *.,  + «))(' 
woraus  ersichtlich,  dass,  weil 

sin  am  (^o^  +  «) ,     sin  am  (w^  +  ß) ,     sin  am  («(?,  +  »2  ziz  ") 
sich  in  rationale  Functionen  von 

sin  am  ^o^,  sin  am  lo^ 
lind  die  zugehörigen  Irrationalitäten  umsetzen  lassen,  die  Summe 
sweier  elliptischer  Normalintegrale  dritter  Gattung  sich  wieder  su  einem 
eben  solchen  mit  demselben  Parameter  vereinigen  lässi,  abgesehen  von 
einein  Logarithmm,  dessen  Argument  eine  rationale  Function  von  den 
oberen  Gränsen  der  beiden  gegebenen  Integrale  und  den  gvgehorigen 
IrraUonalitätm  ist,  wobei  wieder  s«  hemerjcen,  dass  dieselben  drei 
oberen  Gränsen  swei  Normalintegrale  erster  Gattimg  su  dnem  dritten 
verbinden. 
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Um  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (24)  eine  einfachere  Form 
zu  geben,  wollen  wir  dieselbe  nicht  auf  algebraischem  Wege  trans- 
formiren,  sondern  vermöge  ihrer  Periodicität,  ihrer  Nullen  und  ihrer 
Unendlichen  sie  mit  einem  andern  Ausdrucke  zu  identifieiren  suchen. 
Fasst  man  nämlich  den  unter  dem  Logarithmus  befindlichen  Ausdruck 
der  Gleichung  (23) 

'""      ..(^(-.4-^-  +  »))..(^i^)..(ite=^)) 

als  Function  von  w,  auf,   so   ist  mit  Hülfe  der  Substitutionstabelle 
unmittelbar  zu  sehen,  dass  derselbe  doppelperiodisch  mit  den  Perioden 


ist;  und  da 
wird    wenn 


—  und  il' 

»^  (v)  ==  0 


so  folgt  femer,  dass  der  obige  Ausdruck  in  dem  von  —  und  ii'  ge- 
bildeten Periodenparallelogramm  verschwindet  für 

W|.=  —  a  -\-    —  ,     w,  =  — ■  %  +  1^  +    .," ! 
und  imendlich  wird  für 

iü,  =  a  -)-  — ,     !(?!  =  —  w.,  —  «  +  -0-1 

und  es   ist   in    der  That  die  Summe  der  beiden  Nullen   gleich  der 

Summe  der  beiden  Unendlichen,    wie  dies  aus   früher  angegebenen 

Gründen   bei  einer  doppelt  periodischen  Function   zweiter  Ordnung 

sein  muss.     Bilden  wir  uns   nun  die   doppelt   periodisclie  Function 

zweiter  Ordnung  von  «i, 

,     .       EJü  am  ,0,  Bin  am  {w,  +  to,  +  «)  -  aJp  am  ß,  .in  am  jß,  +  tt',  +  «) 

^'-■ll-'       aia  am  w^  sin  am  [«-,  +  lu,  ~  «)  -  sin  am  ß,  dn  am  (ß,  +  w^  -  ß) ' 

in  welcher  ß,  und  ß^  nachher  bestimmt  werden   sollen,   so  ist  klar, 
dass  dieselbe  auch  die  Perioden 


sin  am  (tv  +  ö-)  =  —  ^i"  ^^  *'' 
ist.     Ferner  wird  der  Zahler  innerhalb  des  von  -  ■  und  Sl'  gebildeten 
Parallelogramms  unendlich,  wenn 

M>,  =  —     und     ^'^i  =  —  tV^~a-\-~:-, 
und  der  Nenner  unendlich,  wenn 
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w,  =  --     und     M)|  =  —  tü.2-\-  a  -\-  ■ 

ist,  so  dass,  indem  der  Werth  //'|  = -^  nicht  ui  Betracht  kommt, 
da  Zähler  und  Nenner  für  denselben  von  der  ersten  Ordnuag  unend- 
lich werden,  ein  Unendliches  und  eine  Null  des  Quotienten  (q)  und 
des  Quotienten  ((]^)  übereinstimmen.     Setzt  mau  nun 

so  wird  die  durch  den  Zähler  von  (q,)  dargestellte  doppelt  perio- 
dische Function  mit  den  Perioden  -^  und  ß'  verschwinden,  wenn 

,  ,    ß'  ,  I    ft' 

w^-^ß^^-c<-\-~     und     w,  =  — m, +  ^, 

dii  die  Summe  der  Unendlichen  des  Zählers 
—  w^  —  K  +  ß' 
war  und   der  Summe  der  Nullen  gleich   sein  muss;   ebenso  wird  der 
Nenner  verschwinden,  wenn 

w,  =  (J,  =  a  +  -g-     und     w^  =  —  tv.,  -|-  -, 

ist,  und  die  beiden  gleichen  Werthe 

«(?,  ^  ■ —  H/\  -f-  —, 

welche   den  Zähler    und   Nenner  zu  Null  machen,    werden  den  ge- 

sanmiten  Quotienten  (q,)  wieder  endlich  machen. 

Somit  hat  jener  Quotient  die  Nullen 

,        ,    Si'  ,    a' 

Wi== ««^  +  «  +  -3-,     Wi  =  —  «+   g- 

und  die  Unendlichen 

und  wird  somit,  da  ei  in  demsellien  Peiiodenparallelogramm  dieselben 
Nullen  und  Unendlichen  wie  dei  erste  ^-Quotient  hat,  von  diesem 
nur  durch  eine  Constante  veischieden  sein,  so  dass  sich  mit  Be- 
nutzung der  Weithe  ^,  und  /3,  ergiebt 

=  c  ■'° "  •" "°  -  ""■ +"+■'"  ■"■  ■"''  (- ' + .^^ "° "  ^'-  ■'^^ 

sin  am  ie,  sin  am  [w,  +  «i,  —  h)  —  siu  ain  \a  +  —j  sin  am  (wi  +  ~) 
Da  aber, 

sin  am  (tv  -(-    -J  =  -r—. 

ist,  so  geht  diese  Gleichung  in 
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f-,    1  +  K*  sitt  ara  W|  sin  am  w^  sin  am  a  sin  am  (Wj  -|-  s(?j  +  n) 

'   1  —  »^  sin  am  )Pj  sin  am  «jj  siu  am  a  sin  am  (tu,  +  iPa  —  «) 
über,   worin  C,  eine   von  w^  unabhängige  Constante  ist;   setzt  man 
Wi  =  0,  so  folgt 

C,  =  1 
und  es  geht  somit  die  üleichung  (24)  in  die  folgende  über 
(25) J7(k.,  +  »„  «)  =  i7(»„  .)  +  B(«.„  ») 

AuB  diesem  Ädditioöstheorem  für  die  Argumente  der  elüptischeii 
Normalintegrale  dritter  Gattung  können  wir  aber  leicht  ein  Addi- 
tionstheoreni  für  die  Parameter  dieser  Integrale  entwickeln. 

Da  nämlich 


j 


sin-  am  ii)  dw  =  -;r-  n  —  -^ ,--    - 


war,  so  wird  aus 

folgen,   wenn  für   das  üifferential  des  Logarithmus   der  Ö'-Functioii 
der  Werth  aus  der  obigen  Gleichung  eingesetzt  mrd,  dass 


U  (u,  a)  =  — o"  M«  —  x^u  I  sin-  am  w  dw  -f-  ^  log 
ist,  und  wenn  a  mit  u  vertauscht  wird 


uhv-\-  I  log 


(26)  n(u,  ci)  -—  n  (ß,  j[)  =  jf- 1«   /  sin"-  s,mtedn'  —  it  ism'  am  '/('(?jc> 

ergiebt.    Setzt  man  nun  in  (26)  statt  a  der  Reihe  nach  ß  und  a  -j-  ß, 
so  erhält  man  die  analogen  Gleichungen 

(27)  n(n,  ß)  —  I!(ß,u)^x^h  Ain'araM<7«r  —  h /sin- am  tvdwl, 
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(28)  n{u,a-\-ß)-^  n{a-\-ß,u)=^x-^Ua  +  ß)  j sin' iiinw  fJw  —  ü  f  sm"^  um  wdw\ 

und  endlich  aus  (29),  (30),  (31)  die  folgende 

(29)  11  («,  a-i-ß)^n  (M,  a)-n  {u,  ß)  =  H  (a  +  ß,  n)  -  II  {a,  u)  -  11  {ß,  n) 

—  MK^  ■!    /sin^  am  wäw  —  f  sin*  am  tvdw  —  /siu^  am  ivdw\  ■ 

Benutzt  man  das  in  der  Gleichung  (25)  ausgesprochene  Additions- 
theorem der  Argumente  der  77-Punction  und  eHdlieh  das  in  der  Glei- 
chung (18)  enthaltene  Additionstlieorem  der  Normal  integrale  zweiter 
Gattung,  so  folgt 

(30)  77  (w,  a  +  ;3)  =  77  (?(,  k)  +  77  {u,  ß)  ~  n  x'  sin  am  u  sin  am  ß  sin  am  («  +  ß) 

+  i  m  [  --C-  „ä  ,in  am  M  m"iramTsin  am  g  sin  am  («  +  ß  -1^  J 
als  Additionstheoreni  für  die'  Parameter  der  Norraalintegrale   dritter 
Gattung, 

Die  hier  für  die  Summe  zweier  elliptischer  Normalintegrale  erster, 
zweiter  und  dritter  Gattung  entwickelten  Sätze  werden  sich  als  ape- 
cieüe  Fälle  des  in  der  nächsten  Vorlesung  zu  hehandelnden  Abel'achen 
Theorems  ergeben,  welches  die  Grundlage  der  Theorie  der  hyperellip- 
tischen und  Abel'sehen  Transcendenten  bildet- 
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a:  +  ^  +  i{y  +  >l)  sto,tt  X  +  )  i  +  i(y  +  Vi 

nacli  der  Definition   der  Stetigkeit  statt  iiaeli  Ae.v  Dcti- 

nitiou  der  Stetigkeit  einer  Function; 
unter  denselben  statt  und  denselben; 
V.  0.    w  statt  Di; 

Um,  _  n    ,  —  0  statt  lim  '  ^  „ ; 


j: 


f(z)dz   statt    i   f{z)d. 


fj 


3'  =  x'  -\-  y'i  statt  je'  = 


_<■_  CIA 


/■{«),  Ä)  statt  (/■w,ä); 

o;aj,^2  statt  Baj,  +  2; 
17  V.  0,    fi  statt  n; 
~  %p  statt  —    a„p,    -~  aoM,  s 

—  öÖp     .,     —    hP'    —KSi,      „     - 
j  1   ±1  I    statt    1    ±1  I 

—  a,  —  <}■  statt  —  0|  -|-  o; 

a,  +  C|  statt  «,  -{-  a,     «i  -]-  e,  statt  b 

■—  — ■ — :   /    statt     /  ; 
--^-:    /   statt    /; 


t  —    OoM,t 
—    ioiW,; 


y  Google 


VOKLESUNOEN 


DIE  THEOEIE 


ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN. 


y  Google 


y  Google 


VORLESUNGEN 

ÜBER 

DIE  THEOEIE 


ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 


NEBST  EINER  EINLEITUNG 


ALLGEMEINE   EUNCTIONENTHBOEIB, 


Dk.  LEO  KOENIGSBEEOEE, 


ZWEITER  THEIL. 


LEIPZIG, 

DRÜCK  UND  VERLA&  VON  B.  G.  TEUBNER. 
1874. 


y  Google 


y  Google 


Inhaltsverzeichniss  des  zweiten  Theiles. 


Eiiiuudzwaazigste  Vorlesung. 

Das  AbeVscfte  Theorem. 

BeiieiE  deo  Abpitchen  Theorems  fui   die  Integrale  erster  Gattuog 
Aufetellung  des  Abel  sehen  Satzes  für  die  Integrale   dritter  Gattung   und 

Austleliaung  ^uf  die  .illgemeinen  elliptischen  Integrale 
Vereinigung   einer  beliebigen  Anzahl   \on   elbpbschen  Integralen  an  einem 

gleichartigen    elliptiEchen   Integrale    und    algebraisch   log  irithmiichen 

Thcilen 
Au6drncte  für  die  drei  elliptischen  Functionen  \on  Summen  g-uizer  'Viel 

fachen  verschiedener  Argumente  durch  die  elliptiischen  Punctionen  d^r 

einfachen  Argumente 

Zweiuiidzwanzigste  Vorlesung 
Das  allgi.mei'ne  Timisfotmationspioblem 
Eeduction  des  allgeme  nen  Transform-ition^problema  auf  d'M  rationalp 
Zuruckführung    aul   die    IrTjisformation   eii  es   eUiptiBchen  Intenrils   erster 

Gattung  in  e  n  T,odere6  gleichartiges 
Torrn  der   ■allgemeinsten  Bezithung  zwischen   elliitibchen  Integralen  nnl 
ilgelriBch  logarithmischen  Fiuctionei 

Dreiundzwanzigste  Vorlesung. 

Ä  if  ftil  I  ig  der  rtothtoendigen  und  htnreichetidefi  Bedingungen  fdi  die 
raHonale  Transf  rmation 
Nothwendige  und  hinreichende  Bedingungen  fui  die  rationaie  Ti  insformi 

tiou   der  elliptischen  Functionen 
1  ransformaüonsproblem  der  &  Functionen 
Bedin^ungsgleichungen  für  die  17  Function 
Bintheilung  der  Ti  anaformaüoDen^desBelben  Grades  in  Klisscn 
Repräsentanten  nicht  äquivalenter  Klassen 
Zusammensetzung   der   linea  en    Transformition    und    der   Tranfcformition 

höheren  Grades 

\  leiuudzttanzigst«  Voilö&uug. 

Die  lineare  Transformation. 

Bestimmung   der  Constanten  der  unendlich  vielen  Formen  der  8--Function 
Zuruckführung  der  Gause'schen  Reihen  auf  die  Jacobi'schen  Zeichen     , 


y  Google 


IilhaltsverzeicImiBs. 


Behandlung  der  linearen  Transformation  der  fr-Funetionen 65 

Die  NornialtranBforniationen  ersten  Grades 69 

Pünfüüdzwanzigste  Vorlesung. 

Die  Weierstrass'achen  Functiofim. 

Entwicklung   der  Differeutialgleichiingen   der  Perioden   des   elliptiBcheu  In- 
tegrales etater  Gattung T3 

Differentialquotient  des  Integralmoduls  nach  dem  ^-Modul 7-1 

Reihenerttwicklnngen  für  die  Perioden  des  Integrales  erster  Gattung     .     .  76 

EinfQhrung   der  WeierstraBs'Bolien   Fuactiouen T9 

Reihe iient Wicklungen  derselben 80 

Entwicklung   der  drei   elliptiBcliBii  Ennotioneii  'nach  positiven   ganzen   Po- 
tenzen der  Variaheln 8;i 

Sechsundzwanzigste  Vorlesung. 
JJie  Transformation  m'«"  dradf' 

Keduction  der  Anzihl  dei  Constanten  m  der   Fourier  sehen  Entwicklung 

der  transformirten  &  Panction  84 

Die  Transformation  zweiten  Giades  85 

Zuruckfuhrung  der  aJlgtmeinen  Transformation  auf  die  uniiire  89 

Arithmetischer  Hülfssata  93 
Ausführung   der   Tr^n&formatKnBformelIl    fui    einen    mpiaren   Transfoinii 

tionsgrad  95 

frans formation  1er  Hormalmtegrale  /weiter  und  drittel  Gattung  103 

Siebenundzwanzigste  Vorlesung, 

Theorem  äet  Herrn ite  sehen  f  runHion 

Definition  der  ip  iiinction  107 

Formeln  für  die  Ineire   Transformition  der  qi   Function  112 

Lineare  Traceforniationstormelu  der  j;  Punction  118 
Ausdrucke  dei   ip   Function  fir  die  Zusammensetzung  einer  Iranafoimafion 

ersten  und  höheren  Grades  119 
Beziehungin    zwischen   den   Ausdrucken    fvir    den   transforniirten   Integral 
modul  und  den  ip  Functionen  tur  die  Repiäsentanten  der  Transfoima 

tion  129 

Aelnhohe  Beziehungen  für  die  i/     lui  !  %  Punction  13'i 

Ächtundzwauaigste  Vorlesung. 

JJf  Modulargleiehtmgen 

Existenz  einer  Modulaigleii-huDg     wenn  der  Giad  der  Iransformatio  i  eine 

Pnmzalil  i6t  136 

Fxibtenz  emer  Modulargleichung  lui  einen  behebigen  Tnnsformationhgrad  137 

Eigenschaft  dei  Modulargleidiung  für  die  Vei  tauschung  von  m  und  t  141 

Irreductibiht<it  der  Modul ai  gleich ong  144 

Eigenschaft  der  Modulirgle  ch  mg    «enn  —   oder  u,  statt  m  „e  itit  «ird    145 


y  Google 


Inhalte  verzeiehuiss. 


Methode  für  die  Anfstellung  der  Modul  iigltii,hung 
Entwicklung  der  Losungen  m  der  Umgebung  von  «  ^  u  ui  I  m  ^  1 
Dimension  und  Diueriminante  dei  Modulargleichungen 
Eigenschaften  der  {U    T  )   Gleichungen 

Differential rIpi oh ung   dritter  Ordnung   zwisLhPn    dem    ur^pllin|,Iuhen    i 
dem  trauBtormirten  lutegialmodul 

Npunuudzwanzigate  Vorlesung 

Die  MuUipltcttto^gUi'h'rtiigen 

Werthe  der  Multiphcatoien  für  die  lineare  Tranafoimation  .     . 

I,si8tenz   einer  MuHipiiCdtorgleiohung  für  einen  pnmaahhgen   liauEforma- 


Multipln,atorgleichung  für  einen  tiehebigen  Tiansformationsgrad 
Bestimmung  de«  letzten  Gliedes  und  der  Porm  der  Coefhuentcn 
Eigenschaften  der  Multipbeatorgleiclinng 
Irreductibilität  der  Multiphtatorgleichung 
Heistellung  dieser  (..leichungen 

Dreissigste  Vorlesung. 

Dil.  Multiphcatvm  d&i  elhßfiichen  Iimctioneu 

Nothwendige  Bodm^ung  für  die  Mnltiphcation 

Herleitung   der   Multiplii-atiousformeln    ans    dem  Additionelheor  n 

Functionen 
Herleitung  dei  Multiplicationsformeln  aua  der  Traaisfoimdtion 


Einunddrei 
Die  Division  d 


(sigste  Vorlesung. 
<■  elliptischen  F-anotionen. 


Algebraische  Auflösbarkeit  der  Divisionagleichungen 

r  Gleichungen  für  die  Theilung  der  Perioden 


y  Google 


y  Google 


Einundzwanzigste  Vorlesung. 

Das  Abel'aohe  Theorem. 

Nachdem  wir  für  die  Normaliotegrale  erster,  zweiter  und  dritter 
Gattung  das  Additionstheorem  hergeleitet,  gehen  wir  dazu  überj  das 
allgemeine  Additionstheorem,  das  auch  wegen  der  von  Abel  auf  alle 
Integrale  algebraischer  Functionen  ausgedehnten  Gültigkeit  Abel'- 
aches  Theorem  genannt  wird,  für  eine  befiebige  Anzahl  allgemeiner 
elliptischer  Integrale  zu  entwickeln. 

Sei  JB(«)  ein  Polynom  dritten  oder  vierten  Grades  in  s,  und 
werde  die  Gleichung 

(1) «'-_BM-0 

mit  einer  beliebigen  andern  algebraischen  Gleichung  Kwisehen  ii  und  s 

(2) ,.     f(»,/!)-0 

zusammen  gestellt,  so  wird  die  letztere,  wenn  immer  nur  die  Punkte 
IS  aufgefasat  werden,  welche  (1)  und  (2)  gemeinsame  M-Werthe  geben, 
auf  die  i'orm 

(3) qii  —p  =  0 

gebracht  werden  können,  in  welcher  p  und  q  ganze  P^unctioueu  von 
s  sind,  weil  alle  höheren  Potenzen  von  u  als  die  ei-ste  vermöge  der 
Gleichung  (1)  fortgeschafft  werden  können;  es  werden  die  gemein- 
samen jS-Werthe  der  Eliminationsgleichung  voÄ  (1)  und  (3),  d.  h. 
der  Gleichung 

(4) ji'-ü'BW-O 

genügen,  und  die  entsprechenden  u-Werthe  sodann  aus  dem  Ausdrucke 

(6) ■■■•  «-f. 

eindeutig  bestimmt  sein. 

Wird  der  Grad  von  p  mit  m  bezeichnet,  so  werden  sich  2  m 
Lösungen  der  Gleichung  (4)  ergeben 

^i,      %,       ...      Sä,„; 

wenn  wir  annebmen,  dass  der  Grad  von  p^  nicht  bleiner  als  der  von 

d.  h.  q  höchstens  vom  m  —  2"'"  Grade  ist.  Sei  ferner  eine  zweite 
Gleichung  zwischen  u  und  s 
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(6) /;  (»,  8)  _  0, 

welche  wieder,   wenn   uur  der  Gleichung  (6)  und  (1)  zugleich  ange- 
hörige  s-  und  «{-Werfche  in  Betracht  kommen,  in  die  Form 

m 9,«-i.,-o 

gebracht  werden  kann,  nnd  mit  (l)  verbunden  die  der  Gleichung 

(8) y,'-ä,'ÜM=.0 

angehörigen  ^-Werthe 

Sj',  z.^,    .  .  .  5ä,« 
liefert,   wenn  wieder  der  Grad  von  ^|  der  m"'  und  der  von  g,  höch- 
stens der  m  —  2'"  sein  soll,  während  die  zugehörigen  M-Werthe  durch 
den  Ausdruck 

P) ;■    "-J. 

bestimmt  sind.     Bildet  man  endlich  die  Gleichung 

(10) 9M-p  +  A(3,M-2*,)  =  0, 

und   fasst  die  mit- der  Gleichung  (!)   gemeinsamen  Lösungen  dieser 
Gleichung  auf,  so  sind  diese  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(11) (j>  +  ip,)'  -  (« +  »s,)'  Ji  W  -  0, 

und  man  sieht  unmittelbar,  dass  für  A  =  0  die  von  dem  Parameter 
X  abhängigen  s-Werthe  in  s^,  ^^,  . ..  zun,  für  J.  =  oo  (wie  durch 
■  Division  von  A^  folgt)  in  Sj',  s^',  ...  4^  übergehen,  wäbrend  für 
eine  eontinuir liehe  Reihe  von  A-Werthen,  die  von  A  ^  0  bis  K  ^=^  oa 
führen,  die  :^-Werthe  stetig  von  dem  einen  System  in  das  andere 
übergehen  werden,  und  die  zugehörigen  M-Werthe  nach  (9)  durch 
den  Ausdruck 

^^^^ "^  3  +  lf, 

bestimmt  sind,  also'aueh   an  den  Gränzen   mit  den   durch   (5)   und 
(9)  gegebenen  übereinstimmen.     Setzt  man  nun  der  Kürze  halber 
(13)    (i,  +  lft)<~(4  +  ls,)'.J!(«)-*(2)-^(2-S,)(«-ü...(2-g„), 
worin  t,^,  g^,  ■  ■  ■  Eam  von  dem  Parameter  A  abhängige  Grössen  be- 
deuten, so  wird  sich  durch  Differentiation  der  Gleichung  (13)  nach  A 
(U) 2(i,  +  Ai.,)i', -2(2  +  As0  3,-K(^) 

f  Hl        ^^^  th."i       ^^  1 

.  ,  .,\     A%       I        äi        1  ,         dX         ,      dX    \ 

oder 

(1°)---    -?qtiJ.'((,  +  ,,,),,_<iL±i|£».s(.)| 

,  ,  •.  \     di.        ,  ,         dl       i 

-*WVj— i  +  '-'  +  s;;;^/ 

ergeben.     Da  aber  nach  (1;!) 
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Das  Abel'sche  Theorem.  3 

(g+i5i)'-B(s) -(?  +  »»)'-*(«) 
ist,  so  geht  (15)  in 

oder  in 

MfJ^  («. -M.)  + 1¥^  =  *  w  { il.  +  •■•  +  i^J. 

über,   so  dass,   wenn  ^  =  £„  gesetzt,  die  zugehörigen   Werthe   von 
Pi  Pi'  2i  2i  füi"  s  =  £;«  mit 

P(t.),    Pt«.),     «(W,     9,&) 
bezeichnet  werden,  und  ausserdem  berücksichtigt  wird,  dass  nacli  (11) 

("•> ''■"«■'- ä{y  +  »j.(g 

ist, 

«'S. 

'  ■  ■  ■  ■     (/'üjsj  ♦'(« 

wird.     Nimmt  man  nun  über  beide  Seiten  der  Gleichung  die  Summe 
nach  o  für  n—  1,  2,  .  .  .  2».,  so  folgt 

=  .        "'S"  =2. 

'    '  ■  ■  ■   d'iVTT^)^    .4,  ♦■(«  ' 

und  wenn  man   berücksiehtigt,   dass  ^  (s)  vom  2»»""  Grade,  p  und 
Pi  vom  m'"",  q  und  g^  höchstens  Tom  m  —  2'™,  also 

■i'WSi(«)-2Wi>i(^) 
höchstens  vom  2m  —  2''"  Grade  ist,  also  nach  einem  bekannten  Satze 
der  Parti albruchzerlegung 

^^  ^-  (£„) 

ist, 

(19) 'V  —£^  =  0, 

^1 /«(£„) 
und  somit,   wenn  mit  d^  niultiplicirt  und   zwischen  den-Gränzen  oo 
und  0  für  A  inteffrirt  wird. 
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oder  nach  den  oben  gemachtea  Au  sein  an  der  Setzungen 

(19) "y  r-4^  =  o, 

worin  der  lotogratioQsweg  durch  den  für  A  von  0  bis  oo  beliebig 
gewählten  Weg  und  die  von  l  abhängigen  f  im  etional  aus  drücke  von 
ti>  ti)  ■■■  Esm  bestimmt  ist,  während  die  zu  jedem  §  gehörigen 
Werthe  von  ]/R(^)  durch  die  Gleichung  (16)  bestimmt  sind;  wir 
finden  somit,  dass  die  Summe  von  2m  ersten  Integralen,  deren  obere 
Gränsen  der  Gleichung 

deren  untere  Grämen 

genügen,  worin  p  und  Pj  beliebige  Functionen  vom  jm'*",  q  und  3i  be- 
liebige Functionen  höehstens  vom  m  —  2'""  Grade  sind,  imd  deren  In- 
tegrationswege in  unendlich  grosser  MannigfdlUgkeit  in  der  oben  be- 
stimmten Weise  ermitteU  werden,  den  W^th  NuU  hat. 

Gehen  wir  wieder  zur  Gleichung  (17)  zurück,  um  aus  derselben 
das  Additionstheorein  für  die  Integrale  dritter  Gattung  herzuleiten, 
welche  in  den  Punkten  c,  und  e^  und  zwar  nur  auf  je  einem  Blatte 
logaritbmisch  unendlich  werden,  und  multipliciren  dieselbe  mit 

(c, -c,)(£„-c,)' 
so  ergiebli  sich 


^  2  ^,  a  (C|)*  {p  (Q  gl  (£„)  -  q  (Q  Pi  (U  } 


C,  "  «-sl  (r„  -  e>)  VWi^)  ■<f'  (£«)  (Ci  -  c,)  (£„  -  c 

und  ebenso 

W-ei)lSc-<^)yMiJJ~        "~     >'(Ü(c»-Ci](£„- cj)        "     "' 
so  dass,  wenn  uiau  die  Summe  dieser  beiden  letzten  Gleichungen  um 

_       _~dl 

vermehrt,  das  ganze  mit  einer  wülkühr liehen  Constanten  M  multipli- 
cii't  und  zu  beiden  Seiten 

K-K(£„) 
hiuzuaddirt-   worin  N  wieder  eine  willkührliche  Constaute  bedeutet. 


y  Google 


Da«  Äbel'sche  Tiieorei 


ans  der  über  «  von  1  bis  2m  geüommeneu  Siimmation  die  GleichuDg 
hervorgeht 

(20) 2 


.  -  üi)  (E„  -  »■) 


<5.-<!.>(t,-<-.)CS(£.) 


,    3J/i,-S(e,)^  "  v"'  JJ  (U  gl  (£a)  -P,  iO  'i  (£a) 
'.-»■"      3^,  ♦'(£.)  (S,-ftl 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  aber  noch  bedeutend 
vereinfachen.     Denn  wenn  man  die  Function 

p  js)  g;  [l)  —  p,  (e)  q  (s) 
■\li  [z)  [s  -  c) 

in  Partialbrüche  zerlegt,  so  ergiebt  sich  offenbar 

P  (a)  gl  (a)  —  Pi  (^)  g  (■5!)  ^  °  ^tT  P  (tfl)  gl  (i„)  —  Pi  itj  g  (Sa)    i__ 

VW  ^  '/''Tu  ^-£„ 


und  ein  ähnlicher  Ausdruck,  wenn  c^  statt  Cj  gesetzt  wird. 
Ferner  ist  nach  Gleichung  (19) 

und  es  geht  somit  Gleichung  (20)  mit  Berüeksiehtigung  aller  dieser 
Beziehungen,  wenn  ausserdem  nach  il  zwischen  oo  und  0  integrirt 
und  das  in  c,  und  c^  auf  je  einem  Blatte  logarithmisch  unendlich 
werdende  allgemeine  Integral  dritter  Gattung  zwischen  den  Grän- 
zen  0a'  und  s„  genommen,  mit  J^  bezeichnet  wird,  in  die  folgende 
über 


y  Google 


6  EinundzwanKJgste  Vorlesung, 

2Jff,B(c,l*  f  Plc,)<i,(c,)-p,(c,)qic^)     ,, 

Nun  ist  aber 

f  dl 1  I      dl  1  t     dl        1       , 

t/    (Sü  —  t,)  iä„  —  c,)  ~  c,  —  c, ,/     £^  —  C| """  t,  --  ßj  (/    ^(^^"cj       ci  ^^ 
also 

/; 


(f.  -  '1)  K.  -  <■.) 


und 

(^^' ■■■  *l,/(e4fe^f 

0,-c,     "  |(i;- c)  te- •,)  ...  (»,,-<!)  W-  «fl  ('.'-  «1) ■■■  (4,  -  »,)J  ' 
Ferner  ist,  wie  unmittelbar  zu  sehen, 

'ngfcHiM-fifcHMl i_JI(e)^ 

(j>  (e)  +  ly,  («))>  -  (s  (c)  +  1  s,  {<!))'  S  («)     «1  ^  «= 

_  _J ä_  1^   f  M  +  I.P,  (0)  -  (g  M  +  1  a,  M) . ygw 

"■-«■'"    °^»(o)  +  »3>,  (»)  +  («  1«)+  1«,  (cD.Cllq' 
oder  da 

*  (c)  -  (y  («)  +  Ja  (»))!  -  (ä  (c)  +  J  ä,  (»))'  K  W 
ist, 

(24-,  „  aJf.iafciP  r?  Ici)  1,  (c,)  -  PI  (1;,)  8  (c,l 

_  _»_  n     y  M  +  tfi  (ci)  -  (g  (cil  +  ;.gi fci))  »1  yS(ej-|' 

_      *     !„     [f(ei)-g(g|l»,)'Ji(»i)     Pi[ci)  +  8,fe,li,)^5fail 
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p-,  _    21I,,B(c,}i  f  pJe,U 


ihjct)  —  Ptiei)q[ei) 


»M 


™d). 


rlog 


ff  (».1  - 1  w '■  j:jnai .  yiM  +  g.(<!,)«,y-K(ci)l 


so  daas  vermöge  der  Gleichungen  (23),  (24),  (25)  die  Gleichung  (22)  in 


i»!  (g|i  +  3i  (C|)  ^1  y^  (Cii  y,  fe.)  —  gl  (Cj)  E,  ^■'■R  (cj  ^ 

(^,-c,)(^^-,c,)...[g^„,-Oi)(V  -  Ci)  (äj-  -  Cj) . . ,  (4  ^  -  c,n 
[a,  —  Cj)  (^  -  c,)  . . .  (4  m  -  CsJ  (s,'"-  C|)  (%'  —  e,) ...  (4^  -  c,)J 
übergeht,   worin  £,  und  Cj  '''^  positive  oder  negative  Einheit  bedeu- 
ten, oder,  weil  nach  (4)  und  (8) 

PJCjf  -  g(C|)'.B(C|)  ^  [g|  —  ci)  (^,  -  c,)  ■ . .  (g^ , 


(27) 


P  (Cil'  -  2  (Cj)'  B  (Cj)          (^,  -  e,l  (?j  -  t,)  . . 

■  <h  m  -  ^i)  ' 

_,,.,            3  1/             |,,c.) -,,..,  „/'Jfe, 

und  es  «s^  somit  die  Summe  von  2  m  gleichartigen  dritten  Integralen, 
deren  unteie  und  obere  Grmsen  Losungen  der  Gleichtmgen 

p'>  ~  2=iJ  (^)  =  0,        jp,=  —  3,'ü;  (s)  =  0 
sind,  dmih  tmen  Loganthnms  ausgedrückt,  dessen  Argument  aus  den 
Functionen  p{0),  Pi{0),  ^{^),  2i  (^),  K'-R(^)  ß^  ^i^  Funkte  q  und 
C;  lafwnal  smammengesfigt  ist. 

Um  nun  die  entsprechende  Gleichung  für  die  Integrale  zweiter 
Gattung  herzuleiten,  bemerke  man,  dass  man  aus  der  Gleichung  (27) 
für  die  Haupt  integrale  dritter  Gattung  H^l ,  die  sieh  nach  der  drei- 
zehnten Vorlesung  dadurch  ergeben,  dass  man 

setzt,  die  Beziehung  erhält 

)  -  q  (C|)  ^1  VMM  P,  (<:^)  -  q,  (e,)  f^V-Bic^ 
)  -  a  (Cü)  s,  Kü  (cj)  P,  (e,l  -  q,  (c)  .,  yit  [c,)j 
und  dass  nach  eben  dieser  Vorlesung  jedes  im  Punkte  q  algebraisch 
von  der  ersten  Ordnung  auf  einem  Blatte  wie  —^ —  unendlich  werdende 
elliptische  Integral  zweiter  Gattung  sich  in  der  Form  darstellen  läast 


■  log  j^ 
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-  Jf-/^- 14,,  +  JVJ, 
wenn  J  ein  integral  erster  Gattung  bedeutet.     Diiraiis  folgt  aber,  da 

ist,  für  die  zwischen  den  Grunzen  ?„'  nnd  s«  genommenen  allgemeinen 
Integrale  zweiter  Gattung  E*"^ 

(29) . .  "y V' _ _  jf  jl log {'•ihL-M'JhXsMX, 

uüd  dabei*  Äe  Sunmie  dieser  gleichartigen  2  m  elliptischen  Integrale 
BWeiter    Gattuthg,    deren    untere    und    obere    Grannen    Lösungen    der 


p'  -  q'  a  (s)  -  0,    y,"  -  s,=  li  (s)  =  0 
sind,  rational  susammengesetst  atts  den  Ftmdionen  p  {z),  g  (s),  _p,  (a), 
q^{s),yIt  {d)  und  deren  erste  Ableitung  fivr  den  Funkt  c,. 

Da  femer  früher  gezeigt  worden,  dass  man  dureb  Differentiation 
des  zweiten  Integrales  E^,  nach  dem  Parameter  c,  ein  elliptisches 
Integral  erhält,  welches  in  c^  von  der  zweiten  Ordnung  algebraisch 
unendlich  wird,  so  wird  für  eine  lleihe  gleichartiger  Integrale  'ü^^, 
welche  in  ^  =  Cj  wie 

M" 
[^  -  c,j' 
unendlich  werden,  nach  (29)  die  Beziehung  bestehen 

Eine  nochmalige  Differentiation  nach  c,  würde  ein  elliptisclies 
Integral  geben,  weiches  in  s  =  c,  algebraisch  von  der  dritten  Ordnung 
unendlich  wird,  und  wir  orhalten  daher  för  elHptische  Integrale  "i'^,, 
welche  in  «  =  c.  wie 


unendlich  werden,  die  Gleichung 


\p,(e,)-liic,)i,Vsic,)l 


eadlich  wird  sieh  für  elliptische  Integrale,   welche   in  s  =  c^    alge- 
braisch von  der  7c'™  Ordnung  unendlich  werden  wie 
iH»' 

{'-  c,t ' 
die  Gleichung  ergeben 

(32) 2_      -^.  --nir.-.:-.!*-!)^,-;.  '°^\iM^i,M.,vml 
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Stellt  man  diese  Jtesultate  zusammen,  so  folgt  uuraittelbar,  dass, 
wenn  ein  elliptisches  Integral  J,  in  s  ^  Cj  nnendlicli  wird  wie 

^log  (<.-»,) +-B,  (2- «,r'+ 0,(2  ~»,r'H — h-M,(2-«ir"" 

lind  in  s  =  t^  wie 
und 


gesetzt  wird,  wenn  mau  die  Gteichiiügen  (28)  bis  (32)  und  den  Um- 
stand berücksichtigt,  dass  nach  (19) 

ist, 

(331°  VV"'  —  ^  los  IP  "i'  -  g  t'i'  '■  1^"  <!ä  .  '•  ''■'  -  '•  fe)_j!J?Wl 
^    '^1    '    "        '     °  1j)(c,)-j  M.,  Cafe)  i.ife)-J,  W<,  Fifa)} 

— -B  —  in^ (  p fcil  -  g feil  ■,  >"Bfo)  1      gl ^  io„  f  Pfa)  - fi fal 'I >'^gg  1 

1,2  äj-   » |j, (=,)-,,(«,),, Cum I 
J!i_ i-  ]„„  I  p (»,) - 1  («.) »I ysfe)  1 , 

1.2...  (>»,-!)  Je/-      °  Ip,  («,)-!,  (c,).,Cüfe)| 
Bezeichnet  man  nunmehr  mit  J  ein  elliptisches  Integral,  welches 
in  u,  imendlich  wird  wie 

Aiog(.--«,)+i',(2-«,r'+ 0,(2- «,)-'+ -+*,(<."^»,r", 

in  c.j  wie 

AH'(2-»,)+Ä(2-c,r>+c,(«-c.,r'+-.-+jif,(2-t,r-, 

u.  s.  w.,  endlich  in  c,  wie 

Al0g(s-  ft)  +  a(2-C,r  '  +  &(2-».)""'+  ■■•  +  -«.(2  -  «.)"'■', 
SO  wird  sich  die  Summe  von  2  m  solchen  gleichartigen  elliptischen 
Integralen,  deren  obere  Granzen  die  Lösungen  ?,,%,  ...^^„j  der 
Gleichung 

p^  ~  f  li  (/}  =  0 
und  deren  untere  Gränzen  Sj',  s/,  . . .  S2m  die  Lösungen  der  Gleichung 

p,>-?i'J!(2)-0 
sind,  woriü  p  uud  p^  beliebige  ganze  Polynome  m'-™  Grades,  3  und  3, 
beliebige  ganze  Polynome  höchstens  vom  m  —  2'™  Grade  sind,  wenn  noch 


'"=/ 


dJ 
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gesetzt  wird,  zuerst  in  der  folgenden  Form  darstellen: 

2/" -2/''  +2"-'"'  +  ■  ■  ■ +"!'"•'■"' 

wie  aus  der  dreizehnten  Vorlesung  unmittelbar  hervorgeht,  wenn  /j"* 

das  zwischen  ä"    und   2,,   genommene    elliptische    Integral  bedeutet, 

welches  nur  in  s  =  Cj  und  g  =  c^  logarithmisch  unendlich  wird  und 
zwar  in  c^  unendlich  wie 

Ä,  log  (e  _  ,,)  +  B,  (»  ^  c,)""  +  C,  (»  -  8,r '  +  ■  ■  ■  +  Jtf,  ('  -  ".r"' 
und  in  Cj  unendlich  wie 

—  Äi  log(2  — c.); 

wenn  J^"'  das  zwischen  Sq  und  ga  genommene  elliptische  Integral, 
welches  in  ^ '=  c^  unendlich  wird,  wie 

{^1  +  Ä,)  log  (ß  -  c,)  -j-B,(B-  c,r  '+...M,{^~  c,)-  '"■- 
und  in  z-^  logarithmisch  unendlich  wie 

-(J,,+A)  log  (»-».). 
n.  8.  w.,  Jj"^j  das  zwischen  «Ö  und  Za  genommene  eüiptisclie  Integral, 
welches  in  s  =^  Ci  _  i  unendlich  wird  wie 

(^,  +  A  +  ■•  ■  +  -i'-i)  log  (2-  ü-^i)  +  A-.  (» -  ».-,r ' 

+  ...+«,_,  (5 -».-,)•■-' 
und  in  ^  =  cv  miendlich  wie 

-  (^,  +  ^,  +  ■  ■  ■  +  ^v-l)  log  (2  -  er)  =  ^,  log  iß  -  Cr), 

endlich  J^,"'  das  zwischen  s'a  und  g„  genommene  elliptische  Integra!, 
welches  in  «  =  c^  und  nur  in  diesem  Punkte  algebraisch  unendlich 
wird  wie 

Ä  (ß  -  c,r  '  +  0,(ß^e,r'+---  +  M,{i-  c.)—' . 
Wendet  man  nun  die  in  der  Gleichung  (33J  erhaltene  Beziehung 
auf  die  einzelnen  Integrale 

jf\  jf, ...  j';^ 

an,  so  erhält  man,  wie  leicht  zu  sehen, 

<-)   f -=•  |U  +  A  +  .....).io.  [^^^l£^^x 
ji^  1 : 2 .  .Tl.,  - 1)  äc,.,  log  j ,,  „,)  _ ,,  (,p ,,  ysi^, } . 


y  Google 


Das  Abel'sche  Theorem.  U, 

welche  Gleicluuif^  die  allgemeinste  aus  der  Existenz  der  Gleichimgen 

li  er  vorgehende  Relation  zwischen  gleichartigen  elliptischen  Integralen 
enthält,  wobei  zu  beachten,  dass '  der  Werth  der  zu  den  einzelnen 
s-Werthen  gehörigen  Irrationalität  durch  die  Gleichung 

fest  bestimmt  war.*) 

Die  erhaltenen  Resultate  lassen  sich  aber  noch  in  anderer  Form 
aussprechen.     Wählt  man  nämlich  2m  —  1  Werthe 

--1,  g-i,  ■  ■  .  Hm~i 
als  obere  Gränzen  und 

als  untere  Gräuzen  beliebig,  und  bestimmt  die  Constanten  des 
Ausdruckes  

y  -  9  YTn/j, 

*)  Es  ist  leitht  aas  d^n  Anseinaniiersetzungen  der  dreizelinfen  Voilesung 
zu  ersehen,  dass  man  auch  das  obige  eUiptische  Integril  J  aus  v  lutegriUn 
J,,  Jj,  .  .  .  <7\  von  der  Besohaffenheit  jiu3amnien&et?en  kann  dasB  das  erste  m  Cj 
so  unendlich  wird  wie  J,  m  einem  beliebigen  anderen  Punkte  a  dt^gen  wie 

—  ^ilog(3-  «), 
Jj  in  r",  so  nuendhcli  wie  7    dagegen  in  demselben  Funkte  a  wie 

I        w     Liidlid    /   111  Cp  'to  unendhcli  wie  J,  aber  in  a  wie 

-A  log  («-«), 
dmn  wild  Dffeabai 

/,  +  /,  +  .../,, 

iij  t     Cj,        (,,  bo  anenllicl    ^^erden  wii,  J  und  wegen 

.1.  +  ^  4- -  ■ .  +  ^, 
in  3  ^  1  endlich  bpiu     bo   dass   es  sick  von   J  wiederum   nur    um  ein   Integral 
erster  Gattung  unterBcbeidet  und  daher  die  Form  des  AbelVhen  Theorems  sich 
auch  d  rstelleu  Iftsit  durch 

"■■ei  _    i  .     (»('',)-  s  (',) ;  m^)  1 


'i(0j)-2i(<!,)>,  K-8(»,)J 


^  1  .  S  . . ,  (m^ 
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12  EimindKwanKigste  Vorlesung. 

dereu  Anzahl,  wenn  p  vom  m'-'"  vind  q  vom  m  —  2'="  Grade  ist,  von 
der  multiplicaiori sehen  Constanten  abgeselien,  2  m  —  1  ist,  so  dass 

p  —  q  YB  (e)  =  0 
wird  füi'  s  ==:  z^,  s.^,  .  .  .  S2„,  .  i,  also 

ebenso  j),  und  q^,  so  dass 

für  2  =  b(  ,  B.{ ,  .  .  ,  Sir,«  — 1,  also 

SO  werden  die  Gleichungen 

Xr  —  ([^  li  (s)  =  I) 
und 

iJ^^  -  q,^  K  (0)  =  0 
ausser  jenen  2in  —  1  Grössen  noch  eine  Wurzel 

B-j,H  resp.  ?a„, 
haben  und  wenn 

(35) VBiii^i  -  ^J;|,  /iuö  -  Hl;^ 

gesetzt  wird,  so  werden  für  diese  2m  Wertbepaare  von  0  und  /  mit 
den  zugehörigen  Wurzelwertben  ]/R  (b)  die  oben  für  die  elliptischen 
Integrale  gefundenen  Relationen- statthaben,  d.  h.  es  werden  sich  jene 
2  m  —  1  gegebenen  Integrale  zu  einem  eUipUschen  Integrale  gtisammen- 
fassen  lassen  von  algetraisck  hgarithmischen  Tkeüen  abgesehen;  be- 
merkt man  nun,  dass  für  ein  gegebenes  ^„  die  Grösse  }/li  (Sa)  in  der 
Gleichung,  deren  Coefficienten  zu  finden  sind, 

P  W  - 1  M  fUJul)  -  0 

in  Bezug  auf  das  Zeichen  beliebig  bestimmt  werden  kann,  dass  sich 
ferner  die  Coefficienten  als  unbekannte  linearer  Gleichungen  rational 

aus  den  Werthen  ^^ _    

^1,  ^j,  .  .  .  ^2,„-i,  V'B  (V,  ■  ■  .  j/J^  (^a^i) 
,;, ,■, .  .  . 4,._i,  /^(VJ,  ■  ■  ■  /^T^2™-"0 
zusammensetzen  werden,  und  dass,  wenn  in  den  Gleichungen 
t  W  -  3  (»)'  -R  W  -  C  («  -  «,)  (3  -«,)...(»  ^  a„_ .)  (e  -  2,.) 

r,  (2)'  -  ä,  (2)>  ü  (S)  -  0,  (2  -  «,-)  («  -  %■)  . . .  (2  -  2-„  -  ■)  (2  -  «,) 
2  =  0  gesetzt  wird,  sieb 

P  (0)'  -  g  CO)'  ii  (0) 


(36) 

orgiebt,  worin 

1 
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r  (0),  P,  (0),  ä  (0),  s,  (0) 

nach  den  oben  getroifenen  Bestimmungen  von 
abhängen,  so  folgt,  dass  sich  02m  wnä  zim  rational  durch 


amdrücken  und  dasselbe  gÜt  vermöge  der  Gleichungen  (35)  für 

so  dass  hierdurch  das  früher  fflr  zwei  elliptische  Integrale  ausge- 
sprochene ÄdditJODstheorem  verallgemeinert  ist. 

Die  oben  ausgeführte  Bestimmung  der  Coeffieienten  von  p  und  q 
bleibt  jedoch  nur  so  lange  möglich,  als  die  Grössen 

«D  .  •  .  S2m-  Ij    «nd   Zl ,  ...  Z'im-l 

resp,  untereinander  vei-schieden  waren,  da  nur  dann  so  viel  verschie- 
dene lineare  Gleichungen  sich  ergeben,  als  unbestimmte  Coeffieienten 
in  j)  und  q  eintreten.  Sind  jedoch  (l^  der  s-Grössen  gleich  g^ ,  [i^ 
gleich  Sj,  . , .  (tr  gleich  Srj  so  dass 

Ml  +  f^a  H \-  (i^  =  2m—  1, 

ebenso  fi,'  der  g  Grössen  gleich  ^,',  fi^'  gleich  g.,' ,  ...;*/  gleich  .s/,*} 
so  dass 

Ci'  +  f^;'  +  ■  ■  ■  +  C-'  ==  2"*  — ■  1 
ist,  so  bestimme  man  eine  ganze  Function  2m  —  2'""  Grades  f(e)  so, 
dass  für 

2  =  .^1 ,    .S  =  %,   .  .  .  ,^  ^  «,. 

diese  Function  sowohl  als  respective  ihre 

((,  —  1 1  (*2  —  1  f  ■  -  ■  fr  —  1 
ersten  Ableitungen  dieselben  Wertlie  haben  als  für  eben  diese  Argu- 
mente die  Function  }/Jt  {g)  und  die  eben  so  hohen  Ableitungen  dieser 
Grösse.  Diese  Aufgabe  ist  vollständig  bestimmt,  da  der  Werth  von 
}/}t  (3)  also  auch  der  aller  Ableitungen  für  jene  Specialwerthe  als 
fest  gegeben  vorausgesetzt  wird,  und  die  Function  f(sy  2m  —  1  Con- 
stanten besitzt,  welche  sich  durch  die  vermöge  der  Identificirung  jener 
Functionalwerthe  und  ihrer  Ableitungen  sich  ergebenden 

(*i  "H  f*i  "l~  ■  ■  ■  "H  f*r  ^  2m  —  1 
Gleichungen,  welche  linear  in  jenen  2m  —  1  Constanten  sind,  ein- 
deutig bestimmen  lassen.     Ist  nun  jene  Function  f[g}  gefunden,  wo- 
bei wieder  zu  bemerken,  dass  die  Coeffieienten  rational  aus 

»„...«„ /3rS)..Yü"(.,) 

zusammengesetzt  sind,  so  wird  die  Function 


*)  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  keiner  (3er  vielfaclien  ^-Werthe  e 
werth  des  Polynoms  H  is)  ist. 
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[/'W  -  /Mij]  [/■(«)  +  yWfl)]  _  /(a)'  -  B  (») 
durch 

(s  - «,)'"  C»  -  »i)'"  ■•.(«-  »-)"■■  -  *  w 

theilbar  sein  und  sich  somit 

m /■(«)'-«{«)-*  (2)  »,(2) 

ergeben.  Ist  nun  p  (5)  eine  Function  m'^"  und  5  (s)  eine  Function 
m  —  2'*"  Grades,  die  zusammen  2m  Constanteii  haben,  so  wird  man 
die  Function 

so  bestimmen  können,  dass  dieselbe  für  s^^j  nebst  ihren  (i,  —  1  ersten 
Ableitungen,  für  s^s.^  nebst  ihren  (i^  —  1  ersten  Ableitungen,  endlich 
für  ^  =  2^  mit  ihren  (tr  — ■  1  ersten  Ableitungen  verschwindet,  welche 
Bestimmung  wieder  2m  —  1  Gleichungen  liefert,  deren  rechte  Seiten 
Null  sind,  so  dasa  wieder  von  der  multiplicatorisclien  Constanten  ab- 
gesehen die  Functionen  p  (ß)  und  §  iß)  vollständig  bestimmt  sind  nnd 

(38) i)  (^)  -  2  (s)  /■  W  =  1^  (ä)  V'ä  (^) 

oder 

[p  W  -  q  («)  /•(«)]  \p  W  +  1  (2)  rW]  -  *  W  *a  («) 
oder 

p  (5)' -g  (.)'/■(»)' =-*M*jW 
wii'd,  welche  Gleichung  vermöge  (37)  in 

(39) y  M'  -  4  («)•  i!  (»)  -*  M  j  M 

übergeht,  worin "^  W  wieder  eine  ganze  Function  von  s  bedeutet;  da 
aber p(e)*  vom  2m'*",  q_isfli{2)  vom  2(Mt  — 2)  +  3oder2(m— 2)-|-4"'' 
Grade  ist,  so  folgt,  dass  %  (3)  vom  ersten  Grade  ist,  und  es  wird 
daher,  wenn 

gesetzt  wird,  die  Gleichung  (39)  in 

(40)  ji  («)>  -  5(2)=  ü(2)  -  0(1  - 5,)"  (a  -  i,r ...  (2  -  2,)"'  (2  -  2,„) 

übergehen.     Ausserdem  war  aber 

/■(2,)_/3r(i) 

und 

!>(2.)-5(a.)/'(2.)-0 
d.  h.  es  wird 

(■11)  — - ^'^'^^r^y 

und  ebenso   wird   man   eine   Function    m''"   Grades  p^  [z)   und   eine 

Ij'unction  m  —  2'^"  Grades  vollständig  bestimmen  können,  welche  den 

Gleichungen- 

(42)  y,  (2)>  --  S,  (2)'  K  (2)  _  0,  (2  -  2,r '  (2  -  2,T-  ...  (2  -  2.7';  {l-lf,.) 

und 

(13) '"f^-^flf^ 
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geuügeiij  und  dies  sind  wieder  die  biureichendeii  BedingungeB  für 
das  Bestehen  der  obigen  Integralrelationen,  so  dass  sich  wieder  die 
2  m —  1  zum  Theii  gleichen  Integrale,  indem  die  oberen  und  unteren 
Gränzen  zu  gleicher  Zeit  zum  Theil  übereinstimmen,  sich  von  einem 
algebraisch  logarithmischen  Theile  abgesehen  zu  einem  neuen  gleich- 
artigen Integrale  zusammensetzen,  dessen  Gränzen  und  Irrationalitäten 
sich  offenbar  wieder  aus  den  Gränzen  und  Irrationalitäten  der  2m  —  1 
gegebenen  Integrale  rational  zusammensetzen,  und  wobei  zn  bemerken, 
daas  der  hinzukommende  algebraische  Theil,  wie  früher  allgemein 
gezeigt  worden,  eine  rationale  J?'unction  der  Gränzen  und  Irrationali- 
täten der  gegebenen  2m  —  1  Integrale  ist,  und  der  Logarithmus  als 
Argument  eine  ebensolche  Function  enthält. 

Der  Fall,  in  dem  nicht  wie  vorher  eine  ungrade  Anzahl  gleich- 
artiger elliptischer  Integrale  zu  einem  ebensolchen  Integrale  zu  ver- 
einigen ist,  sondern  eine  grade  Anzahl,  lasst  sich  leicht  auf  den  vorigen 
Fall  zurückführen.     Denn  sei 

ft|  +/'ä  H h  (tr  =  2m, 

so  dass 

*(«)_(«- 2,)"  (^-^,r-..  (2 -«.)'" 

ist,  so  setze  man,  wenn  a  irgend  eine  Lösung  von  Ja  («)  ^  0  ist, 

t,  (s)  =  i'  (b)  (s  -  ß) 
so  dass  ^j  (ß)  jetzt  wieder   ein  Polynom   unpaaren  Grades  und  zwar 
vom  2m  -\-  !'*■"  Grade  in  0  ist.    Bestimmt  man  nun  genau  nach  den 
vorher  angegebenen  Regeln  p  als  Polynom   des  m  -f-  1  ""•   und  q  als 
Polynom  des  m  —  1'*"  Grades  so,  dass 

p  {')'  - 1  (»)'  it  W  -  c*.  W .  (2  -  2.»+.) 

ist,  SO  wird,  weil  die  rechte  Seite  durch  ^- — cc  theil  bar  ist,  auchjo{s;) 
es  sein,  und  wenn  man  somit 

setzt,  so  wird  sich 

(44) . .  (« - »)  p  w  ~  e  w  f-^\  -  c«  w  (» - «,.+,) 

ergeben,  woraus  wieder,  wenn  s  =  {)  gesetzt  wird,  ^sm  +  a  sich  rational 
in  Si,...ei,a  und  den  zugehörigen  Irrationalitäten  ergiebt.  Macht 
man  dasselbe  für  p^  und  q^,  indem  man  dieselbe  untere  Gränze  a 
hinzufügt,  so  wird  sich  das  hinzugetretene  Integral  wegen  des  Zn- 
sammenfallens  der  unteren  und  oberen  Gränze  herausheben,  und  es 
wird  die  Summe  von  2m  Integralen  zu  einem  einzigen  vereinigt  sein. 

Wir  knüpfen  endhch  hieran  die  Ausdrücke  für  die  elliptischen 
Functionen  einer  Summe  von  beliebig  vielen  Argumenten  durch  die 
elliptischen  Functionen  der  einzelnen  Argumente. 

Sei  K  (je)  vom  dritten  Grade  in  z  in  der  Form  gegeben 
2i(s)-,4«Cl-«)(l-f«), 
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30  wird,  wenn  mit  Ueuutznug  der  früheren  Bezeiclinung 

ft)  +  f*2  H h  ft'-  =  2m  —  1 

eine  ungrade  Zahl  ist,  zur  Additiou  der  entsprechend en  Integrale  die 
Gleichung  (40)  zu  bilden  sein 

(4'i)  f  0)'  -  q  W  E (8)  =  C(»  -  2,)"  (8  -  r,r ...  (8  -  j,)'" (r  -  «,.,), 
aus  welcher  sich,  wenn  s  =  0  gesetzt  und  berücksichtigt  wird,  dass 
^(s)  vom  m'=",  (i{s)  vom  m  —  2'™  und  JE  [s)  vom  3'*"  Grade  ist,  und 
der  Coefficient  des  höchsten  Gliedes  in  p  (0)  der  Einheit  gleich  ge- 
setzt wird. 


(4C) 2, 

und  dazu  gehörig  nach  (41) 

(47) "^^""J-fcä 

ergiebt.    Wenn  man  ferner  sämmtliche  Werthe  /  als  untere  Gränzen 
der  Integrale  gleich  Null  wählt,  so  dass  in  der  Gleichung  (42) 

p,  (if  -  ä,  (2)'  B  (5)  -  c,  (« ^  irr':.  (» -  ».■)"•■  (8  -  ?;  j 

Pj  (s)  und  ^1  (s)  so  zu  bestimmen  sind,  dass 

z;  =  S-;  =  .  .  .  ^;  =  0 
sein  müssen,  so  wird  aus 

r,  »'  -  ?,  (<)'  Ji  W  -  c,  2"  - '  (2  -  ^i.) , 

leicht 

J>,  «'  =  C,/-,  s,  (2)_0 
folgen,  also  säm  =  0  sein  müssen,  während  die  zu  allen  unteren  Gränzen 
gehörigen  Irrationalitäten  offenbar  ebenfalls  versehwinden  müssen. 
Setzt  man  aber  die  Integrale 


f- .''^— -    .= 

nach  Frttl 


also  nach  Früherem 


-2)  (l    -l-'S)  -      ■ 

so  ist  betanntlich 

=  sin^  am  V,,  . . .  .Sr  =  siQ^  am  «1^,  ^j,«  =  sin'  am  (m,  Wi  +  jKj  IJ^  + h  '"'■ 

und  es  wird  somit  in  Folge  der  Gleichung  (46)  die  Relation  bestehen 


(48)  sin  am  (m,  v,  -\-  m.,v.,  -}-■■■  -\-  frtr  Vr)  =  +-^ 


y(0) 


worin  das  Zeichen  durch  einen  speciellen  Fall  zu  bestimmen  ist; 
wesentlich  ist,  zu  bemerken,  dass  p  (0)  rational  aus  «, ,  äj,  .  .  .  ^^  lud 
den  zugehörigen  Irrationalitäten,  »I.  h.  rational  aus 
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Das  Abel'ache  Theorem,  17 

in*  am  V[ , . , .  siii'^  am  Vr,  sin  am  v^  cos  am  j?,  z?  am  j?, , . . .  sin  am  Vr  cos  am  v,-  A  am  ü^ 
zu  sammgesetzt  ist. 

Setzt  man  ferner  in  (45)  s  =  ] ,  so  folgt,  weil 
1  ^ —  s«  =  cos'  am  Va 
ist, 
49)    coaam  («i,  j?,  -j-  m.j  u^  -|-  ■■■  +  m^  «r)  =  + ■-  ■   -      ~n: i, —  > 

iiud  endlich,  wenn  5  =       gesetzt  wirt!, 

(50)  z/ am (m, «,-}"'"■; ^7  "I" h  WJr''r)=H::      — — 

z/ am  'e,  iJam    «,■■■  ,Jam    !i^ 
Ist 

/^i  +  f»!  H V  ¥■■■ 

eine  grade  Zahl,  so  leitet  mau  die  entsprechencleii  Formeln  für  die 
elliptischen  Functionen  einer  Summe  von  Argumenten  unmittelbar  aus 
dem  vorigen  Falle  her,  indem  man  ein  Argument  versch'winden  lässt 
oder  auch  aus  Gleichung  (44),  indem  man  dort  z.  B.  als  Losung  « 
des  Polynoms  iJ  {s)  in  unserm  Falle  «  =  0  nehmen  kann,  und  dann 
wieder  unmittelbar,  indem  man 

setzt,  die  drei  Ausdrücke  in  einer  der  obigen   analogen  Form  erhält. 
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Zweiundzwanzigste  Vorlesung, 

Das  allgemeine  Transformationsprobleiii. 

Nachdem  wir  in  der  letzten  Vorlesung  gesehen,  dass  einer  trans- 
cendeuteu  Beziehung,  nämlich  einer  additiven  Verbindung  gleichartiger 
elliptischer  Integrale,  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  den  oberen 
und  unteren  Gränzen  jener  Integrale  entsprechen  kanu,  wollen  wir 
nunmehr  allgemein  die  Bedingungen  dafür  untersuchen,  dass  für  eine 
additive  Beziehung  beliebiger  gleichartiger  und  ungleichartiger  ellip- 
tischer Integrale,  algebraischer  Functionen  der  Integralgränzen  und 
Logarithmen  von  solchen  algebraischen  Functionen  dieser  Orössen 
algebraische  Beziehungen  bestehen. 

Wir  wollen  im  Folgenden  die  allgemeinen  elliptischen  Integrale 
in  der  Form 


(f  (s,  Y'R  {z))  dz  =  JFds 


schreiben,  indem  wir  die  untere  constante  Gfränze  des  Integrals  nicht 
ausdrücklich  bezeichnen  und  unter 

F  (s,  yWißj)  =  F 
eine  rationale  Function  von  s  und  j/R  {z)  verstehen,  wo   wir,   ohne 
die  Aligemeinheit  zu  beschränken,,  das  Polynom  S  (s)  in  der  Normal- 
form 

R  (,)  =  (1  _  ,^)  (1  -  7,',=) 

voraussetzen  dürfen,  da,  wie  früher  gezeigt  worden,  durch  eine  lineare 
Substitution  die  eine  Form  in  die  andere  umgesetzt  werden  kann. 

Sei    also   die   zwischen    jt    elliptischen    Integralen    stattfindende 
Belation 

(l)  fF^ds+ j F^äs -\ [- j F^d^  ==u-ir  A^logVi-\-AJogv,-\ \-AM. 

worin  F^  eine  rationale  Function  von  s  und 

/s;  (sy  _  /(i-r')(i-R2') , 

u,  Vi,  v.^,  ■  ■  .  Vy  algebraische  Functionen  von 


y  Google 


D^  allgemeine  TransfonnatioiiBproblem,  19 

Coustanteu  sind;  wir  nehmen  au,  dass  zwischen  den  GfrÖssen  r„  g^, ...  s^, 
so  viel  algebraische  Beziehungen  stattfinden,  dass  nur 

von  einander  unabhängig  bleiben,  und  bringen  dann  die  Gleichungen 
(1)  auf  die  Form 

(2) Jf,  dr.  +J'f,  rf^  +  .  ■  -  +J'f.,.  .h 

^—  JF;„+^d0 li^^d^+M+^ilog»;,  H l-A-logv,, 

in  welcher  «j,  g^,  ...  s„,  unabhängige  Veränderliche  und 

S,„_i-l,    .  .  .    Sfi,    M,   -Wj,   V^,    -  -  .   V,. 

algebraische  Functionen  dieser  Grössen  sind. 

Vor  allen  Dingen  ist  leicht  zu  sehen,  dass  es  eine  algebraische 
]<'unction  t  der  Grossen 

^U   ^l!    •  ■  ■   ■^m 

giebt,  so  beschaffen,  dass 

Sm  +  l,  •  .  .S^,  U,   V,,  Vj,  ...Vr,   fE,n+,  (2,™  +  i),  ..  -/^M 
rationale  Functionen  von 

(,  Si,  «2,  .  .  .  ^™,  VWW)>  VRii^i),  ■  ■  ■  yiim{^) 
sind.     Uann  bildet  man  , 

(3) i  =  M„  +  iß„  +  i  -\ \-af,z,,-\-hu■irC^v^ 

+  . .  ■  +  c.  ^,  +  <4,4-i  /ß;7-r7(^^  +  ■  ■  ■  +  '^M  V^^), 
worin   die  a,  h,  c  allgemeine  Constanten  sind,   so  kann  man   diese 
Grösse  als  eine  lineare  Function  der  Lösungen 

«.  +  ,,...   8„,   U,V,,    ...V,,      /ü. +  ,(«.  +  ,),    .  .  .   /Ji„  («7) 

einer  algebraischen  Gleichung  auffassen,  deren  Coefficienten  rationale 
t\mctionen  von 

«j,  s^,  ...  «,„ 
sind,  und  die  man  erhält,  wenn  man  all'  die  algebraischen  Gleichungen 
mit  einander  multiplicirt,  deren  Lösungen  die  Grössen  Hm  +  i,  •  ■  ■  %, 
M,  »1,  ...  Vv,  j/R^^i  (s^^i),  .  .  .  j/Mf,  (2^)  sind,  welche  als  alge- 
braische Functionen  von  2, ,  ...  «„,  vorausgesetzt  wurden.  Bildet  man 
aber  nun  eine  Reihe  anderer  linearer  Functionen  von  der  Form  (3),  so 
kann  man,  wie  ein  bekannter  Satz  der  Algebra  lehrt*),  alle  diese  ratio- 
nalen ähnlichen  Functionen  rational  durch 

■*)  Zwei  ihnlioho  Functionen  der  Wurzeln  einer  Gleichung  nennt  man  zwe 
solclie  luncbonen  die  sich,  liei  einir  Petmutition  dei  Wiuzeln  zu  gleicher  Zeit 
ändern  und  nicht  indem  so  disa  weil  die  oben  mit  allgemeinen  Coefflcienten 
gebildeten  linearen  Functionen  offenbar  diese  Eigensehxffc  hiten  dieai,lbeii  als 
älmhche  Functionen  an  betrachten  sind     Man  eiLetint  dit  Bichti^ieit  des  oben 
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ausdrücken,  imd  wenn  man  somit  soviel  lineare  Ausdrücke  herstellt, 
als  die  Anzahl  der  ' 


^™  +  i,  ...  ^^,  M,  -Ol,  ...  V.,  )/7C  +  i(2™+0>  ■■■  /-«/'(V) 

angeführten  Sataes  unmittelbar  aus  der  Ueberlegung,  dass,  wenn  man  eine  andere 
ebenso  gebildet«  lineare  Function  der  oben  beaejchneten  Grössen  mit  t,  be- 
zeichnet und  die  ÄEKahl,  für  alle  Fermutationen  der  Lösungen  jener  aigebraiechen 
Gleichung  Terschiedenen  Werthe  von  (  und  t,  mit  (i  bezeichnet,  die  Ausdrücke 

,<^;'>  +  t'^>,'f'     +■■■  +  /'"*?"     =«. 


in  welchen  '' 

die  verschiedenen  Werthe  der  f-  und  f|-Functiou  bezeichnen,  als  rationale  sym- 
metriache  Functionen  der  Lösungen  der  algebraischen  Gleichung,  au  denen  auch 
die  Grössen 

»»+i.---''f,  "■•.,■■■•,■  /3d-7S,7"i'>---  /*?V 

gehörten,  sich  rational  durch  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  also  rational 
durch  die  Werthe 

ausdröofcen  lassen.  Multiplicirt  mau  nun  die  obigen  (ileichuugen  mit  den  luibe- 
stimmten  Coefficienten 

J.,  1,,...  !,_„  I 
und  setzt 

,p(f)  =  t?-^+ig_,  (e■-2^-..,  +  :^,  (.-|-i„, 

so  folgt  durch  Addition  der  resultirenden  Gleichungen 

.',%(.'")  +  .',» .,(.'")  +  ■■■+ i?V('"')-<.<..  +  i,..  +  -^  +  >,.., .„-.+.„-,. 

und  wenn  die  l  so  liestimmt  werden,  dasa 

C).   ^(,»>)_, (.")-. .^- ,,(.'"-")-,(<'■+")=-. .=  ,(.»')_o 

ist,  so  würde  sich 

(» .':•-  ^°'^^°'  ±^"  +^^»-^-'- 

<p  U   ) 

ergeben.    Bemerkt  raan  aber,  dass  die  Gleichung 

ZU  Coefficienten  offenbar  wieder  rationale  Functionen  von  s,,  g«,  .  .  .  ^,a  hat,  dass 
ferner  nach  den  Gleichungen  (a) 

'<"  =  a. 

ist,  nnd  somit  die  Coefficienten  von  ep  (i)  oder  die  i.  rational  aus 

s,,  a,,  ...  z,i^  und  t'"' 
zusammengesetzt  sind,  so   ergiebt  sieh   aus   (p)   unmittelbar,   dass   t'"'  ebenfalls 
rational  aus  diesen  Grössen   nusammengesetzt  ist,  und  damit  ist  die  Richtigkeit 
des  oben  zu  Hülfe  genommenen  Satzes  erwiesen. 
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beträgt,    so   wird   man   mit  Hülfe  dieser  linearen  Gleichmigeu   jede 
einzelne  dieser  Gfrosseu  rational  durch 


ausdrCicken  können.  Denkt  man  sieh  nun  die  die  algebraische  Function 
i  definirende  Gleichung  in  Factoren  zerlegt,  deren  Coefficienten  nicht 
bloss 

sondern  auch 

/!',  (2j,  VikK),  ■  ■  ■  VTU^i 

enthalten  dürfen  und  den  irreduütiblen  Factor  herausgowählt  und 
gleich  Null  gesetzt 

(4) 7=0, 

der  i  zu  einer  seiner  Ijösungen  hat,  so  daas  (  nicht  mehr  die  Losung 
einer  Gleichung  niederen  Grades  sein  kann,  deren  Coefficienten  eben- 
falls rational  aus 

s^,  g^,  ...  g,^,  fR^  (0^),  /Bjs^,  .  .  .   /M^Jß^) 
i  sind,  so  werden  nunmehr 


8,.+., . . .  ?„, ., v„  ...V,,  /ji,+.(«„.+r), . . .  (/«,(«,) 

rationale  Functionen  von 

3„  ...«„.,  r'-srÄ).  ••■  /JETK) 

und  der  Lösung  t  der  irreduetiblen  Gleichung  (4)  sein.  Differentiirt 
man  die  Gleichung  (2)  total,  indem  man  s,,  s^,  ...  z,„.  als  unabhän- 
gige Variable  betrachtet,  so  wird  man  eine  Gleichung  der  Form 

(5) Pj  (?2,  +  Pj  ^5,  H h  Fm  ä0,.  =  0 

erhalten,  in  welcher  nach  dem  Obigen 

-P,,  K,  ...  P,„ 
als  rationale  Functionen  von 

t,  2„  .  .  .  >..,  ]/V?i),  ■  ■  ■  /  A7(i3 
betrachtet  werden  dürfen,*)  und  es  wird  sieh  als  unmittelbare  Folge 
von  (5) 

(6) Pj  =  0,  P,  =  0,  .  .  .  P„  =  0 

ergeben.  Da  nun  die  einzelnen  Gleichungen  (6)  als  Gleichungen  in  t 
aufgefasst  worden  können,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von 

')  da  z.  B. 

ist  und  eineraeits  ^,„^i  rational  von 

3  algebraische  Gleichung  mit  S| ,  ^a ,  . . .  a^ 
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22  ZnL'iuuUKwaiiBigiite  Vorlesung. 

«„ . . .  ».„  /BTT»;),  • .  ■  /*.iij 

sind,  und  die  Gleichung  (4)  irreductibel  war,  so  müssen  nach  einein 
aus  der  Definition  der  Irteductibilität  der  Gleichungen  unmittelbar 
entspringenden  Satze*)  sämmtliche  Lösungen  der  Gleichung  (4),  welche 
wir  jetzt  mit 

h,  ^3,  .  .  .  ts 
bezeichnen  wollen,  unter  welchen  das  frühere  t  mit  enthalten  ist,  den 
Gleichungen  (6)  genügen.     Da  nun  aus  den  Gleichungen  (6)  die  Be- 
ziehung (5)  unmittelbar  folgt,  so  wird  auch,  wenn  man  die  zu  4  ge- 
hörigen Werthe  von 

«,+,, ...  2,, «,  «1, .  ■  ■  »v,  (■'&,.+i(2..+i), . . .  (/57(i;) 

nach  den  früheren  rationalen  Function alhe Ziehungen  zwischen  diesen 
Grössen  und  den  Grössen 

t,  s,,  .  ..  0„„  YMJ^),  .  .  .  yKTi^) 
bestimmt  und  mit 

^i:v..  ■  ■  • '':, "'".  <'.  ■  ■  ■  -r.  f'^a^'+r).  ■  •  ■  «^^('S 

bezeichnet,  für  diesen  neuen  Grösseucomplex  die  Gleichung  (2)  gelten 
müssen,  und  wenn  man  daher  die  so  entstehenden  Ä- Gleichungen 
addirt,  die  Beziehung  erhalten 

(7) ä  \ß\  ds  +Jf,  d,+  --.  +j'i\  dz\  = 

+ 2  ^""  +  ^^  ^  ^•'s '''"'  +  ■  ■  ■  +  '4. 2J  log  v':\ 

Beachtet  man  nun,  dass 

eijie  rationale  symmetrische  Function  voji 
h,  t-i,  .  ..  ts 
ist,    deren    Coeffieienten    rationale    Functionen    von   g, ,   Sj,  ...  2,„, 
yil^{z{),   yH^i^ii)   ■  ■  •  y^mi^m)  sind,  und  die  sich  somit  rational 
durch  die  Coeffieienten  derjenigen  Gleichung  ausdrücken  lässt,  deren 
Lösungen  jene  Grossen  sind,  daas  daher 

^,  tt*"'  =  u' 

eine  rationale  Function  von 

*)  wenn  eino  irreductible  Gleichung  mit  einer  aadern  algeljrai sehen  Uleicliung 
irgend  eine  Lösung  gemein  hat,  bo  hat  sie  alle  mit  ihr  gemein. 
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:i„ .',, . . .  ^.,  v'Kjh),  V'Ki.',),  /s.:is:) 

ist;  diiss  ferner 

«"*  .  «'^'  .  .  .  »'*'  =  v 
sich   ebenfalls   aus  denselben   Gründen    rational   durch   jene   Grössen 
ausdrücken  lässt;   dass  endlich  die  Summe  der  elliptischen  Integrale 


ZJ 


sich  nach  dem  in  der  letzten  Vorlesung  behandelten  Additionstheorem 
durch  ein  gleichartiges  lutegral  ersetzen  l'ässt,  dessen  obere  Gränze 
sowohl  als  auch  die  zugehörige  Irrafionalitai  sich  rational  und  sym- 
metrisch aus 

also  als  rationale  Function  tod 

«,,...  5.,,   j/JiTW,  ...  VA.{i.) 

darstellen  lässt,  von  einem  algebraisch  -  logarithmischen  Theiie  abge- 
sehen, dessen  Zusammensetzung  dieselbe  ist,  so  dass,  wenn  wir  die 
oberen  Gränzen  der  resultirenden  elliptischen  Integrale  mit 

bezeiclmen,  ciie  (rleichuug  (7)  die  Form  aiiuimiut 

(8) s\jl'\,]s+Jt\dl+-+jF,d^] 

f,.  +  .  «..  +  !  2,. 

—  —  jl'\  +  ii'«  —  fv,.  +  üds (f,. ds 

+  £r+ IS,  log  F,H h.Bslog»',, 

worin  die  von  den  elliptischen  Integralen  herrührenden  algebraisch- 
logarithmischen  Theiie  mit  den  u  und  v  vereinigt  sind.  Man  sieht 
hieraus,  dass,  wetm  man  die  Gleichung  (2)  dadurch  hefriedigen  hann, 


algebraische  Functionen  von  Si,  ^j,  ,  .  .  s,,^  sind,  man  die   Gleichung 
(8),  deren  Unke  Seite  das  S-fache  der  linken  Seite  von  (2)  und  deren 
rechte    Seite    dieselben    ellipUschen   Integrale    mtr    für    andere   obere 
Grannen  enfhalt,  dadurch  muss  befriedigen  Mnnen,  dass 
■„,  +  „  Z„,+  ,,  .  .  .  Z„,     i/Il,,  +  ,{Z^+r),    /iU+7(^;+7r,  .  .  .  /i^/.(i>), 
ü,  V„  V„  ...  V, 
rationale  FttiwHonen  von 
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sind.  Aber  os  lässt  sich  auch  umgekehrt  leicht  sehen,  dass,  wenn 
man  die  Gleichung  (8)  vermöge  rationaler  Beziehungen  befriedigen 
kauu,  sich  daraus  auch  immer  eine  algebraische  Beziehung  für  die 
Form  der  Gleichung  (2)  herleiten  ISsst;  denn  dividirt  man  die  Glei- 
chung (8)  durch  df  so  wird  sich  jedes  der  Integrale  der  rechten  Seite 


V 


von   algebraisch-logarithmischen  Theilen    abgesehen    in   ein   anderes 
von  der  Form 

!''■-•'" 

umsetzen  hissen,  in  welchen  ^,„f„  und  f^ii,„  +  «  (Sm  +  n)  algebraische 
Functionen  von  

/r„,+„  und  /:ß„,+„(2,„+„), 

also  auch  von 

«,,  »,,...  a.,     VIW,),    VKlh),  ■  ■  ■  /».>.,) 
sind,  wie  leicht  daraus  zu  ersehen,  duss  nach  dem  Abel'schen  Theorem 
der  Gleichung 


I.  Theile 


ö  I  F^^a  dz  ■=  li'm+i.  ds  +  algeb,  logarith.  1 
dadurch  genügt  werden  kann,  dass  2  ^.„  und  y'I  +  (Z  +  )  iitio- 
nal  durch  Zm  +  a.  und  j/B^-f-«  (^m  +  n),  also  ~  4.  ilgebraisch  dirch 
Zm+a  ausgedrückt  sind. 

Wir  können  die  Reduction  des  Pioblemes  jedoch  nouh  weiter 
führen.  Zuerst  ist  ersichtlich,  dass  man  von  den  in  von  einander 
unabhängigen  Grössen  ^, ,  ^j,  .  .  .  2  m  —  1  dieser  Gioiaen  gleich 
den  unteren  Gränzen  setzen  kann,  so  da^s  aui  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (8)  nur  ein  solches  Integial  stehen  bleibt,  und  dabs  um- 
gekehrt, wenn  jedes  der  m  Integrale  sich  in  der  veilangteu  Weise 
transformirt,  die  Zusammensetzung  allei  dieser  Beziehungen  eine 
Gleichung  von  der  Form  (8)  liefern  wiid  so  dass  wir  somit  die 
Untersuchung  nur  auf  den  Fall  zu  beschianken  haben    dass 

i'  C+i  '  + 

(9) dJF,d,^~JF.„^,^    -j^^+    '^- 

Jf^,  rfg  +  [7  +  _y,  log  r,  H -f  B^  log  Fp 

ist,  worin 

_____  U-n,  U+2,  . .  .  £^, 

/B«+i(g^+i),  j/R^+,iu+,), .^VRAtf.)'  u>  yi>---  y, 

rationale  Functionen  von  e^  und  j/Äj  {z^  sein  sollen. 
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Da  die  Differeiitiittiou  der  Gleichung  (i))  mich  g,  eine  G-loichung 
von  Jer  Form 

(10) P+Ö  ^^7(^  =  0 

liefern  würde,  wo  P  und  Q  rationale  B'unctionen  von  g^  sind,  weil 
alle  Grössen  der  rechten  Seite  rationale  Functionen  von  s,  und 
j/jäj  (?,)  sind ,  und  die  Gleichung  (10)  wiederum  die  Gleichung 

(U) P-«/^7K)  =  o 

nach  sich  zieht,  da  P  und  Q  für  aich  verschwinden  müssen,  so  wird 
aus  (9)  sich  eine  analoge  Gleichung  herleiten  lassen,  wenn  —  j/JE^  (2,) 
statt  yiti  {Sj)  gesetzt  wird. 

Mögen  für  diese  Substitution  die  von  g^   und  j/i?,  (5,)   rational 
abhängigen  Grössen 

u,  r,, ...  r„  ?..+„  ...t„  /2i.,;rft;+T), . . .  /b7(ü 

resp.  in 

u;  v;, . . .  Vi,   s;,+„  ...%„   )/ä,.7iT&T),  . . .  V^SM) 

übergehen,  wo  die  Irrationalitäten  auch  wieder  fest  bestimmt  sind, 
so  wird  mit  (Ö)  zu  gleicher  Zeit  die  folgende  Gleichung  bestehen 

(12) ä  rFiäs  —  —  y^-F.  +  jii» 

yV,  ii^v'+B,  log  y;  +  ■  • .  +  -B,  log  r;, 

worin  die  ku  s^  gehörige  Irrationalität  jetzt  —  |/Si  (s^)  ist,  und  die  ?;u 

£.+., . .  ■  r, 

gehörigen  Irrationalitäten  nach  ^em  Obigen  fest  bestimmt  sind, 
SefcKt  man  nun 

zj-u  +  iiyjirw,  F.  -  !s.,.  +  !B;,y3!rE), 
c- u  -  uYHTw,   K.  =  s,. -ayiirteJ, 

worin 

rationale  Functionen  von  5,  und  Y^^  (■^1)  sind,  und  bildet  die  Diffe- 
renz der  Gleichungen  (9)  und  (12),  so  wird  die  linke  öeito  den  Werth 

annehmen,  da  die  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (9)  und 
und    (12)   befindlichen   Integrale   nach   zwei  übereinander   liegenden 
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Biättern  der  zu  f/E^(s)  gehörigen  Kiemann'schen  Fläche  führen, 
und  man  daher,  wenn  man  von  hinzutretenden  Conetauten  absieht, 
die  vom  Ueberaehreiteu  der  Querschnitte  herrühren,  als  Integrations- 
wege in  beiden  Blättern  übereinander  laufende  Linien  wählen  kann, 
auf  deren  ganzer  Länge  j/Jii  (ä^J  für  beide  Integrale  das  entgegen- 
gesetzte Zeichen  hat. 

Die  einzelnen  Theile  der  rechten  Seite  der  resultirenden  Gleichung 
werden  aus  den  folgenden  Theilen  bestehen,  aus 


ij„.  log  (^) = B,.  log  (^±^^)  =  s,.  log  OB.  +  m.  VJiM)), 

worin  9B„   und  3Bm  wieder  rationale  Functionen   von  z^   sind,   und 
endlich  aus  Differenzen  der  Form 


jF.^.ä.-jF,^. 


Nun  ist  aber  nach  dem  Additionstheorem 

!;,„+„  C-für  v„,+u 

worin  iv  entweder  eine  algebraische  Function  oder  der  Logarithmus 
einer  algebraischen  Function  ist,  welche  rational  aus  %,,,  +  a,  tm-i-a, 
j/^,„+o  (&n  +  o),  y  iim-^a(^m+'i}}  ^'^o  auch  rational  aus  s^  und 
y  Ilj(ß,)  zusammengesetzt  ist,  während  bekanntlich 

ist,  wenn  /'(Sj)  eine  rationale  Function  von  s^  bedeutet,   und  ferner 
>^-g.H-.(l.  +  .)  = 

/-R,.+.(5.+J  !/J!»+.(S.+.)[l  +*i+.S'.+.ä+J 

+  i..+.  s:.■^.  K+. +!-">,+.«,'+.+ c+.'i +";.+.  ä.+^s'+ J 

—  9  («i) 
ist,  wenn  rp  (s^)  wiederum  eine  rationale  Function  von  Ä,  ist. 

Fügt   mau    nunmehr   zu  den    einzelnen  Integralen,    welche  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  bilden, 


/- 
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aoeli  die  Constaiiteii 

hinzu,  so  werden  sich  die  entsprechenden  Integrale  zu 

;..+  .  1  ?..+. 

I'f,.  +  .  dl  +  1"^.  +  ,  dl  —J  F,.  +  .  ds  +  W„.  +  „ 
vereinigen,   worin  wieder  nach   dem  Additionstheorem    Wm-i-n    eine 
rationale  Function  von  2,  und  yit,  (^,)   oder  der  Logarithmus  einer 
solchen  Function  sein  wird,  und 


siiitl,  wenn  <pi{iii)  und  fp^i^,)  rationale  Functionen  von  ^i  bedeuten, 
so  dass  die  Differenz  der  Gleichungen  (9)  und  (12)  in 

(13)  ....    2äjl\dz  =JF^  +  tds  -\ \-fFpds 

+  r  +  C,  log  U,  +  C;  log  ^7,  H f-  Co  log  Uo 

übergeilt,  worin 

T,   ü^,   U.„  ...   U„ 

rationale  Functionen  von  z^  und  j/Ji,  (.Sj) ,  also  von  der  Form 

sind,  wenn  jj  und  q  rationale  Functionen  von  ä',  bezeichnen,  und  die 
Grössen 

Vm+a     und ,/       — 

sich  als  rationale  Functionen  von  ä,  ausdrücken. 
Wir  sehen  somit,  dass,  wenn  sich  das  Integral 


ß' 


dz 


durch  eine  algebraische  Transformation  von  älg^raisch-logarühmischen 
Theilen  abgesehen  auf  elliptische  Integrale  mit  andern  Moduln. 


jF.^,äl,...jF, 


eurückßihren  lössi,  sich  auch  ein  gangsahliges  Multiplum  dieses  In- 
tegrales auf  gleichartige  Integrale  mit  andern  ohem  Granzen  trans- 
formiren  lässt,  welche  selbst  rationale  Functionen  von  «i  sind,   und 


y  Google 


28  Zweiund zwanzigste  Vorleeaiig. 

fik  wekke  der  Quotdetit  aus  der  m  ihnen  gehörigen  Irrationalität  und 
der  Irrationalität  j/It^  {s^)  sich  roMonal  durch  ,e,  attsdriicken  lässt. 

Zur  weiteren  Behandlung  dieses  Transformationsproblems  ellip- 
tischer Integrale  ist  es  nötliig,  die  Eigenschaften  derjenigen  ratio- 
nalen Functionen  ym-i-u  von  a,  zu  ermitteln,  für  welche  zu  gleicher 
Zeit 

(W) >«r+TfcJ-|  /R7W 

ist,  wenn  A  und  B  ganze  rationale  Functionen  von  Si  bedeuten. 
Setzt  man  nämlich 

(15) IJ-+.  -  V' 

worin    U  und    V  ganze   rationale  Functionen   von    Sj  ohne  gemein- 
samen Theiler  sind,  so  wird  die  Gleichung  (14)  in 

(16)  .  i"(F^  u)(r+u)(r-f..+.v)(v  +  i.+.if) 

_7'^'(i-V)(i- W) 

übergehen,  und  es  ist  hieraus  zu  erkennen,  dass 

das  Quadrat  einer  ganzen  Function  in  s,  sein  muss,   so  dass  (Iß)  in 

(17)  .  .  (K-  n)(r+  u){r-i„+.V)(Y  +  i,+,U) 

_B'(1-V){1-W) 
übergeht.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber,  dass  jeder  quadratische 
Theiler  von  D  in  einem  der  vier  Factoren  der  linken  Seite  enthalten 
sein  muss,  weil,  wenn  ein  einfacher  Theiler  von  J)^  in  zwei  dieser 
Factoren  enthalten  wäre,  U  und  V  diesen  Theiler  gemeinsam  haben 
müssten,  und  daraus  geht  wiederum  hervor,  da,  wenn  A  eine  beliebige 
Constante  ist, 

(7+  Ai/)"_  V  ä.(K+'f)  _  rfl^  u"- 

^         '  '  d^i  dSi  d^i  dgi 

ist,  dass 


(18) 


eine  gauzo  Function  von  s,  sein  wird,  weil  jeder  quadratische  Factor 
von  D'^  in 

V+)-V    und    i^l±lEl 
mindestens  einmal  enthalten  ist. 
Nun  folgt  aber  aus  (15) 

(19) d,j..+  .=  -"-''y.    "''  i', 

und  in  Verbindung  mit  (14) 
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oder 

^^'-^ /^+:(y".7J^^KJj.W]  ■ 

Es  lässt  sich  nun  aber  nachweisen,  dass  p  eine  Constante  sein 
muss.  Sei  nämlicli  m  der  Grad  von  V  und  w  der  Grad  von  TJ,  so 
wird,  wenn  der  Grad  von  D  mit  r  bezeichnet  wird,  sieh  zufolge  der 
Gleichung  (17),  je  nachdem  m  grösser  oder  kleiner  als  n  ist,  die  Be- 
ziehung 

(22) 4  »i  =  2  r  +  4    oder    4  w  ==  2  r  +  4 

und  vermöge  (18)  sieb  als  der  Orad  von  p 

also  mit  Benutzung  der  aus  (22)  sich  ergebenden  Wertbe  von  r  resp. 

n  —  m  -f-  1     oder    m  —  n  +  1 
folgen,  weiche  Zahlen  nur  dann  nicht  negativ  sind,  wenn   sie   den 
Werth  Null  haben,   also  jp  eine  Coustante  wird,  und   dabei   ergiebt 
sich  für  HS  >  n   m  =^  n  -\-  1  und  f ttr  m  <  «  w  =  m  +  1- 

Ist  dagegen  m  =  n,  so  werden  in  einem  der  Factoren  der  linken 
Seite  von  (17)  Potenzen  von  s,  sich  zerstören  können,  und  indem  wir 
jenen  Factor  mit 

bezeichnen,  wo  X  einem,  aber  offenbar  nur  einen  der  Werthe 

1,-1,    k,»  +  a,    — ^m  +  n 

bedeuten  kann,  mögen  sich   V  und  U  in  die  Form  setzen  lassen 
V=  a^s™  +  ß,?™~^  +  ■  ■  ■  +  «„ä^i  +  «,_iS'^~'  +  ■  ■  ■  +  <t„,  j 

u-  ^4'+  ^,--'  +  . . .  +  "i!«;  +  V'<"  +  •■■  +  *., 

dann  wird,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 

^  dz,         ^  de, 
vom  m  -{'  X  —  2""'  Grade,  und  daher  p  vom  Grade 

'»  +  «-2->-, 
welche  Zahl,  da  in  diesem  Falle  nach  (17) 

3m^K  —  l  =  2r  +  4 


übergeht,  oder,  weil  «^m  sein  muss,  und  diese  Zahl  positiv  ist, 
a5so  p  wiederum  eine  Coiislante. 
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Wir  finden  somit,  dass  wenn 


h  wird,  die  Gleichung 

(22).      -—  ■^^'  .^r,.- ^^Jl±^^.         ._ 

erfüllt  sein   nnss,    oder  dass   mm  Bestehen  der   Gleichung   (13), 
tvelcher 


und 


rationale  Functionen  von  s,  seim  sollen,  erforderlich  ist,  dass  die  Glei- 
chung ,{22)  durch  eine  rationale  Fundion  y,a-\-a  *»  ^\  erfüllbar  ist. 
Aber  es  ist  zu  untersuchen,  ob  auch  das  Umgekehrte  der  Fall  sein 
wird.  Es  ist  zuerst  ersichtlich,  dass,  wenn  eine  rationale  Function 
i/,„_l-„  in  z^  die  Gleichung  (22)  befriedigt,  auch 

"dz, 
eine  rationale  Function  von  ^^,  also  nach  (22)  auch 


eine  rationale  Function  von  s^  sein  wird.  Um  nun  zu  sehen,  oh  die 
Gleichung  (13)  erfüllt  werden  kann,  und  welche  Form  <]ie3elbe  haben 
muss,  hat  man  nur 

mit  Hülfe  von  (22)  durch  n^  und  /Jjj  (s,)  auszudrücken;  die.g  wird 
dadurch  geschelien,  dasa  man  aus  (22) 


dy^^.vu  =  -„ y^=f^  d^,  =  /;;,+«  i^,)  dz, 

,  und  somit 


JF,„,^ads  ^J(p.„+<,f,;,  +  „(ß)ds, 

worin  9m+o  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  eine  rationale 
Function  von  z  und  y'li,(^)  bedeutet.  Thut  man  dies  mit  allen  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  (13)  befindlichen  Integralen,  voraus- 
gesetzt, daas  die  entspreche  öden  Gleichungen  (22)  bestehen,  so  folgt 
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(23) 2«^  J',Ä«—/y.  +  , /;.  +  ,(«)<!« 

H h  JW  U  (»)  Ä2  +  y  +  C,  log  !7,  + h  G,  log  (7„ 

worin 

r,  c^,,  u^,  ...  jja 

rationale   Functionen   von  g^   und   '}/li^{gj)   sind,   und   es   wird   sich 
nunmehr  darum  handeln,  über  die  Form  der  Functionen 

g>,„-j-i,  fm  +  s,  ■  ■  ■  ff,  T,   Üj,  ...   Ua 

weitere  Bestimmungen   ku  treffen,   wenn  die  Gleichung  (23J  soll  be- 
stehen können. 

Bringt  man  alle  Integrale  der  Gleichung  (23)  auf  die  linke  Seite 
und  giebt  ihnen  allen  dieselbe  untere  Gränze  £^,  was  nur  eine  Aen- 
derung  der  Constanten  der  rechten  Seite  bedingt,  dann  wird  die  linke 
Seite  aus  einem  zwischen  den  Gränzen  £,  und  Si  genommenen  ellip- 
tischen Integrale  mit  der  Irrationalität  f/Ri  (s)  bestehen,  und  es  wird 
sich  fragen,  wann  ein  solches  elliptisches  Integral  einer  algebraisch- 
logarithmischen  Function  gleich  sein  kann,  welche  selbst  oder  für 
welche  das  Argument  der  Logarithmen  rational  aus  Si  und  y  B^  (s,) 
zusammengesetzt  ist.  Ein  solches  elliptisches  Integral  zerlegt  sich 
aber  nach  den  Auseinandersetzungen  der  vierzehnten  Vorlesung  von 
einem  Integral  zweiter,  einem  Integrale  erster  Gattung  und  alge- 
braisch-logarithmischeu  Theilen  der  angegebenen  Art  abgesehen,  in 
eine  Summe  von  Integralen  der  Form 

^  r"  vMÄ^^d,  ^  r'  VB7^)äz 

oder  in 

_  ü^  f  mi^^j^___ _ .    _ _^  /'  V£^^>d^    , 

B  somit  einem   aus  einem  Integrale 
Gattung  und  einem  algebraisch-loga 
tzten  Ausdrucke  gleich  sein  soll. 
1  nun 

r  yBÄ^)d^     >  A   r  dz 


welche  Summe  somit  einem   aus  einem  Integrale  zweiter,   einem  In- 
tegrale erster  Gattung  und  einem  algebraisch-logarithmischen  Theile 
zusammengesetzten  Ausdrucke  gleich  sein  soll. 
Setzt  mau  nun 
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SO  wird  dieses  Integral  H(s,  a^,  a~)  ein  elliptisches  Hauptintegral 
dritter  Gattung  sein,  da  der  Coefficieut  des  logarithmisclien  Gliedes 
in  den  beiden  TJnatetigbeitepuakten 

die  positive  und  negative  Einheit  ist,  und  ausserdem  wird  man,  wie 
früher  gezeigt  worden,  die  Constante  A^  so  bestimmen  können,  dass 
der  eine  Periodicitätsmodul  jenes  Integrales  verechwindet;  bezeichnet 
man  ferner  ein  in  den  Punkten  ^j  und  2,  auf  je  einem  Blatte  loga- 
rith misch  unendlich  werdendes  Hauptintegral  dritter  Gattung  mit 
einem  verschwindenden  Periodicitätsmodul  durch 

so  ist  nach  einem  in  der  fünfzehnten  Vorlesung  bewiesenen  Satze 
von  der  Vertausehung  der  Gräuzen  und  der  Un Stetigkeitspunkte 

und  es  würde  dann  mit  Hülfe  dieser  Eelation,  indem  jene  mit  Af 
multiplicirten  Integrale  erster  Gattung  hin  zugenommen  werden,  die 
Gleichung  zu  untersuchen  sein 

(24)  ^JdH{ä,  ^,,  §,)  +  ^l-JäH{p,  ^,,  e^i  +  .  .  .  +  ^^^.Jail{,,  B„  £,) 

-ÄJ'^^^^'''^'  ^')  -  Äj''^^^^''  '"  ^i)  + ^U''^^^^''  '"  ^i) 

=  A    f^ß^  +  B  r„^  +  P+  1),  log  r,  H h  -ö,<  log  T^>„ 

in  welcher  A  und  S  Constanten,  U,  V^,  ...  V^  rational  aus  ^,  und 
j/JEj  (Sj)  zusammengesetzt  sind,  und  wobei  angenommen  wird,  dass 
nicht  schon  zwischen  einer  geringeren  Anzahl  von  denselben  Inte- 
gralen der  linken  Seite  dieser  Gleichung  eine  ähnliche  Beziehung 
besteht,  indem  wir  sonst  diese  unserer  weiteren  Betrachtung  zu  Gninde 
legen.  Man  darf  offenbar  ferner  ohne  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit voraussetzen,  dass  zwischen  den  Grossen  D,,  D^,  ...  D^  keine 
homogene  lineare  ganzzahlige  Gleichung  der  Form 

besteht,  weil,  wenn  eine  solche  stattfände. 
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-Di  log  F,  H 1-  B^  log  7,, 

=  1>,  log  7,  H h-Dp-ilog  F"^-i-  (^-D,  H h^  -»;,_,")  log  7p 

D,  ,        F>    ,  ,    i>„-i,         <^, 

=  ä     ^^'S  -j^V  "^ 1"  ~^"  ^"S      vT? 

wäre,  lind  man  daher  nur  gleich  von  vornherein  die  Anzahl  der 
Logarithmen  auf  der  rechten  Seite  der  Gfleichung  (24)  auf  die  kleinste 
reducirt  anzunehmen  brauchte.     Sei  nun 

worin  man  den  Grad  von  f^   gleich  oder  grosser  annehmen  darf,  als 
den  Grad  von  ?g-Ri(2i)*),  so  wird,  wenn 
(25)   p,'  -  q,'R,  (a,)  -  (2,  -  ,,)"  i?,  "  V.f  ■■■{',-  T,)"' 
gesetzt  und 


bestimmt  wird, 
in  den  Puoktun 


log  ipQ  +  as  VK  (K)) 


7l>    r-2>     ■    ■   ■    Yr 

logarithmiaeh  unendlich  werden  wie 

»Bi  log  («1  —  n),  »Wj  log  (3,  —  y,),  .  .  .  m,.  log  (s,  —  Yr), 
und  keine  dieser  logarithmischen  Unendlichkeiten  sich  auf  der  rech- 
ten Seite  der  Gleichung  (24)  gegen  andere  wegheben  können,  weil 
sonst  eine  ganzzahlige  homogene  lineare  Gleichung  zwischen  den 
Coefficienten  der  logarithmischen  Glieder  statthaben  müsste,  welcher 
Ji'all  oben  ausdröeklich  ausgeschlossen  war.  Daraus  folgt  aber  un- 
mittelbar, dass  sämmtliche  Werthe  f],  y,,  ...  yr  zu  den  Wertheu 

+  «,,    +ß„  ...  +«, 

gehören,  für  welche  die  linke  Seite  der  Gleichung  (24),  wie  man 
durch  Vertauschung  der  Gräuzen  und  Parameter  unmittelbar  erkennt, 
logarithmisch  unendlich  wird,  da  das  lutegi'al  zweiter  Gattung  nur 
für  s  =  co  auf  beiden  Blättern,  und  das  Integral  erster  Gattung  gar- 


•)  weil,  wenn  dies  nicht  der  Pall  wäre,   iiiaa  V    nur  mit  VB,  (a,)  zu  luul- 
tipliciren  brauchte,  wodurch  man  einen  Ausdruck 

von  der  verlangten  Beschaffenheit  erhält,   imd  dauu   nur   nncli   zu  den   oingeii 
logavitlimiachen  Theilen  den  Ausdruck 
^« 
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Dicht  unendlich  wird.  Aua  der  Existenz  der  Gleichung  (25)  folgt 
aber  nach  dem  Aheracheu  Theorem,  dass 

±4  ±4  ±< 

(26)     m,fdHis,  t,,  {,)  +  «>,  fdH(ß,  s,,  5,)  + hm,  jdtl  (e,  z,,  I 

—  loi  IPM  +  t(''^y^^>       ?(£■)- 8  ISilKgm  I 

istj  welches  nothwendig  die  Form  der  GleieLung  (ä4)  sein  mues,  da 
der  Änualime  nach  keine  der  Gleichung  (24)  ähnliche  existiren  sollte, 
welche  von  den  dort  enthaltenen  Integralen  eine  geringere  Anzahl 
enthielte.  Setzt  man  endlich  in  (20)  die  dnrch  Vertauschung  der 
Gränzen  nnd  ünstetigkeitspnnkte  sich  ergehenden  Integrale,  so  folgt 

(27)  .  .  .    m,fdH(s,+cf,  +  „-)  +  m,J(lH(l,  +  «f,  +  „-) 

+  — h«.,  /i«-(«, +  «+, +  «7) 

K  

_  w  I  p  w  +  a  w  VßM  pa,)-3&)yKia, 

1  p  M  -  9  W  KSTS)     II  (M  +  s  (£,)  rs,  (£,)! 
als  allgemeinste  Behiion  zwischen  eUiptiscken  Intetfralen  und  alffe- 
hraiseh-hgarithmischeti  Fundionen,   oder,   wenn  der  oben   dnrch  die 
Gleichung  (jt)  definirte  Werth  von  H  (s,  k J,  ß~)  eingesetzt  wird , 

worin  ß  eine  Coostante  bedeutet,  deren  Bedeutung  aus  der  oben  ge- 
gebeiien  Bestimmung  von  Ax  unmittelbar  zu  ersehen  ist. 

Um  den  in  der  Gleichung  (28)  enthalteneu  Integraleii  die  Form 
der  oben  eingeführten  dritten  Legendre'scheii  NormalintegraJe  zu 
geben,  bilde  man  eine  Gleichung 

(29) p,  {^,f  -  q,  i0,f  E,  (ß,)  =  0, 

welche  die  entgegengesetzten  Lösungen  von  denen  der  Gleichung  (25) 
hat,  was  durch  Veränderung  der  Vorzeichen  der  Coefflcienten  der 
ungeraden  Potenzen  von  s,  in  Gleichung  (25)  geschieht,  so  ergiebt 
sich   aus  (29)  die  den  Gleichungen  (26)  und  (27)  analoge  Beziehung 
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(30)    m,JiIHs,  s„  5,)  +  m,jdU{ß,  «,,  5,)  + h  '".JäHii,  «,,  S,) 


-  «.,  fiiffCB,  +  <.+,  +  «D  +  m,  fdH(s,  +  4,  +  «-) 

'■  ..  '• 

+  ...  +  «.,   /«i (.,+«+,+»-) 

l!  

_  \„^  iRi'J  +  giMngg  .  j'iai-ai(»>'.B,(S.)| 

°  ift(«,)-i,(2,)Kii,(«  ji,(£,)  +  si(£,)rji7a)i' 

oder  endlicli 

(311  in     r    KBTWj^   .    ,    „     /'   niji:)d_^_ 

=  \m  lftM  +  g'W^-''ial    <'i(a-8iBi)''-SiKil| 
f»!  (2,1  -  Si  feil  VBi  fe,)    l>,  (Ell  +  2i  (W  Ks.  (M' 
Setzt  man  nun 

i>  (»)  Pi  W  -  s  W «, » Jii  W  -  P  W , 
s (2) p,  (2) -!>(«)«.  W-OW. 

worin,   wie  unmittelbar  zu  sehen,   P(s)  eine  gerade,   ö(2)  eine  un- 
gerade Function  von  z  ist,  und  die  Gleichung 

p(2)'-ew>jä,(«)_o 

die  Lösungen 

hat,  so  folgt  durch  Subtraction  der  Gleichungen  (28)  und  (ßl) 

(32)  .  .    •>«•  ~    I      '"•<.'•••" L  2 .«_ „.   /  _JSMl^ 


^{  (»■-«■■)  CS,  W  J^^  ('■  -  «."1  C-B,  « 

^  ^/(>'-V)»'-B.fe)       .^KSTP) 

—  loa  i^fe''+jgfeil>'jJiM  .  f  (M-eaiysTiB), 

»  ip {»,)  -  e  fe,)  f  S,  (2,)     P (S,l  +  9 (5,)  C Ji,  (E,)( 
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Aufstellung   der    nothw^endigeii    und.    hinreiclienden    Bedingungen 
für  die  rationale  Transformation. 

Nachdem   in   der  letzten   Vorlesung   die   Behandlung    des   allge- 
meinen algebraischen  Transforraationsproblema  auf  die  Untersuchung 
des  rationalen  Integrales  einer  Differentialgleichung  von  der  Form 
(l^  äx ^  ^  _  _dj 

zunickgeführt  worden  oder  vielmehr  auf  die  Frage,  wie  k  und  a  als 
Functionen  von  e  zu  bestimmen  seien,  damit  y  eine  rationale  Function 
von  X  werde,  suchen  wir  zueirst  die  nothwendigen  Bedingungen, 
welche  zwischen  den  zu  den  beiden  elliptischen  Differentialien  gehörigen 
Perioden 

<>-if\fy=iS==^,      ./--ü/'- •^'- +  9    f    .  '"        — 

,/ IK(i-!/')(i-i'./)  Ji'VO -y')V~ey'>      Jrya-s'Xi 

erfüllt  werden  müssen,  damit  eine  rationale  Beziehung  zwischen  jenen 
beiden  Grössen  bestehen  könne.     Setzt  man  die  DiiFerentialgleichung 

(1)  in  das  System  der  beiden  Differentialgleichungen  um 

(2)  .  .     ,^^  f^""  =  du      (3)  .  .  a-^ ^A ^=  du 

und  ordnet  die  drei  Werthe 

M  =  0,     a:  =  0,     y  =  ij 
einander  zu,  so  wird,  weil 


äy 

-F»/') 


X  =  sin  am  (u ,  c),     y  =  sin  am  f-  +  f,  ^) 
ist,  wenn 

/' dy_ ^  g 

auf  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  genommen 
die  nothweiidige  Bedingung  dafür  gesucht,  dass 
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sin  am  (--  -\-  b,  Je) 
eine  ratio  aale  Function  von 

sin  am  (u,  c) 
ist.     Da  aber  sin  am  {u,  c)  unverändert  bleibt,  wenn   das  Argument 
um  a  und  o»'  vermehrt  wird  und  daher  auch  in  Folge  der  geforderten 
rationalen  AuedrÜckbarfeeit  von  sin  am  ( — y  s,  /c)  diese  Function  für 

eben  diese  Veränderung  des  Argumentes  unverändert  bleiben  muas, 
so  werden 

|-nnd  ^ 

Perioden    dieser    letzten   Function    sein  müssen    und    sich  somit  als 
ganze  Multipla  der  Elementarperiodeu  ii,  und  ß'  ausdrücken  lassen, 
so  dass  sich  die  nothwendigen  Periodenrelationen 
.^,  _  f«  =  «u  aß  +  ß,  ail' 

ergeben,  in  denen  «„,  «j,  /5g,  (3,,  ganze  Zahlen  bedeuten.  Da  aber 
l'erno]-  bekanntlich 

sin  am  (^  —  ^''i  v  =  siu  am  (m,  c) 
ist,    also  auch  vermöge   der  rationalen  Beziehung  der   betrachteten 
Functionen 

sin  am  (--  _  -  -|-  £,  /c)  =  sin  am  (--  -j-  t,  k) 
sein  muss,  so  folgt,  dass 

(S) i,^  +  2»  -  J  +  7.  ß  +  7i  «• 

oder  dass  mit  Benutzung  von  (4)  die  Grösse  £  durch  die  Gleichung 
m)  .  £  =  i2y„~aa  +  l)  £1 -{-  [Sy,  —  g,)  Sl' 

bestimmt  sein  muss,  wenn  y  sich  als  rationale  Function  von  x  soll 
ausdrücken  lassen;  es  wird,  wenn  x  =  0  j/  =^  0  entsprechende  Werthe 
sein  sollen,  s  verschwinden  müssen  und  somit  nach  (5)  für  die  erste 
der  Gleichungen  (4)  die  nothwendige  Bedingung  sich  ergeben,  dass 
«„  eine  ungrade,  «,  eine  grade  Zahl  ist. 

Dasa  aber  die  durch  die  Gleichungen  (4)  und  (6)  gegebeneu  Be- 
dingungen auch  die  für  die  rationaäe  Transformation  hinreichenden 
sind,  geht  unmittelbar  aus  dem  in  der  siebzehnten  Vorlesung  bewie- 
senen Satze  hervor,  dass  sich  jede  doppelt  periodische  Function  mit 
den  Perioden  £1  und  £1'  durch  eine  andere  doppeltperiodische  Function 
zweiter  Ordnimg  mit  denselben  Perioden  und  deren  Ableitung  in  der 
dort  näher  angegebenen  Form  rational  ausdrückt;  denn  da 

sin  am  (    +  ^,  k) 
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als  Function   von  u  aufgefasst  die  Perioden  aSl  und  aSl',  also  nach 

den  Gleichungen  (4)   auch  die  Perioden   a  und  ro'  hat,  welches  die 

B lern entarperi öden  von  sin  am  (tj,  c)   sind,   so  wird   sich  nach    dem 

angeführten  Satze  mit  den  dortigen  Bezeichnungen 

d  Ein  am  (u,  c)  _ 

sin  am  (,-  +  f ,  «J  = -^ 

evgebeii,  worin  M.,  N,  Q  ganze  rationale  iMnetionen  von  sin  am  (m,  c) 

bedeuten;  da  aber  ausserdem,  wenn  in  diese  Gleichung  ^  —  it  statt  m 

gesetzt  wird,  Q,  N,  M  unverändert  bleiben,  ferner 

d  Bin  aui  [u.  c)  /        \     ^  /        -. 
j-^-—  =  COS  am  (ii,  c)  z/  am  (m,  c) 

den  entgegengesetzten  Werth  annimmt  und  endlich  die  linke  Seite 
<ler  Gleichung  in  Folge  von  (5)  in 

sin  »m  (  "„  -  I  +  s,  li)  _  sin  am  (f  +  -/„  ß  +  ,,  fl"  -  g  +  >),  t) 

^  sin  am  ( — |-  s,  h) 

übergeht,  also  unverändert  bleibt,  so  muss 

sein  d.  h.  sin  am  ( — )-  s,  ^j  wird  eine  rationale  Function  von  sin  am  (jf,  c) 
werden. 

Zur  Herleitung  der  wirklichen  Transformations ausdrücke  sowie 
zur  Durchführung  der  Transformationstheorie  übel-haupt  werden  wir 
jedoch  die  Transformation  der  S-- Functionen  zu  Grunde  legen  und  von 
diesen  aus  zur  Transformation  der  elliptischen  Functionen  übergehen. 

Aus  den  beiden  für  die  Existenz  einer  rationalen  Beziehung 
zwischen 

nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  (4)  folgt  mit  Berück- 
sichtigung der  für  den  ursprünglichen  und  transformicten  ö--Modul 
bestehenden  DefinitionsgleJchungen 

m '-"'■  =  ¥ 

die  Bcziehuug 

während  die  durch  die  Ausdrücke 

(9) ""  =  f  ^'  I  +  *  =  T  "' 
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gegebenen  Arguniciitu  der  S'-Pimctioaen  durch  die  Gleichung 

m ••  =  ä(''  +  -r) 

oder  mit  Hinzuziehung  von  (4)  durch 

(1.)  .„■  ^  (..  + 1  .■)(„  +  !£0  ^  ^l;;^«'  (.  + '?) 

mit  einander  verbunden  sind.  Wir  unterscheiden  nun  die  beiden 
FälJe,  iu  denen  a^  grade  oder  ungrade  ist;  findet  das  erstere  statt 
und  setzt  man 

ao  folgt  aus  (8)  und  (11) 

(12)  ^-  „7, , i-, V -^,-_v,  (,«+ vHpT^^iT^v^  +  ■„-;- 

(13) «,JJ,  -  a,  .  2j5,  =  n 

gesetzt  wird,  und  ist  «^  ungrade,  so  erhält  man  aus  denselben 
Gleichungen 


{14)1 


1^  ■2ß,  --«,  .-tfe  \^f\  =  ^ 


L  man 


(15)  ....    2k„  .  2/3j-  —  a,  .  4^„  =  «,  ^  («^  +  ^)  =  v^ 

setzt,    i'asst  man  diese  beiden  Fälle  zusammen  und  setzt  als  bekannt 
voraus,  wie  die  ellipiiachen  Functionen   der  halben  Argumente  sich 
durch  die  der  ganzen  Argumente  ausdrücken,*)  so  wird  die  die  Trans- 
formation der  ^--Functionen  betreffende  Aufgabe,  welche  die  oben  ge- 
stellte der  elliptischen  Functionen  einschliesst,  folgendermassen  lauten: 
Wemi  r  MW(?  «  (?en  Modul  und  das  Argument  geffebener  &-Func- 
tionen  und  «g,  a,,  &„,  h^,  vier  gange  ZaJüen  bedeuten,  so  sollen 
die  ^-Functionen,  deren  Modul  und  Argument  mit  den  gegebenen 
durch  die  Beziehungen 
/t/'\  ■       &o  —  «0  ^     j  ''o  ■+■  *i  i' 

(•^) '  -a,-,-^,  •'^"  "-^irtv 

(.") •■•-(«.  +  ».'>-s7^^'' 

verbunden  sind,  worin 

«0  &i  —  a^bQ  =  n 
gesetst   worden,    durch   die   d'-Ftmctionen  mit  dem  gegebenen 
Modul  und  Argument  ausgedrückt  werden. 
Die  Zahlen  a^,  »„  \,  6j  werden  die  vier  Transformationszahlen.MiaA  n, 

*)  was  Bcbon  aus  dem  Addition stheo rem  der  elliptischen  FHnotionen  un- 
mittelbar folgt,  übrigens  noch  später  bei  der  Division  der  elliptiecheu  Functionen 
besonders  behandelt  wird. 
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eine  für  die  Transformation  charakteristische  Zahl,  der  Grad  der  Trans- 
formation genannt. 

Aber  es  müssen  die  vier  Transformationszahlen  noch  einer  Ein- 
schränkung unterworfen  werden;  denn  da  bei  der  oben  festgestellten 
Wahl  der  Perioden  nach  der  fünfzehnten  Vorlesung  der  rein  imaginäre 
Theil  des  Quotienten 

Ol'         j     ß' 

das  Prodüct  von  i  in  eine  wesentlich  positive  Zahl  sein  musste,  oder 
was  dasselbe  ist,  die  reellen  Theile  von 

—  und  ^ 

wesentlich  positiv  werden  müssen,  so  wird  sich,  wenn  in  (16) 

gesetzt  wird,  worin  t,  positiv  ist,  aus  der  resultirenden  Gleichung 
1  =  (-h  +  a..t)i-a»i,  ^   [(- 6a  +  «ü  t)  1  -  g^  i,]  [(g,  t  -  b,]  -  a,  t^  J] 
i  (<[,  (  -^  Öf)  +  «I  *i  i  ("i  i  ~  i'if+  f i'  'i' 

als  Coefficient  des  reellen  Theiles  von  -. 

—  ö„  t,  (ffli  ;—&,}+  a,  ^1  (Oß  t  —  ha)'=  t,  (ao  ^^i  —  w,  J>^,)  =  nt^ 
ergeben,   und   da  dieser  wesentlich  positiv  sein  soll,  als  nothwendige 
Bedingung,    der  jene    vier  Transformationszahlen  unterworfen   sind, 
die  hinzutreten,  dass  n  eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss. 
Wenn  gezeigt  sein  wird,  daas  ein  jedes  der  vier 

9  («•,  ,■)  - » ((«.  + »,  o «,  ^^f:^) 

sich  ganz  und  rational  durch  die  vier  -9-- Functionen 

ausdrücken  lÜsst,  so  wird  sieh  umgekehrt  für  die"  zugehörigen  ellip- 
tischen Functionen  das  nachstehende  folgern  lassen.  Bildet  man  ver- 
möge der  Gleichungen 

die  zugehörigen  elliptischen  Differentialausdrücke 


=  und  Tr=^ 


dy 


y{\  ~  X')  (1  -  C  a^)  r  (1  -  f]  {l  -  k^  ,f) 

und  nennt  die  zu   diesen  beiden  gehörigen  Periodenpaare  de 
angegebenen  Art 

ö,  m'  und  a,  iß', 
so  folgt  aus  (16) 

-2in'  hg  Sl  +  2fc,  ß,' 

~^  flc  ß  -f  2«,  ß' 

oder,  wenn  mit  a  ein  unbestimmter  Factor  bezeichnet  wird 
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f    w  =  0|,  aß  +  2a,  ail' 

und  aus  der  ersten  dieser  Gleichuügen 


sü  dyss, 

wenn 

gesetzt 

wird,  sieh 

ergiebt. 

Setzt 

man 
dx 

daher 

oder 

n-i 

")(i 

dx 

-V)  (1  -  k'' !/') 


wohei  sich  m^O,  x  =  0,  y  ==  0  entsprechen,  so  werden  sich  nach 
den  bekannten  Beziehungen  zwischen  den  ö--Functionen  und  den  ellip- 
tischen Functionen,  deren  Argumente  durch  die  Gleichungen  (17^)  und 
(IT")  mit  einander  verbunden  sind,  und  der  oben  angenommenen 
Lösbarkeit  des  Transformationsproblems  für  die  ©--Functionen  rationale 
Transformaiionsausdrücke  für  die  drei  elliptischen  Functionen  des 
transformirten  Differentials  durch  die  drei  elliptischen  Functionen  des 
vorgelegten  Differentials  ergeben. 

Um  nun  die  Eigenschaften  der  transformirten  ©■-Functionen  als 
Functionen  des  gegebenen  Argumentes  v  aufgefasst  ermitteln  und 
dadurch  ihren  analytischen  Ausdruck  mit  Hülfe  der  gegebenen  ©-Func- 
tionen unmittelbar  herstellen  zu  können,  führen  wir  mit  Hermite 
die  Function 

(18) J7  (.>_«'"'-  +  •'«"■  »(»>■> 

ein,  welche,  wenn  man  erwägt,  dass,  wenn  v  um  1  zunimmt,  das 
Argument  v'  um 

a,y  +  ö;,  t-, 
und  wenn  v  um  r  wächst,  v   um 

(ß„  -^-  «^  t')  t  =  6y  4"  ^1  '^' 
vermehrt  wird,   nach  den  für  die  ©-Functionen  in  der  achtzehnten 
Vorlesung  gefundenen  charakteristischen  Beziehungen  den  Gleichungen 
genügen  wird 

(191     i" '"  +  ')'  -  (^  '>""'  *"""■■■"  n  (.')' 

ln(»+r),_(~l)'--'+''-i  +  '-''e-"'"'  +  "lf(»)i 
oder 

(20) p(«+i>-(-irnW. 


y  Google 


42  DreimiJawanzigato  Vorlesuug. 

^2i\  f  "t  =  ao  ni -\-  a^  mi -\-  a^  a^ 

1  ci  =  ?iu  m  +  i,  Mii  +  60  &| 
gesetzt  wird,  und  diese  Gleichungen  (20)  werden  die  Basis  der  g 
nachfolgenden  Untersuchung  bilden. 

Aus  den  Gleichungen  (20)  mögen  noch  die  Beziehungen  herge- 
leitet werden,  die  sich  für  die  Vermehrung  des  Arguments  der  77-Func- 
tion  um  halbe  Perioden  ergeben.  Da  sich  nämlich  hei  einer  Zunahme 
des  V  um 

i  +  ir 
das  Argument  v   nach  Gleichimg  (17)  um 

(«.  +  «,  »■)  (^  +  I  »)  -  1  (».  '  +  K  »■)  +  ',  («,■'■  +  6,  s) 
oder  um 

w l  +  j'- 

vermehrt,  wenn 

p  =  rttf,  -\-  shy,     ß  =  ra^  -\-  sh^ 
gesetzt  wird,  so  erhält  man,  wenn  die  in  dem  Ausdrucke  der  J7-Func- 
tion  vorkommende  Exponentiaigrösse  mit 

e"» 
bezeichnet  wird,  die  Gleichung 
(22)   J7  (,  +  J  +  1  ,)=  e"-'  9  („■  +  I  +  f  ,-,  z\e-"-  +  "', 

in  welcher  A  und  S  noch  zu  bestimmende  Constanten  bedeuten. 
Wendet  man  auf  v  nochmals  die  Substitution 


an,  so  ergiebt  sich  aus  (22) 

(23)  Ji(!;  +  r  +  sT)j  =  /<"'*(v'  +  i.  +  <JT>')ie'''L''(^''  +  T  +  T')  +  ^''] 
und  berücksichtigt  man,  dass  aus  den  Gleichungen  (20) 

(24)  .  .  ri(v  +  r  +  sr),  _  {-  I)""  +  -"  e— '"•'*">  n(v)x 

folgt,  SO  ergiebt  die  Vergleichung  von  (23)  und  (24)  die  Werthe  der 
Oonstanten  A  und  S.  Führt  man  dieselben  in  (22)  ein,  so  folgt 
leicht,  wenn 

(,_2(,'  +  (,"    o_2(>'  +  «" 
gesetzt  wird,  worin  p"  und  ö"  die  Zahlen  0  oder  1  bedeuten,  für  die 
transformirte  H-Function  der  Ausdruck 

(25)  J7(„  +  J  +  J  ,)^  _  e-"('-+V')'«e"»«"«"-  +  »«*'  »(,;  r-)., 

wenn  der  Indes  v  der  S^-Function  durch  die  Congruenzen 
(26) my^mp,  -\-  q"    «,  ^  «^  -|-  ff"  (mod.  2) 
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und  die  Constante  c  durch  den  folgenden  Ausdruck  bestimnit  ist: 
(27)  ...    c  =  —  i  (pjji  +  am;,)  +  ^  w/s  +  -i-  (rm  +  s(|) 
+  \n^  (m  -\-q"  —  m,.)  —  -^0"(m!,  +  p")  —  i  0<i  +  p'm+  ff'»*i 
Endlich  mag  noch  bemerkt  werden,   dass  aus    einer  bekannten 
BeKiehung  für  die  ■S'-Functionen  sich 

(28) m--v),  =  (~i)""n(v), 

ergiebt,  und  dass  diese  Gleichung,  wenn  n  ungrade  ist,  in 

(29) JI  (-„),_  (-!)"";/(„), 

übergeht,  weil,  wie  aus  den  Gleichungen 

III  =  a^  11).  +  a,  inx  +  «„  öj 

q  =  öfl  rix  +  h^  mx  +  ög  6, 
und 

%  6i  —  a,  Ziy  =  w 
unmittelbar  folgt,  für  ein  ungrades  n  die  Grössen  m  und  q  stets  und 
nur  dann  beide  ungrade  sind,  wenn  )«3  =  W^  =  1 ,  also 

(-i)"""'-(-i)~ 

ist. 

Bevor  wir  nun  dazu  übergehen  auf  Grund  der  für  die  J7-Function 
entwickelten  Bedingungsgleichungen  die  Ausdrücke  dieser  Function 
durch  die  ^--Functionen  des  gegebenen  elliptischen  Integrales  herzu- 
leiten, steilen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  unendlich  vielen  zu  einem 
bestimmten  Transformationsgrade  n  gehörigen  Transformations  zahlen, 
d.  h.  alle  diejenigen  a^,,  «j,  fep,  6,,  welche  der  Gleichung 

«0  &i  —  «j  fty  ^  n 
genügen,  nach  einem  bestimmten  Princip  in  Klassen  einzutheileii, 
welche  eine  Uebecsicht  und  gemeinsame  Behandlung  aller  Fälle  ge- 
statten und  wollen  zu  dem  Ende  zuerst  einen  Satz  über  die  Zusammen- 
setzung Ton  Transformationen  aufstellen,  die  zu  beliebigen  Transfor- 
mationsgraden  gehören. 

Seien  «o,  a^,  i^,  Jj  Zahlen  einer  Transformation  n""  Grades,  für 
welche 

a„  +  a,  t''                 b,  —  a,r 
sein  soll,  werde  ferner  auf  das  neue  &  eine  Transformation  v'^"  Grades 
mit  den  Transformationszablen  a^,  «,,  ß^^,  ß^  ausgeübt,  für  welche 
,  __  ß,  +  e,  t"        ,.  __        vi> 
«„  +  «,!"'     "^         ß,  ~  «,  T- 
ist,  so  folgt  durch  Zusammensetzung  beider 
__  b„  B„  +  b,J,  -I-  (ftp  «,  -f-  &,!,)  i"        .,  _  nv^ 

««  «0  +  «i  ß„  +  («„  «i  +  (',  ß",)  t"'    "^  hcc,  +  h,  ß,  -  {a„  «,  -!-  a,  ß,)  r  ' 

und  aus  den  Gleichungen 

«0  b^  —  »1  ^0  "=  **)     '^0  ßi  —  '^i  ßii'^^  V 
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der  Transformationsgrad 

(".«.  +  »,A)  (h,",  +  i,?,)  -  («,«,  +  %ft)  (*.«.  +  !>,A) 

woraus  sich  unmittelbar  das  schon  in  etwas  anderer  Form  in  der 
siebzehnten  Vorlesung  für  die  Herleituag  der  Elementarperioden  er- 
haltene Resultat  ergiebt,  dass  die  successive  Anwendung  einer  Trans- 
formation »s"^"  und  v'""  Grades  eine  Transformation  nv'-""  Grades  liefert, 
und  dass,  wenn  man  die  Trans formationszahlen  in  Form  von  Deter- 
minanten 

\   %   <ti   [      I   «fl   (^1   I 

Uo    ^    1      I   ^0    ^,    I 
schreibt,    die  resultirende  Transformation   durch   das  Product   diest'r 
beiden  Determinanten  in  der  Form 

I  h'^a-^^ißi)     K^i  +  hßi  : 

erhalten  wird. 

Wir  wollen  diesen  Sitz  nun  zur  Klasseueintheilung  s'immtlieher 
KU  demselben  Giade  gehorigei   lian^-formationen  anwenden 

Sei  ein  bestimmtes  System  lon  Tränst oimationszihlen  gegeben, 
welches  zum  n' "  Grade  gehört,  si  sollen  alle  diejenigen  Syateme 
welche  durch  Anwendung  sammtbchei  Transformationen  eisten  Giideö 
oder  linearen  Transformationen  au«  diesem  ei  tatehen  mit  dem  ersten 
zu  einer  Klasse  geboren,  die  Anzahl  dei  m  einer  Klasse  hegendtu 
Zahlensysteme  i&t  ofFenbai  unendlich  gross,  weil  die  Anzahl  dei  hneiien 
Transformationen  eu  ist  *")  Fasst  man  nun  eine  nicht  in  dieser  Klaose 
liegende  Transformation  n  '"  Giade=!  auf,  so  bildet  diese  mit  den  durch 
alle  linearen  Tiinsfoimationen  aus  diesei  hergeleiteten  eine  zweite 
Klasse  u.  s.  w  Es  lassen  sich  somit  simmtliche  zu  einer  bestimmten 
Zahl  n  gehörige  Transformationen  m  KIas=!en  emtheilen,  von  denen 
sich  Folgendes  behaupten  lasst  "\  oi  allen  Dingen  ist  lucht  einzu 
sehen,  dass  sich  u gen d  eine  Tran&foimation  aus  jcdei  deiselben  Klasse 
durch  eine  lineare  Transformation  herleiten  lÜsstj  denn  seien  irgend 
zwei  Transformationen  derselben  Klasse 

!  f»»  ^'i  I     ,1  »fl'  «r  I 
Uo  h  I  "''^  \w  w  \' 

so  sind  beide  nach  der  Definition  einer  Klasse  aus  ein  und  derselben 
Transformation  n""  Grades  durch  eine  Anwendung  einer  linearen 
Transformation  hergeleitet  und  somit 

*)  da  die  Gleichung 
unendlich  viele  Außöeungeu  bat. 
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K  i,' 


1  A  A 

B,,  B. 


B,  B, 


A  ft 


I  n;  ft' 


worin  die  zweiten  Transformationen  lineare  sein  aollen.  Hieraus  folgt 
aber  durch  Anwendung  von  supplementären  linearen  Transformationen, 
wie  sie  in  der  siebzehnten  Vorlesung  definirt  worden,  dass 

und  dass  somit 

I  'V  *i'  l""i  h  *i ;  I  —ßii  «(,  !  i  ßa  ßi'  I 
ist,  wodurch,  weil  die  beiden  letzten  linearen  Transformationen  sich 
wieder  zu  einer  linearen  Transformation  zusammensetzen,  nachge- 
wiesen ist,  dass  eine  jede  Transformation  n'""  Grades  aus  jeder  andern 
derselben'  Klasse  durch  Zusammensetzung  mit  einer  -linearen  Trans- 
formation herzuleiten  ist.  Es  ist  aber  auch  ferner  unmittelbar  einzu- 
sehen, dass  nicht  ein  und  dieselbe  Transformation  n'™  Grades  in  zwei 
verschiedenen  Klassen  vorkommen  kann;  denn  käme 

\  B,    B,   \ 
in  zwei  Klassen  zugleich  vor,  so  würden,  wenn 

I   «0   a,    I  «/    a,'  I 

U. », !       V  *,■  I 

I  Grunde  gelegten  Transformationen 
IS  der  ersten  nicht  durch  eine  lineare 
darf,  die  Beziehungen  statthaben 

.   «(  I       ;  A    A  i 


die  beiden  für  diese  Klasse  ; 
wären,  und  daher  die  zweit«  i 
Transformation  entstanden  seil 

1  «n    ß|  I    ,  ( 


A    ß, 


I  A  ^1 


I W  ^i'  I  I  ßo'  ßi  i     !  -ß.)  .^1 ' 

wenn  die  durch  die  Zahlen 

«.,  «„  &,  ßu  <, «,',  fc',  !>;, 

charakterisirten  Transformationen  linear  sind;  daraus  folgt  aber,  dass 

I B,  B,  I  \—ßg    ß^plv  vnl^,  '',  I  U,i  ßA  \~ß,;    <l 

ist,  was  der  Annahme  widerspricht. 

Um  nun  endlich  noch  nachzuweisen,  dass  die  Anzahl  sämmtlicher 
zn   einem   bestimmten   Transformationsgrade  gehörigen  Klassen   eine 
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endliche  ist,    wird   es  nöthig  sein,   die  Transformatioiiszahleii   selbst 
genauer  zu  untersuchen.     Sei 


irgend  eine  in   einer   bestimmten  Klasse    der  Trausforniationeii   n^" 
Urades  liegende  Transformation  und 


eine  noch  unbestimmte  lineare  Transformation,  welche  durch  Zu- 
sammensetzung mit  der  ersten  die  jedenfalls  in  derselben  Klasse  mit 
der  ersten  liegende  Transformation  n"^"  Grades 

I   aü«o  +  «i^o      «o«i  +  «,/5,    I 

I   K^ü  +  hß»      ^«1  +^iß\    I 
liefert.     Wird  imn  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  tr.„  und 
flj  mit  t  bezeichuet,  so  ist  unmittelbar  zu  sehen,  dass,  wenn  für  die 
resultirende  Transformation  die  zweite  Transformationszahl 

sein  soll, 

sein  muss,  weil  vermöge  der  Bedingungsgleichung 

W «.ft~»,|S._i 

die  beiden  Zahlen  k,  und  ß^  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben 
dürfen.  Da  nun  «y  und  ß,)  aus  der  Gleichung  (m)  z.u  bestimmen 
sind,  so  folgt 

?«.  +  ?A-±i, 

SO  dass,  ■wenn  ausserdem  gefordert  wird,  dass  der  erste  Coefficient 
der  roHultireuden  Transformation 

a„a„  +  a^ß., 
eine  positive  Zah!  ist,  diese  Gleichung  in 

übergeht,  und  jene  erste  Transformation szahl  t  ist.  Die  Auflösung 
dieser  Gleichung  liefert  aber,  wenn  a^'  und  ß^,'  irgend  ein  Auflösungs- 
system bildet,  für  alle  Auflösungen  die  Formen 


i  geht  somit  die  dritte  Transformation  szahl  in 
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^««0  +  öt A  =  h<  +  ^1  ßo  +  ^  ■  ^^'--?  =  in<  +  ^lA'  +  ^^^ 
über,  wenn 

(ifl?ii  —  a^b„  ^^=  n  ^  t .  f 
gesetzt  wird.  Soll  nun  diese  dritte  Transformationszahl  grösser  oder 
mindestens  gleich  Null  und  kleiner  als  t'  sein*),  so  giebt  e.s  offenbar 
nur  eine  ganze  Zahl  1i,  welche  dieses  leistet,  und  da  die  neue  Tranä- 
formation  wieder  vom  k"'"  Grade  ist  und  die  zweite  Transformations- 
zahl verschwindet,  so  folgt,,  dass  die  vierte  Transformationszahl  mit 
der  zweiten  t  multiphcirt,  n  geben  muss,  dass  dieselbe  daher  gleich 
If  ist;  wir  schliessen  somit,  dass  es  in  jeder  zu  einem  bestimmt«n 
Transformationsgrade  gehörigen  Klasse  stets  ein  tmd  nur  ein  System 
von  Transformationszahleu  giebt,  für  welches  tf j  =  0  und 

ist,  welches  somit  die  Form  hat 

I   i  0  I 

wenn  t  ein  positiver  Theiler  von  n,  l' =  — ,  ^  eine  ganze  Zahl  aus 
der  Reihe 

0,  I,  2,  .  .-.  f  —  1 

ist.  Nennen  wir  nunmehr  alle  Systeme  von  Transformationszahlen, 
welche  zu  einer  Klasse  gehören,  sowie  alle  zu  ebendiesen  Systemen 
gehörigen  Transformationen  selbst,  einander  äquivalent,  so  wird  man 
zum  M^räsentanten  einer  jeden  Klasse  unter  einander  äquivalenter 
Transformationen  die  einzige  in  dieser  Klasse  befindliche  Transfor- 
mation von  der  Form 

I    i    0  j 

wählen  können.  Da  nun  aber  gerade  so  viel  Klassen  existireu,  als 
dieses  System  mögliehe  Formen  annehmen  kann,  weil  jede  dieser 
Transformationen  zum  Transformationsgrade  n  gehört  und  in  jeder 
Klasse  nur  eine  solche  Transformation  liegt,  so  giebt  es  so  viel  nicht 
äquivalefnte  Transformationsklassen  vom  Qrade  n,  als  die  Summe  der 
Divisoren  von  n  beträgt,  1  wnd  n  mit  eingerechnet,  da  für  jeden  Werth 
von  t'  die  Grösse  |  C  Verschiedene  Werthe  annimmt.    Setzt  man  also 

n^a''{f  e'  .  .  . , 
worin  a,  h,  c,  .  .  .  verschiedene  Primzahlen  bedeuten,  so  ist  die  Zahl 
der  nicht  äquivalenten  Klassen  für  die  Transformation  n'" 


*)   oder  soll   sie  kleiner  als  Kuli  oder  böchsteua   gleicli  Null  untl  dem  ab- 
aoluten  Betrage  nach  kleiner  ab  t'  sein. 
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daher,  wenn  n  keine  quadratischen  Pactoren  hat, 
(a  +  l)(6  +  l)(«+J)  ..., 
oder,  wenn  n=p  oine  Primzahl  ist, 
i'+l- 
Wir  werden  nun  die  durch 

1  '» 

i  6  *-  1 

dargestellten  Repräaentaiiten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  filr  ge- 
radzahlige n  beibehalten,  führen  jedoch  für  ungeradzahlige  n  andere 
mit  Hülfe  linearer  Transformationen  aus  den  obigen  hergeleitet« 
ßepräsentanten  ein,  die  sich  für  die  Darstellung  der  allgemeinen 
Transformationsausdrücke,  sowie  für  die  Aufstellung  der  Modular- 
gleichungen  als  brauchbarer  erweisen  werden.  Wenden  wir  nämlich 
auf 

j    f   0   I 

die  lineare  Substitution 

|,    0| 

\  m  1  [ 

an,  worin  m  eine  noch  näher  zu  bestimmende  ganze  Zahl  bedeutet, 

so  wird  sich  in  der  resultirenden  Transformation 

\   t  0   i 

i   l+mf    f'\ 

die  Zahl  m  so  bestimmen  lassen,  dass 

I  +  mi'  =  0(mod  16), 
weil  t'  als  Üiyisor  der  ungeraden  Zahl  n  mit  16  keinen  gemeinsamen 
Theiler  hat;  da  sich  aber  offenbar  nur  ein  ganzzahliges  positives  und 
ein  ganzzahliges  negatives  g',   dessen   absoluter  Werth  kleiner  als  t' 
ist,  ermitteln  las  st,  so  dass 

g  +  mf  =  16  r 
ist,  so  entspricht  jedem  der  früheren  Systeme  der  Transformations- 
zahlen, je  nachdem  man  für  5'  nur  positive  oder  negative  Zahlen 
wählt,  in  jeder  Klasse  nur  ein  neues. System  von  Transformations- 
zahlen, und  wir  werden  somit  statt  eines  jeden  der  früheren  ßeprä- 
sentanten für  un  geradzahlige  n  einen  neuen  von  der  Form 

I         ^    '^  I 

I  16 r  i  I 

einfülireu  können,  worin  t  wie  früher  einen  jeden  positiven  Theiler 
Ton  n  vorstellt,   ^' =    '-  ist,   und  dem  §'  der  Reihe  nach  die  Werthe 
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0,   1,   2,   .  ..   *'— 1 

oder 

0,  —  1,  —  2,  ...  —  (f  ^1) 
teizulegeu;  sind. 

Ist  daher  n  eine  Primzahl,  so  werden  die  in  der  angegebenen 
Weise  gewählten  Repräsentanten  folgeudermassen  lauten 

IIOMI  Ol   ,11  Ol  jl  OjlwOI 

I  0  m  I   1  1  .  16   n\   \  2.16   n\  '  "  \  (n  ^  l)llj   n\   j  0   ]  | 
oder 

[■1  0  I   I        1  Oll        1  Ol  j         1  Ol   1  w  0  1 

\0  n\   I  —  1 .  16  B  I   I  —  2 .  16   n\"  '  \~(n—\)m  n\   |  0   1  ]' 

Man  sieht  aus  den  vorausgegangenen  Betrachtungen,  dass  es 
somit  für  die  Lösung  des  allgemeinen  Transformationsproblems  nur 
nöthig  sein  wird,  sieh  mit  den  linearen  Transformationen  und  mit 
denjenigen  Transformationen  höheren  Grades  zu  beschäftigen,  deren 
Trans  Formation  szahlen  durch  die  ßepräaentanten  der  nicht  äquivalen- 
ten Klassen  bestimmt  sind,  indem  jede  andere  zu  demselben  Grade 
gehörige  durch  eine  lineare  Transformation  aus  einem  dieser  Reprä- 
sentanten hergeleitet  werden  Isann. 

Bevor  wir  jedoch  zur  Ausführung  der  linearen  Transformation 
übergehen,  wollen  wir  eine  Bemerkung  in  Betreff  der  Zusammen- 
setzung der  linearen  Transformation  und  der  Transformation  höheren 
Grades  anfügen,  die  in  der  Theorie  der  Modulargleichungen  Bedeutung 
gewinnen  wird.  Wenn  auf  irgend  ein  elliptisches  Integral  die  lineare 
Transformation 

\  h  h\ 

und  auf  diese  dann  die  zu  einem  Repräsentanten  der  Transformation 
k"'°  Grades  gehörige  Transformation 

\    i  0  \ 

I  M'  I  _ 
ausgeübt  wird,  so  werden  sich  diese  beiden  Transformationen  wieder 
zu  einer  Transformation  w'^"  Grades  zusammensetzen,  und  es  wird 
daher  möglich  sein  müssen,  diese  zusammengesetzte  Transformation 
darzustellen  durch  eine  zu  einem  Repräsentanten  der  Transformation 
jjten  Grades  gehörige  von  der  Form 
I  *(  0    I 

auf  welche  eine  weiter  zu  bestimmende  lineare  Transformation 

\  hf,\ 

ausgeübt  wird.     Da  nun 
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j  ffl,,  «I  I   I  '  0  I         j  a„t-\-  «lg   a,t'  I 

I  &„  ?>,  j  !  g  r  I  "  I  i„i  +  &,i  i,r  I 

und 

;  I  «■  I  j  /?,  /j|  1 ''"  1 1«° + « A  T„|  +  „-,3, ' 

istj  so  wird  es  sich  darum  handeln,  die  Zahlen 

u,  X,  %i,  «„,  R,,  ^,),  ^j 
so  zu  bestimmen,  dass 

(30) «„*+«,§  =  ««„ 

(31) «,i  =  ««„ 

(32) ^i,,^  -j-  6,1  =  a^K.i  4-  M'/3n, 

(33) ?.,r  =  «ß,  +  m'(3i, 

wobei  zu  beachten,  dass 

(34) tr  =  1111  ^n 

und 

(35) Qn?>|  -  a,\=  1,     K,(3,  -  «lA,  =  1 

sein  soll 

Da  nun  «^  und   a,  nach  (3ö)   relative  Primzahlen   sein 
so  wird  aus  (30)  und  (31)  w  als  grosster  gemeinschaftlicher  Theiler 
der  Zahlen 

(m) üf^t  -{-  a^'^     und     a,yt' 

folgen,  und  u-  aus  der  Beziehung  u  =  —   sieh  ergeben,  wobei  selbst- 
veratändlich  u'  eine  ganze  15ahl  ist;  es  folgt  dann  aus  (ßO)  und  (31) 

/mi\    ,  „  a^t  +  a,^  __  5j?.  . 

W"J •*» —         „         '  ''1  —    „ 

Setzt  man  ferner  diesen  Werth  von  Kj  in  (33)  ein,  so  folgt 
6,r=  -"-^f  X  +  m'^,     oder     h^ui'=a^fä^  +  uuß, 
oder  nach  (34) 

(37) tß^  -f  a|3:  =  6iM, 

aus  welcher,   wenn   mit  S  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 
i'und  ö|  bezeichnet  wird,  der  nach  der  Bedeutung  von  u  als  grösater 
gemeinschaftlicher  Theiler  der  Zahlen  (m)   auch   ein  Divisor  von  tt 
sein  musM 
(38) /i,  =  i'j  -  Ä  l' ,     x^X-j-h-^ 

folgen,  wenn  JB,  und  X  ein  Paar  von  Losungen  der  Gleichung  (37) 
und  ft  eine  beliebige   ganze  Zahl  bedeutet;  es  bleibt  somit  nur  noch 
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die  Grösse  fc  so  zu  bestimmen  übrig,  dasa  der  Gleichung  (32)  genügt 
wird  oder,  was  oifenbar  dasselbe  ist,  der  Gleichung 


Setat  man  die  oben  gefundenen  Werthe  für  «„,  r,  ,  ß^  in  diese 
Gleichung  ein,  so  folgt 

-'+°'i.ji,  -  f  ^  °-'+°'^ .  i  -  ^/  ft,  =  1, 

oder 

(39)  .  .  .    aJß„-\^f{aJ,-i^a,^)k  =  {a„t+a,i)B,^u, 

und  diese  unbestimmte  Gleichung  in  /3„  und  ä:  ist  offenbar,  wie  es 
sein  muss,  auflösbar;  denn  dividirt  man  die  Gleichung  (39)  durch 
a, ,  so  erhält  man  nach  (36) 


fß„  +  - 


t  +  °i£  . 


ganze  Zahl,  weil  ä  ein  Theiler  von  a|  und  t  i: 


nun  nimmt  aber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nach  (35)  und  (37) 
die  Form  an 

|_B^4--""'^j-"^gj?^  +  """''"  "^"'^'  "  "  ^  6,ti  ^  tt^X  +  gif,, 

also  eine  ganze  Zahl^  oder  da,  wie  aus  (36)  und  (37)  unmittelbar 
folgt, 

«1  (iBi  —  «(,X)  =  i(  («u^i  —  ßo6i) 
und  daher 

Q  W  —  «y  A  +  g  iJ;  =  (Iq  M ''—'  U  +  -^^— J  M  =  —--S—i '- 

ist,  die  Beziehung 

(40) fft  +  °-'  +  '-ii-'"-f;-", 

worin  die  rechte  Seite  eine  ganze  Zahl  darstellt.  Da  nun  aber  S 
ein  Theiler  von  a^  sowohl  als  auch  von  u  ist,  so  wird  man  diese 
Gleichung  in  die  Form  setzen  können 

(41)  t?,  +  ''J-^l~^l"'^'\ 

und  wird  leicht  eiusehen,  dass  S  der  grosste  gemejnsmie  1  heiler  nicht 
bloss  zwischen  t  und  a,,  sondern  weh  zwischen  u  und  a,  ist  und 
dass  dahei  -r  und  -r-  relativ  prim,  also 


;  ganze  Zahl  sein  wird;  da  endlich  der  grösste  gemeinsame  Thei- 
von 

a^t'    und    «iji  —  a^'% 
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u  war,  so  wird  der  grösst«  gemeinsame  Theiler  YOn 

-T-  sein  uüd  dalier  der  von 

t'    nnd   -^'-^l^t 
ein  Theiler'  von    .  ,   so  daas,  wenn  man  die   Gleichung  (41)   durch 
den  grössten  gemeinsamen  Theiler  dieser  beiden  Zahlen  dividirt,  sich 
auf  der  rechten  Seite  wieder  eine  ganze  Zahl  ergiebt,  und.  daher  die 
unbestimmte  Gleichung  (41)  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist. 

Hierdurch    sind    aber  die   gesuchten  Tran sformations zahlen    der 
Transformation  ersten  und  w'^"  Grades  ermittelt. 
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(^)  ■  •  •  •  w, 


Vieruadzwanzigste  Vorlesung. 

Die  lineare  Transformation. 

Es  wird  zunächst  unsere  Aufgabe  sein,  den  einfachsten  Fall,  in 
dem  «  =  1  ist,  also  die  Transformation  ersten  Grades  oder  die 
lineare  Transformation  zu  behandeln,  welche  Theorie  aus  einem  so- 
gleich ersichtlielien  Grunde  auch  die  der  mwndlicli  vielen  Formen 
der  %'FwrhcUon  genannt  wird  und  in  den  Anwendungen  auf  Algebra 
und  Zahlentheorie  eine  wichtige  Rolle  spielt. 

Die  in  der  letzten  Vorlesung  aufgestellten  Beziehungen  nehmen 
für  die  lineare  Transformation  die  folgende  Gestalt  an.     Petzt  man 

(1) J7(yX  =  e""""  +  '"^"-'"'«-.(^>');, 

so  genügt  diese  Function  den  beiden  Bedingungsgleiuhungen 

(«■  + 1), -(- I)-' +""'+-* -n  W, 

(»  +  ').-(-  i)*-"'+'""+'-V-"°-+"i7(«), 

oder 

wenn 

(in  =  a.M,  4-  a.nu  4-  at,a,, 
(4.)  -  »    i    '       I     i    I      •>    i> 

gesetzt  wird,  während  der  Modul  und  das  Argument  der  transformir- 
ten  ^-Function  durch  die  Beziehungen  bestimmt  sind 

W flQ  +  aiT''  a,T  —  i, 

(6) jj'  =  fön  +  a.  r')  V  =  -jr~ ? 

und  die  Trans  form  ationszahlen  durch  die  Gleichung 

m «,\^a,t,-l 

mit  einander  verbunden  sind. 

Aus  den  Gleichungen  (3),  welche  mit  den  in  der  achtzehnten 
Vorlesung  aufgestellten,  für  die  fl^-Function  mit  einem  Index  charak- 
teristischen Bedingungen  übereinstimmen,  folgt  nach  den  dort  ge- 
machten Auseinandersetzungen  unmittelbai',  dass 


y  Google 


54  VieruD  dz  wanzigste  Vorlesung. 

(8) n(^), _.'-<••+■■•■"•■•■  »(»>■), 

=  C.e*  "  ('■  +  "  +  ^')  "'  »,  („  +  ^  ,  +  ||„,,  ,) 
ist,   wenn  C  eine  noch  weiter  zu   bestimmende   Cünatante-  bedeutet. 
Um  nun  den  Werth  dieser  Oonstiinten  zu  ermitteln,  setzen  wir  nach 
Substitution  von 

/-(«,  +  «,.> 

für  die  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (8)  vorkommenden  -^'-Func- 
tionen  die  tiieselben  deiinirenden  Exponential reihen  und  erhalten,  wie 
unmittelbar  zu  sehen,  wenn 

(9)        i> {v,  m)  =  a,  («0  +  a, t)  v'  +  ((2  m  +  m,)  {n^  +  a, r)  —  in) v 

+  ^'  (2  m  +  nif  +  mmi  +  ^^ 

gesetzt  wird,  die  folgende  Beziehung 

aus  der  sich  sogleich  C  in  der  Form  eines  bestimmten  Integrales 
ergeben  wird.  Denn  integrirt  man  auf  beiden  Seiten  zwischen  den 
Gränzen  0  und  1,  so  wird  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung,  weil 

ist,  wenn  nicht  m  verschwindet,  in  welchem  Falle  das  Integral  den 
Werth  1  annimmt,  nur  der  Ausdruck 

sich  ergeben,  und  somit 


(11) C.e    "^e"^""'=/      2j     e""''^'-"'Uv 

sein,  worin  noch  das  Integral  der  rechten  Seite  zu  ermitteln  ist. 
Der  Werth  desselben  wird  sich  aber  leicht  herstellen  lassen  mit  Hülfe 
einer  Relation,  welche  zwischen  zwei  ^-Functionen  esistirt,  deren 
Argumente  sich  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden.  Da  nämlich, 
wie  aus  der  Definitionsgleichung  der  ^-Function  unmittelbar  folgt, 
tli{v  -\-  l,  m)  =  jp  {v ,  m)  -{-  2  va,  («o  +  a^r)  -j-  a,  («„  -f-  ayr') 

und 

ist,  so  ergiebt  sich  durch  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen 
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oder  mit  Berücksichtigung  von  (4) 

3p  {v  -\-  1,  m)  ^E  i/-  (i>,  m  -j-  0|)  (mod  2) 
und  hieraus  wiederum  allgemein 

(12) -»ii  (v  -\-  n ,  m)  ^  ip  {v ,  m  -\-  na^)  (mod  2). 

Machen  wir  nun  zur  weiteren  Entwicbelung  der  Constanten  die 
Annahme,  dass 

«,  >0, 

eine  Beschränkaug,   die  wir  später   wieder   aufheben  werden,   indom 

wir  die  Gültigkeit  des    zu  erhaltenden  Resultates    auch  für   a^  <  0 

nachweisen  werden,  so  werden  wir,  wenn 

r^,  r^,  r^,  ...  »"„, 

Restsystem  nach   dem   Modul  a,   vorstellen,   statt  der 


2  '"'"■" 


die  Summe 


-s^  ,,■•»,....,+,.,  _|_  2 


setzen  können,   und  es  wird  sieh  somit  mit  Berücksichtigung  der  i 
(12)  enthaltenen  Congruenz  die  Gleichung 


oder 


■^         iüinh    in)  'ST''         "Vi         i"<!ilv+7,    r   ■•, 


ergehen.  Integrirt  man  jetzt  diese  Gleichung  zwischen  den  Gränzen 
0  und  1  und  setzt  den  Werth  der  linken  Seite  in  (IL)  ein,  so  er- 
giebt  sich  für  die  gesuchte  Constaiite  C  in  Form  eines  bestimmten 
Integrales  der  nachfolgende  Werth 


(13)..  C.8'"'t.,"-_,2"   2    h-'"'-*-"<^dv, 

e  =  i  n=-   -    ' 
n  berüekeichti 

j  gi^'P {•:  +  -.  r^)  ^^ 


oder  endlich,  wenn  man  berücksichtigt,   dass  durch  die  Substitution 
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übergeht,  und  aomit 


J^i^vi^^-.  r^)  av  =  ---  +y>"'^(^''-<")  dv  +J'e"'^('- 


'</)  dv 


_) J^  i e''^''^" -''<!)  dv  ^  je'"'"^"-''^'^  dv-\ =  /  e'^'^'t"''"?)  dv 

wird,  die  Gleichung 

(U) C.  e'"'"'"*  .  e'"'™"^  =  2  /  e'""'^^"'  '^^  ^^^ 

?  =  ' -» 
Wir  setzen  nun  aus  der  Theorie  der  reellen  bestimmten  Integrale 
den  Werth  des  Integrals 


(15)  . 


als  bekannt  voraus,  in  welchem 

mit  einem  solchen  Zeichen  zu  nehmen  ist,  dass  sein  reeller  Theil 
positiv  ist,  und  erhalten  hieraus  mit  Berücksichtigung  der  quadra- 
tischen Function  t/f  {y,  r^)  für  das  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(14)  befindliche  bestimmte  Integral  den  nachfolgenden  Werth 

(16) 1  g' "•''{" •'?)  dv  =  — -_-_-^~---=^X 

e  — -  —  4a,(a„  +  o,T')  j 

in  welchem  das  Zeichen  der  Quadratwurzel  in  der  oben  angegebenen 
Weise  zu  bestimmen  ist.  Eine  einfache  Ausrechnung  des  Exponen- 
ten von  e,  bei  welcher  nach  (4) 

=  -'-^— Ta-; --kr^''«"'  +  "'"*^  +  ""''''  +  4^.(^."+^ö 

zu  setzen  ist,  ergiebt,  wenn  der  so  entwickelte  Werth  des  Integrales 
(16)  in  Gleichung  (14)  eingesetzt  und  berücksichtigt  wird,  dass 
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ßo6i  —  ttjö,  =  1 
gesetzt  wordeü,  für  die  zu  bestimmende  Constaiite  C  den  Werth 

Beachtet  man  ferner,   dass  der  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (8)  befindliche  Factor  von  C 

e^ '"  (^''  +  ''  +  T  ^) "'  ^^  („  _|_  4^.  ^^  _p  ^  ,1^^^  i;)^ 
wenn 

q  =  mx,  +  2  /t,     111  =  «i,  +  2  ft 

t  wird,  worin 


jw,  =  0  oder  —  1 ,     Mj,  =  0  oder  +  1 
sind,  in 

oder  nach  der  achtzehnten  Vorlesung  in 
d,  h.  in 

übergeht,  so  liefert  Gleichung  (8)  mit  Benutzung  des  oben  für  C  in 
Gleichung  (17)  gefundenen  WerÜies  die  nachfolgende  Beziehung 


(L8)    e"'"'"^  +  "'''"'"  ^{v,x)x: 


oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

sein  muss,  weil  die  beiden  Producte  zu  gleicher  Zeit  verschwinden 
und  zu  gleicher  Zeit  der  negativen  Einheit  gleich  sind,  da  in  Glei- 
chung (18)  die  'S' -Functionen  der  beiden  Seiten  zugleich  grade  oder 
ungrade  sein  müssen,  die  lineare  Transform atiousgleichung  der  %- 
Functionen,  für  den  Fall  zunächst,  dass  a,  >  0  ist,  in  der  Form 

(19) e'''"''^  +  '"^"''^(i;',Oj  = 


oder  wenn  für   in  in   die   zweite  Exponentialgrösse  sein  Werth 
(4)  substituirt  wird 
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(20) ^.■«.,(»  +  ...l."  ^jj-^  ,-)j  ^ 

Um  nun  zu  zeigen,   dass  das   eben   erhaltene  Resultat  auch  für 
negative  «,  gültig  bleibt,  setzen  wir 

—  «,  =  «„,     —  fl,  =  0;^,     —h^  =  ß^,      -h,=ß,; 
es  wird  dann  wegen 

auch 

sein,   und  durch  diese  Zahlen  somit  wiedenini  eine  lineare  Transfor- 
mation bestimmt  sein.     Setzt  man 


(21)  . 
(22) 


.    ?.- «0^ 


,        Im  =  ««»J  +  "i""  +  »•«]      ,„,,    fra'— «0«+ «i«>;. +  "o«i 

so  folgt  aus  (20) 

(21) «"•''"■  +  •'■'"  9  (,.„r,),- 

Da  aber  die  Gleichungen  (24)  auch  in  die  Form  gesetzt  werden 
können 

in'^  «o«i  +  ff|Mj  +  «ofl|  —  '^a^nx  —  '2a^mi  =  m — -ii «(,'*■*  """  ^a-i'»H 
q'^  &i,Wa  +  ^1»!^  +  ?),|&|  —  26(,w;.  —  2^,)wj  =  q  —  26,,«?.  —  2h, mi, 
und  sich  somit 

iii'  ^  m,     q'  ^  C|, 
also  nach  (25)  und  (26)  ■ 

»»A,  =  «Ja, ,     «;„  =  »*;.! 
ergiebt,  da  femer  aus  (21)  und  (22) 

folgt,  ausserdem 
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e^  '  =  e^ 

=  e 
und 

ist,  umä  also  das  Product  dieser  beiden  Exponential grossen,  wenn  man 
berücksichtigt,  dasa  «„ .  «^ .  &q  .  &i  jedenfalls  eine  grade  Zahl  ist,  ver- 
möge der  Gleichungen  (23)  die  Form  annimmt 


(-1)  \-'' 


und  endlieh,  wenn  (ö;,)  dea  absoluten  Betrag  von  «[  bedeutet, 

ist,  weil  auch 

—  r,  —  J-j  .  .  .  —  ?■(,, 
ein  Restesysteui  von   «,  sein   wird,    so  wird   zunächst  die  Gleichung 
(27)  in 
(28) (-  l)'"^^^e'"'"''^+'"^'">(j;',  Tr>  = 


übergehen,  und  daher  mit  Berücksichtigung  der  für  ungrade  n  in  der 
letzten  Vorlesung  bewiesenen  Beziehung 

(-i)"'"'-(-ir 

Identität  der  Gleichungen  (20)  und  (28),  so  dasa  hierdurch  die  Gültig- 
keit der  Gleichung  (20)  auch  für  negative  o,  erwiesen  ist.*) 

*)  Wir  wollen  das  Ob  ge  no  h  dadu  h  e  glnze  law  de  Constanten- 
bestinimung  in  der  linea  n  T  an  to  mat  on  de  ■8'  B  un  t  on  u  h  f  len  Fall 
durchführen,  dass  »,  =  0     t      C  ehen  w      nämi    h   z       C        In  )  z     u  k,  so 

wird  dieeelbe,  wenn  dei  a  s  (  1  f     o  =  0  lie    o    eh  n  le  "tt  e  tl     on   ;  f     m)  in 
dieselhe  gesetzt  wird,  ^  eg  n 
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Es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,   den  Werth   der  Constanten   oder 
vielmehr  des  Tbeiles  der  Constanten    welcher  durch  die  Summe 


l^-">(--)' 


ausgedrückt  ist,  so  wie  wir  ibn  für  spätere  Anwendungen  gebrauchen 
werden,  umzugestalten.  Gehen  wir  für  positive  Werthe  von  a,  von 
dem  speciellen  Reste  sjetem 

0,  1,  2,  ..  .  a,  -1 
aus,  indem  die  Summe  von  der  Wabl  des  Reetesystems  unabhängig  ist, 
so  werden  wir  für  negative  Werthe  von  «,,  da 

ist,  in  dem  für  positive  a,  erhaltenen  Resultate  nur  a„  in  —  a^  zu 
verwandeln  haben,  und  es  wird  sich  somit  jetzt  nur  um  Umwandlung 
der  Summe 


S«"-''-^ 


für  positive  Werthe  von  a,  handeln. 

Wir  setzen  als  bekannt  voraus,*)  dass,  wenn 

übergehen  und  somit  dorcli  Integratioa  zwischen   den  Gränzen  0  und  1  die  Be- 

oder 

liefern.     In  Folge  dessen  geht  die  Trans  form  ationsgleichiing  (8)  selbst  in 

über,  worin  O)  ^  0,  «j  =  +  1,  &i  =  +  1  und  h^  jede  beliebige  Zahl  sein  kann. 
*)  Um  die  oben  folgenden  Auadriicke  zu  rechtfertigen,  wird  es  genügen,  für 
die  in  den  von  Dedekind  heraasgegebenen  Yorlesungeo  über  Zahlentheotie  von. 
Diriohlet  (Seite  317)  gegebenen  Ansdriicke 
(«) q'(S.»i)=    (1  +  t)  F"  wenn  wciiü  (iricdi) 

m q.(l,».)  =  r    '    -^  K^  wenn  «  .-=  l   (raod  2) 

(7) <p(\,n)  =  0  wenn  « r:^  2  (niod  4) 

(ij) <p  [h,  p)  =  ß.^  i     ^      Vp,  worin  p  eine  Primzahl  und  h  durch 

p  nicht  theilbav  ist,  die  Verallgemeinerung  mit  Hülfe  des  Jacobi'schen  Zeichens 
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g)  (ii,  ii)  =  "^e  e       " 

t  wirdj  diese  sogenannten  Gauss'sclieii  Summen  sich  in  der  fol- 
genden einfachen  Form  ausdräcken  lassen.  In  der  Voraussetzung, 
dasa  h  und  n  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  wird,  wenn 

I.  n  ungrade, 

(20) ,.(/■,  «)_©A  '      v^, 

II.  n  grade 

1)  «  =  2/3,  worin  j3  ungrade 


voraunehmeD.    Um  vor  allen  Dingen  den  Ausdruck  {§)  auf  Primzahlpoteiiaeu  aus- 
zudehnen, wollen  wir  die  Summe 

t'Qr  gradzahlige  h  lietrachten,  in  welcliem.  Talle  dieselbe  auch  in  die  Form 

gesetat  werden  kauu.    Da  aber,  wie  unmittelbar  durch  Auflösen  der  Exponenten 
erkannt  wird,  diese  Summe  den  Werth 


hat,  also  wegen  der  Innern  Summe  für  a>0  Null  und  für  «  =  0  gleich  j)  ist, 
30  folgt  für  grade  h 

und  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  dieser  Ausdruck  mit  (S)  zusammenfällt,  wenn 
dort   für  p  der  Werth  p     gesetzt  wird,  da  für  grade  h 

■  ( :Y 

ist,  weil  \p  J  von  der  Form  8n-|-  1  wird;  es  ist  somit  die  Gültigkeit  der  Formel 
{&)  auch  für  deu  Fall  nachgewiesen,  dasB  statt  der  Primzahl  p  eine  grade  Potenz 
dieser  Primzahl  gesetzt  wird.     Ist  dagegen  der  Werth  der  Summe 

für  ungradza.hlige  £  zu  ermitteln,  so  setze  man  diese  Summe  in  die  Form 
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(30) y.    «.(*,  2«-0 

2)  n  ^  2" (3,  worin  a  >  1  und  ß  ungrade 

"(,  +  V_-itrJ,'ts-Jf)  '^  , 

(31)  .    ,,  (i,  2-/S)  _ «'  ■  ß)("l)    '        Vrß 


oder  duveli  Auflösung  des  Esponeuten 


"V"  V'-   e  ^ 


2"  "  2""^' 

in   diesem   Falle  wird   die   ExponentiaigrÖBse    der    zweiten   Summe  jedoch   nicht 
bloss  für  n  =  0  der  Einheit  gleich,  sondern  für 

a  ■=  0,   l  .p    ^    ,  2  .  P    ^    ,  .  ■  .  (p  —  i)  p    ^    , 
und  daher  die  zweite  Summe   selbst  für  jeden   dieser  Werthe  von  a  der  Gröeee 


gleich,  während  sie  für  alle  andern  q  wie   vorhet  Terschwindet;   setzt  man  nun 
die  oben  beaeiohnetea  Werthe  vou  a  in  jene  Doppelaummen  ein,  so  geht  diese  in 


oder  nach  [ä)  in 

über,  60  dasö  also  auch  fiir  ungrade  k  die  Gültigkeit  der  Formel  (ä)  nachge- 
wiesen iat,  wenn  darin  p*  statt  p  gesetzt  wird,  und  wir  können  daher  für  jede 
Primzahlpotenn  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

(.) „in.p'-i-Q'ji''^'   'Vf 

als  bewiesen  bettaßhten. 

Um  nun  die  Berechnung  dei-  Gauss'schen  Summe  ip  {h,  n)  auf  beliebig  ku- 
sammengeaetzte  Zahlen  n  auszudehnen,  braucht  man  nur  von  der  bekannten 
Relation  (s.  Dirichlet's  Vorlesungen  S.  325) 

in) 'P(h<  *«»)  ==  f  ihm,  w) .  9)  {kn,  m) 

auszugehen,  in  der  i»  und  n  relativ  prinie  Zahlen  bedeuten.  Seien  nämlich  p" 
((''zwei  verschiedene  Primzahlpotenzen,  so  wird  nach  (i;)  und  (e) 

,  (»,  ,■  f)  _  (^!)  !^-'~y  Vf.  (^f)  ,('^)Vj? 
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Betrachten  wir  nun  zur  Ausführung  der  vorgelegten  Gauss'schen 
Summe  zuerst  den  Fall,  in  dem  ß,  grade  ist,  so  wird  wegen  der 
Relation 

da  6|  —  0(  ö||  ==  1 
a,,  ungrade  sein  müssen,  uod  da  in  diesem  Falle,  wie  sofort  zu  sehen, 


urch  Veränderung  des  Eestei 
hervorgebracht  wird,  so  wi 


ist,  indem  nur  durch  Veränderung  des  Eestesystems  eine  Vertauschung 
der  Summanden  hervorgebracht  wird,  so  wird  es  sich,  um  die  für  die 


u.  8,  w.  oder  wie  mit  Hülfe  der  Anflösung  des  Jacobi'schen  Zeichens  und  ele- 
mentarer zahlen  theoretisch  er  Betrachtungen  leicht  ersichtlich  ist,  wenn 

gesetzt  wird,  worin  p,  q,  r  .  .  .  verschiedene  ungrade  Primzahlen  bedeuten, 


,(i..,_(A)/"-^)'ks, 


wenn  h  eine  zu  n  relativ  prime  Zahl  bedeutet. 

Wesentlich  anders  lautet  das  Resultat,  wenii  w  eine  zusammen  gesetzte  grade 
Zahl  ist  von  der  Form 

worin  ß  ungrade,  und  h  als  relativ  prim  za  n  ebenfalls  ungrade  sein  wird.    Da 
nämlich  nach  ()j)  und  (g) 

(»)  .  »  (i,  2-f)-v  ('1  ■■''.e)v(M,  2")  -  (^'°)  i^^  n  .V(M.  S") 

ist,   ao  wird  es  nur  auf  die  Brinittludg  des  Werthes  von  ip  (hß,  a")   ankomiuen, 
welcher  sich  mit  Hülfe  der  aas  (ij)  unmittelbar  folgenden  Gleichung 

(') <P  Ca",  !iß)  ■  <P  (hß.  a")  =  <P  (i,  'J"  hß) 

leicht  ergeben  wicU.     Ist 

so  folgt  nach  (y),  dass 

rp(l,2hß]  =  0, 
al»'»  auch 

^(ft^,  2)  =  0, 
und  somit  nach  {&)  auch 

II.   «>1, 

SO  folgt  aus  (0,  dasa 

und  aus  (f(),  daas 

iat,  so  dasa  sich  aus  (i) 


tpH^-i"  hß)  =  (l  +  «]^2"ftß 
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qj-Punction   zu  Grunde  gelegte  Form  zu  erhalten,  somit  um  die  Er- 
mittluüg  der  Summe 

handeln,  welche,  wenn 

gesetzt  wird,  nach  dem  Ausdruck  (31)  in 

(32)  '^, f  =? ('-?)■=.¥ ['+ '" -J^--^"-] (=/..)(_i)^<"+- Yr-ß 

Übergeht. 

let  dagegen  a,  ungrade,  so  wird,  weil 

'_^, .-  -SC'-  »■_  r-'*?  5'.  «^"' ■■•'.  e~ "-' 

ist, 

1)  wenn  a,,  grade, 
diese  Summe  in 


übergehen  und  somit  nach  (29) 
(33) 


. .  ^\r'"S("-t)'_r^*(4')i<'"'"Vs; 


ind  durch  Einsetaen  in  (&) 


-'».-«=(^-)(S)-^'^'^'"^"""^'"+"'^^ 


ergiebt.    Berücksichtigt  man  ändlict,  dasa 


ist,  so  ergiebt  sich  der  ohen  benutzte  Auedruck 


yGoosle 


ßie  lineare  Transformation. 


Ist  endlieh  für  ungrade  a, 
2)  ÜQ  auch  nn  grade, 
1  kann  man 


setzen ,  und  es  ergiebt  sich  somit  in  diesem  letzten  Falle 

(34, . .  2'ir-5('73-r"=f'(^).r-'r-')"K;r,-; 

es  ist  somit  in  den  Formeln  (32),  (33),  (34)  die  UmwandSung  der 
Ganss'achen  Summen  in  einfache  Z ah lenaiis drücke,  wie  wir  sie  später 
in  der  Theorie  der  Modulargleichungen  brauchen  werden,  für  alle 
Fälle  geleistet. 

Um  nun  aus  den  oben  entwickelten  Ausdrücken  für  die  lineare 
Transformation  der  ^Functionen  die  Relationen  zwischen  den  oberen 
Uränzen  und  Moduln  der  in  einander  transformirten  Integrale  herzu- 
leiten, ist  vor  allem  zu  bemerken,  dass  in  Folge  (Jer  Gleichung  (4) 
und  der  Congruenzen 

m;i,  ^  q     *ii,^  11t  (mod.  2) 
für  zwei  Systeme  von  Werthen  der  Transformationszahlen 

«„,  (tj,  bf,,  &(, 
welche  nach  dem  Modul  2  einander  congruent  sind,  demselben  Index 
X  der  transformirten  ^-Function  auch  wieder  derselbe  Index  X^  des 
ursprünglichen  ■9'  zugehört,  und  dass  somit  die  aus  diesen  ■d'-Relationen 
sieb  ergebenden  algebraischen  Transformationen  der  Integrale  wesent^ 
lieh  dieselben  sein  werden.     Berücksichtigt  man  ferner  die  Relation 

so  sieht  man  unmittelbar,  dass  die  gesammte  Zahl  der  linearen  Trans- 
formationen in  die  folgenden  sechs  Klassen  zerfällt: 


(mod.  2), 


u,= 

a,= 

\  = 

»1  = 

I. 

1 

0 

0 

1 

II. 

0 

1 

1 

0 

ni. 

1 

1 

0 

1 

IV. 

1 

1 

1 

0 

V.  i       1 

0 

I 

1 

VI. 

0 

1 

1 

1 
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Vi erund zwanzigste  Vorlüsung, 
1  erhält  nim  dieser  Eiatlieilung 


gesetzt  wird,  und  ausserdem  die  aus  der  Gleichung 

dx ^ ad^  ^  ^^ 

nach  Früherem  entspringenden  Relationen 

V\-x'  =  COS  am  (»,  c)_;/ J  Jj-J!,    /l  -  ,<  =  cos  nm(-,  *)f  jl y^^ 

^'l-»'r»'_^i.m(.,«)  =  y'^  |l|il%  /r^rp7._^am0,  i)-  ^j;  J^; 

,/-        0  (0.  ■)■         /-__  J(0,.1.         /r      '<K0,.').         /,-         »(O..'). 

'"  —  »(0,,).'   '"'  -"0(0,,).'    '*— »(0,.).'    '    •  — »Co,.% 
berücksichtigt  werdeiij  die  nadifolgende  vollständige  Zusammenstellnng 
der  linearen  Transformationsformeln : 

I. 
«0  s  1,  o,  =  0,  S,  =  0,  S,  s  1  (mod.  2) 

"'■"•*"■""*('■>')■-»»('','), 
6     '         '        -&  (j;',  r')^  =  c  e    *     -&  («,  r),, 

i  Ji  «1  l(f^ -f- fl|  T  I  Tf      „    /    ,         r.  1 „    /  V 

/Ä  =  e       *     /c ,  j/ft'i  =  e    *     /cj ; 
für  den  einfachsten  zu  dieser  Klasse  gehörigen  Fall 

rt„=  1,  «1=0,  6n  =  0,  6,  =  1 
führen  die  Transformationsformeln  auf  das  identische  Integral. 


!>(«,,), 


IL 

»,  =  0, 

0,  =  1,  6,  =  1,  4,  =  0  (moc 

(na,(.l,  +  «,r 

'"  »(.■,'■) 

3  =  c  e    *    ^  (w,  r)3 

ino,(B„  +  £<,i 

■'■'»(«■,/) 

^_„,-¥<".'.  +  ..«»(,_.)^ 

iaa,K  +  a,i 

''■•*fv,o 

—  V"° '"  +  "'*' V  °»''' ~  ^ '"» ■ 

.-««,(«„  +  '',1 

'■■»(«•,«■), 

,-««■(»,«). 
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und  für  den  einfachsten  Fall 

a„  =  0,  «1  =  —  1,  ;>o=^  1.  (-1=0, 
in  welchem 

, 1      '_"____• 

ist,  erhält  man 

sin  am  (iu,  Cj)  =  i  tang  am  (M,  c),  cos  am  (JM,  c^)  ^  aec  am  (m,  c) 

z^  am  (iM,  C,)  =^  coB  am  fw  et ' 

III. 
a,  EC  1,  (1,  ä=  1,  S,  ^  0,  6i  =  1  (moi  2) 

■«'""■'■•  +  ""■■  9 («•,  «■),  -  cr'"^'»(.,  .), 
e""' "' * " " '  9  («',  t),  —  c  e  " '   ' 9 (ti,  i)„ 

>(«,.),  =  «  ' 

°  9(w',  t)^  =  c9(ij,  r)g 


für  den  einfachsten  Fall,  in  weichem 

o,  _1,  «,  —  1,  6,  —  0,  S,  —  1 

ist,  ergiebt  sich 

^  =  ca:,  !/r^'l/^=/l  —  c^x^,  j/l  —  l'y''  =  /l  —  x^, 

aiu  am  (cm,  -J  =  c  sin  am  (u,  c),  cos  am  (cm,  -J=  ^am  (w,  c) 

z/am  (eu,  ■")  =  cos  am  (u,  c). 

IV. 
a,=  l,  «1  =  1,  h^=\,l,=0  (moa.2) 


yGoosle 


Vierundzwaazigate  Vorlesung. 


»(», .), 


«'"""■*■■''"'»(»■,  t),  —  £»(!.,  «), 

für  den  einfachsten  Fall,  in  welchem 

o,  —  1,  a,  —  —  1,  S„  =  1 ,  !.,  =  0 

ist,  erhält  man 


.(™.^?)  = 


z>.m(«,'^)-'";",f"4' 
\      ?    c  /  ,iam(iM,  c) 


(".'Ä  = 


K 


CTo  =  1,  «1  =  0,  6o  =  1,  i-i  =  1  (mod.  2) 

'""'"   ■""'■■»(/,r).-"'"T^' »(»,»), 

■■»(«',  r),  _„-¥!■■'•-••"■  +  '•■-'  9(„_  ,)^ 

für  den  einfachsten  Fall,  in  welchem 

(1,  =  1,  o,  =  (),  6,  =  —  1 ,  i,  _  1 
T'_r +  !,«■_» 
ist,  ergiebt  sich 

sin  am  f»  u    ^1  =  «  '"  '°  '"■  °'    cos  am  (c  u    '-)  =  '<"  ■■""•" 
V  1    '    c,/         1  iJaai(u,  c)'  Vi    '    c,/         iJam(M,  c) 

^.ni(ci..,  g-^J(,.„- 
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Die  lineare  Traasformation. 


=  0,  «1—1,  &o  =  1,  fij  ^1  (mod.  2) 


«*  +  •■•''■■»(»>•),_„»(,,.), 


f'e,  '     Ci 

für  den  einfaclisten  Fall,  in  welchem 

«(,  =  0,  ö|  =  1,  io  =  —  1,  (.  =  1 


ist,  ergiebt  sich 


n  [M,  c 


n  C«,  c) 


Den  Schluss  dieser  Vorlesung  mag  die  Bemerkimg  bilden,  dass 
nach  den  in  der  siebzehnten  Vorlesung  gemachten  Auseinander- 
setzungen für  die  verschiedenen  Systeme  der  Elementarperioden,  welche 
offenbar  durch  lineare  Transformationen  aus  einander  abgeleitet  sind, 
jede  lineare  Transformation  durch  successive  Zusammensetzung  läer 
beiden  Normal  trau  sforraationen 

I      Oll       j    I  -1     *^  I 
I  -1  ol    ^^M      1-1  I 

hergeleitet-  werden  kann;    da  nun  für  diese  beiden  Transformationen, 
welche  dem  zweiten  und  fünften  Falle  angeboren,  aus  dem  Ausdrucke 


ergiebt,  so  wird  man  für  die  der  linearen  Transformation  a 
Untersuchungen,  die  wir  später  anstellen  werden,  nur  diese  beiden 
Beziehungen  zwischen  dem  ursprüngHchen  und  transformivten  ö--Modul 
zu  behandeln  brauchen.    Wir  können  diese  Beziehungen  jedoch  auch 
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noch  durch  zwei  andere  ersetzen,  wenn  wir  bemerken,  dass  die  Zu- 
sammensetzung der  Transformationen 

-II  j    0  111  —1 1  _  I     101  I     1011-1     '^1  _  1--] 

liefert,  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  wir  zn  den  Normaltransforma- 
tionen der  linearen  Transformation 

11-11  I        Ol 

1  0      .  1    ""    1  -1  0  1 
machen  können,   somit  nach  den  Formeln  des  zweiten  und   dritten 
Falles    diejenigen    Transformationen,    für    welche    die    Beziehungen 
zwischen  dem  ursprünglichen  und  transformirten  ö'-Modnl 

sind,  welche  wiederum,  wie  oben  gezeigt  worden,  für  die  Integral- 
moduln rfie  Itelationen  nach  sich  ziehen 

yk  =  j/c^  und  /Ä  =  -^, 

so  dass  wir  diejenigen  linearen  Transformationen,  welche  den  Inte- 
gralmodul in  den  reeiproken  und  complementären  verwandeln,  als  die 
Grundtransformationen  ersten  Grades  betlachten  dürfen. 
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Die  Wei  er  str  aas 'sehen  I'unotionen. 

Wir  wollen  an  die  in  der  letzten  Vorlesung  entwickelten  Aus- 
drücke für  die  lineare  Transformation  der  elliptischen  Functionen  die 
Aufstellung  der  Weierstrasa'sctien  Functionen  anfügen,  welche  sich 
nach  ganzen  Potenzen  der  Variahein  in  Reihen  entwickeln  lassen, 
die  in  der  ganzen  Ebene  convergent  sind,  und  deren  Coefficientea 
ganze  Functionen  des  Quadrates  des  Litegralnioduls  sind,  schicken 
jedoch,  um  alle  folgenden  Beziehungen  aus  den  für  die  #- Functionen 
aufgestellten  entnehmen  zu  können,  die  Entwicklung  der  Differential- 
gleichungen voraus,  denen  die  Periodicitätsmüduln  des  elliptischen 
Normalintegrales  erster  Gattung  genügen. 

Es  war  nämlich 

o  ^  4  /'l  , __     ^^  ^  J'  =  4  ('\  ^''^^ 

J  I  J'ii-^)  (!-«'«')  '        '        ^1  K(T-ä')(i-«^^^)  ' 

und  daher 

du  __  .  i'\  üf!^__„_„__  =,  _  A  /"! -^l 


(1  -  »'«')  K(l-2')(1- 


da  aber,  wie  aus  der  in  der  vierzehnten  Vorlesung  angegebenen 
Reduetionsmethode  der  elliptischen  Integrale  ganz  ohne  weitere  Rech- 
nung sich  ergiebt. 


'JJ 

(1  - 

-«»s'j/'Ci  — Ä^)(i-«'s=) 

ist,  so  folgt 

oder 

(1) 

Ebenso  ist  unmittelbar  zu  sehen,  dass 
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■S'}K{I-2^)(1- 


oder  mit  Benutzung  t!es  oben  für  das  erste  Integral  der  rechten  Seite 
gefundenen  Werthes  und  durch  Zerlegung  dea  zweiten  Integrales 


(2) !"„'  =  ^  ^  ~  ^^^^^  ^' 

und  aus  (1)  und  (2)  ergiebt  sich  dann  ohne  Schwierigkeit  durch 
Elimination  von  M  und  -j-  vermöge  einmaliger  Differentiation  für 
die  erste  Periode  der  sin  am  w  die  lineare  Differentialgleichung  zwei- 
ter Ordnung 

(3) »(l-«')S  +  (l-3«')JJ_«ß, 

deren  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  von  %  sind-  um  eine 
ähnliche  Differentialgleichung  für  die  zweite  durch  den  Ausdruck 


ß'  = 


'l 


r(i->jTi 


^'} 


deflnirte  Periode  zu  ermitteln,  bemerke  man,  dass  in  dem  einfachsten 
Falle  des  zweiten  Hauptfalles  der  linearen  Transformation  den  Trans- 
formationszahlen 

a„  =  0,     «) 1,     6o  =  l,     &|  =  0 

die  Beziehungen 


'')(i- 


s-^' 


und  daher  die  Periodenrelationen 

£i  =  ~2i£ii,    2ß'  =  iß,, 
entsprechen,  wenn  ßj  und  ß,'  die  den  oben  aufgestellten  Ausdrücken 
analogen  Perioden   des  transformirten  Integrales  bedeuten.     Da  nun 
zwischen  ß^  und  «'  nach  (3)  die  Differentialgleichung  besteht 


so  folgt,  wenn 
gesetzt  wird, 


.,(i-V)-Sj 

oder,  wie  unmittelbar  durch 


ß,  ^  —  2  7,£l',     ■/  =  Zj 

'■"■  +  (1-3«,=)"=»,«' 


der  Beziehungen 
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Die  Weierstrass'sehen  Functionen, 


«'  +  «,'—  I , 

dV, ? 

zu  sehen, 

(4) 

«(1 

-■")^  +  a 

_,,,^, 

somit  dieselbe  Differentialgleichung,  wie  die  oben  für  £1  gefundene; 
es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  das  allgemeine  Integral  der  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

«(1- »■)?!  + (1-3..),^^  =  », 
in  der  Form  enthalten  ist 

p=cil-\-  c'£i', 
worin  c  und  c   willkülirliche  Constauten  bedeuten. 

Bevor  wir  nun  zur  Entwicklung  der  Periodicitätsmoduln  als 
Functionen  des  Integi-almoduls  x  aufgefasst  übergehen,  wollen  wir 
noch  auf  directem  Wege,  statt  von  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  aus- 
zugehen, die  Differentialbe Ziehung  zwischen  dem  lutegralmodul  x  und 
dem  Modul  der  zugehörigen  S^Function  herzuleiten  suchen.     Aus 

_  ^ 
folgt 


^l  ^  dl  '  dt  J 


oder  vermöge  der  partiellen  Differentialgleichung  der  ■&- Functionen 

in  bekannten  Zeichen 

,-,  .  du         I     &i[&s9i"—9s%"] 

V^J ^  =  2^''  9/ 

Da  aber  nach  den  letzten  Formeln  der  achtzehnten  Vorlesung 
oder  für  den  Nullwerth  der  Variabein 


«i^  V 


folgt,   woraus   sich  durch  Subtraction  dieser  beiden  Gleichunger 
einander  und  mit  Berücksichtigung  der  Beziehungen 

a-ßl  -j-  ^^4  ^  ^^4       HU  J      fl.|'  =  31  0„  *5  *3 

die  Gleichung  ergiebt 
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SO  geht  die  Gleichung  (5)  in 
oder  vermöge  der  Beziehung 

(°) S=^' 

über. 

Die  Gleichungen  (3),  (4)  und  (7)  wevden  es  nun  ermöglichen, 
für  ß  und  il'  Reihenentwicklungen  aufzustellen,  welche  für  solche 
x^  gültig  sind,  deren  Modul  kleiner  als  die  Einheit  ist,  und  wir  wol- 
len diese  Gelegenheit  benutzen,  um  eine  Entwicklung  für  das  erste 
elliptische  Norraalintegral  als  Function  der  oberen  Gränze  derselben 
aufzustellen,  so  lange  der  absolute  Betrag  derselben  die  Einheit  nicht 
überschreitet. 

Sei  also 


vorgelegt,  worin  mod  s^^l  ist  und  mod  m'^  <  1   1 
für  alle  s,  für  welche 

mod  jc^s^  <  1 

und  da  nach  einer  bekannten  Eeductionsformel 


i.3...[2m-i)  yiZT^—yiZ 


-dil{i)^. -1/1-0'), 


z3 


:  wird,  so  ergieht  sich,  wie  leicht  zu  sehen,  wenn  die  Bezeich- 
nungen eingeführt  werden, 

«,  =  1, 

«!->   +  («'«', 

s,-i  +  (tf«'  +  (H)'-»'' 

für   das    elliptische    Normaldifferential    erster   Gattung    die    folgende 
Entwicklung 
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Da  aber 

g,  -  S.)  l(e),+  {S,  -  t,)  1  (»),  H h  (,«,.  -  S.  - ,)  A  (2).  _ 

S  -  S.)  J  (.,)  +  (S  -  S,)  (i  W,  -  l  W,)  +  (K  -  «,)  (J  «.  -  J  W,)  + 
+  (S  -  ».-.)  (a  («).  -  A  («). ^,)  +  («.  -  «)  J  W. 
und  der  Itest  dieser  Reihe 

(«.-S)i(»). 
für  n  =  oo  sich  der  Null  nähert*),  so  wird  die  obige  Entwicklung 
mit  Berücksichtigung  der  für  die  Function  l  (3)„  gegebenen  Defini- 
tion und  nach  Integration  zwischen  den  Gränzen  0  und  ^|  die  ge- 
suchte Entwicklung  für  das  Nor  mal  integral  erster  Gattung  in  der 
Form  liefern 


*j  Da  nämliüh  diu  Reihe  (r)  für 

1 

convergent  ist  für  alle  g,  deren  Modul  kleicer  als  der  Modul  von  — ,  welcher 
der  Voraussetzung  nach  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  wii'd,  wenn  J  eine  Zaiil 
l)edeutet,  deren  Modul  kleiner  als  der  Modul  von  —  ,  aber  grösser  als  die  Ein- 


d£'"<9 


Ll^--»'-^,, 


-  mod  -A^"  <^g  mod  J    ^'' 
und  daher 

mod  in  ^  s„)<  ff  {(mod  tr'-'"-^''  +  [mod  ö-'^"+*>  +  -}  <  g  ^4^=^ . 

"-  '  1  — (mod£)    ^ 

indem  man  die  Zahlencoefficienten,  welche  ächte  Brüche  sind,  durch  die  Einheit 
ersetzt.     Hieraus  folgt  aber,  dass 


1  —  {mod  £) 


W« 


<  — 5  ™öd  \-rr)  mod    „^  ;  , 


ist,  und  daher,  wenn  mod  a  <;  mod  J  und  |>  1  ist,  dieser  Werth  gleich  Null, 
weil  A  (a)^  vom  2  «  —  1'«"  Grade  in  Bezug  auf  z  ist,  und  es  ist  somit  die  in  der 
Klammer  der  Gleichung  (8)  enthaltene  Potenzreihe  auch  noch  für  z^ ,  deren 
Modul  >1  ist,  also  jedenfalls  für  z,,  deren  Modul  <;  !  oder  =^  I  ist,  con- 
vergent. 
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(8) /'-^_i*         =-  _  K  arc  sin  «, 

^ni -«•)(! -»■«•)  ' 

(£-')". +}(g-.gi)^,'+---+';;:;:';^(«-s„)g;-'+---)>"i^-" 

Setzt  man  hierin,  was  nach  der  untenstehenden  Anmerkung 
erlaubt  ist,  s=l,  so  ergiebt  sich 

(9)  fl_2.(i+(«.„.  +  (i^y„.  +  (i^j^)- ..  +  ...). 

Es  lässt  sich  nunmehr  auch  leicht  die  Reihe  für  den  zweiten 
Periodicitätsmodul  herleiten;  da  nämlich  nach  den  Ausdrücken  der 
achtzehnten  Vorlesung 

und  wie  unmittelbar  zu  sehen 

also 

ist,  so  ergiebt  sich  für  sehr  kleine  x  die  Beziehung 


m ß-=iJMog^, 

und  da,  wie  aus  der  Gleichung  (7)  leicht  zu  ersehen,  indem  man  fi 
und  «1  nach  Potenzen  von  «  entwickelt  und  für  r  seinen  Werth  ein- 
setzt, das  durch  die  Gleichung  (10)  gegebene  Glied  das  einzige  ist, 
welches  in  der  für  die  Umgebung  von  x  =  0  ausführbaren  Entwick- 
lung von  ß'  für  x  =  0  unendlich  gross  wird,  während  der  ganze 
übrige  Theil  sich  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  »^  muss  ent- 
wickeln lassen,  so  wird  es  erlaubt  sein,  -für  die  Umgebung  von  x  =  0 


(11) if-SIlog^- 


zu  setzen,   worin  Q  eine  in  der  Umgebung  von   x  ^  0  i 
nach  positiven   ganzen  Potenzen    von    «'  fortschreitende    Reihe    be- 
deutet, welche  für  x  =  0  verschwindet,  und  deren  Coefficienten  nun- 
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mehr  zu  beatimmen  sein  werden.  Setzt  man  aber  den  durch  die 
Gleichung  (U)  gegebenen  Werth  von  il'  in  die  Differentialgleichung 
(4)  ein  und  beachtet,  dass  ß  einer  ebensolchen  Differentialgleichung 
genügt,  so  ergiebt  sich  für  Q  die  Differentialgleichung 

(12)..  «vl?  +  (i-3«')S--«e-^"^,?---Ja, 

welcher  durch  eine  Reihe  der  Form 

*?  =  (^i  -p  «'  +  «2  2^74-.  «*  +  «3  a^  4^  6'  "    -I 

genügt  werden  soll.  Nun  ergiebt  sich  aber,  wie  eine  einfache  Ent- 
wicklung zeigt,  dass 

(13) ««,'£?  +  (i-3,>)§|--«e- 

=, ''+3'-v,  («2- «>)«'+ 6' ■S5-("»-«J'''+'''SJ':"<- "»■'«'+• 

und  nach  (9) 

(14) i"  "  „  •-  JJ 

=  —  «  —  4-^ic   —  ^-  p—  X'  —  \  li^^-^i  ä('  , 

und  durch  Ideutificirung  der  Entwicklungen  (13)  und  (14)  die  nach- 
folgenden Werthe  für  die  Coefficienten  der  Reihe  Q 

_  _  ,  =       __    2  . \_  __        _    S 

oder 

«,_-l,    .,_-(l  +  JL), 

"■i^~\     +  374  "T"  575  "■"  778/  '   ■  ■  ■  ' 
so  dass  die  Entwicklung  von  Sil  nach  Gleichung  (11)  übergeht  in 
(15) ß-=^*log-i- 

oder,  wie  durch  Zusammenfassen  der  mit  den,  Coefficienten 
1     _1_      _^         2 

versehenen  Glieder  hervorgeht,  mit  Benutzung  der  oben  eingeführten 
Grössen 

Ä,  Si\,,  i?i,  S,,  ..  . 
die  Entwicklung 

(16) ii'^^log± 

-  4  *  [.^-^  (Ä  ^  J?„)  +  ~  (ft^  -  t,)  +  ->-^  (J?  -  ^,)  +  . . .  j  . 
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Wir  gehen  nun  zur  Einführung  der  vier  Weierstraas'schen 
Functionen  über,  indem  wir  von  der  iu  der  zwanzigsten  Vorlesung 
gefundenen  Beziehung  ausgehen 


/' 


1  Wflf^ 

welche,  wenn 


*"  äw      '  "' 

j  x'  sin^  s,m  w  äu)  ==  Z  (w) 


gesetzt  wird,  in 

07) ^M  =  ^«' ai^ 

übergeht.  Durch  Integration  dieser  Gleichung  nach  w  folgt  un- 
mittelbai- 

oder  wenn  die  Function  Al{w)^  durch  die  Gleichung  definirt  wird 

(18) Aliw^^e   "  , 

die  Beziehung 

(19) j:!(»).-e    "'^iP^- 

Setzt  man  ferner 

(20) Äl(«),-^e    "     -^^, 

(22)   . Al(w),-yx,e    >fi     — ^, 

so  werden  offenbar  die  drei  elliptischen  Functionen  durch  die  Quo- 
tienten der  vier  Abel'schen  Functionen  in  der  folgenden  Weise 
definirt  sein 

/^oo\  )  Aliw)» 


sm  am  n 


z/  am  !ü  =  -^77— r  ■ 
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Diese  vier  in  der  ganzen  Ebene  einde  itigeu  und  Ludlichen  Func- 
tionen Äl(w)  haben  nun  die  wesentliche  Eigenschaft  dasb  ihre 
Maelaurin'sche  Reihenentwicklung  Coefheienten  be  itzt  weiche 
ganze  rationale  Functionen  von  k^  sind  und  sich  leii-ht  herstellen 
lassen,  wenn  die  partiellen  Differentialgleichungen  ermittelt  sind, 
denen  jene  vier  Functionen  genügen.  Diese  Differentialgleichungen 
erhält  man  jedoch  aus  einer  einfachen  Transformation  der  für  die 
^-Functionen  in  der  achtzehnten  Vorlesung  gefundenen;  setzt  man 
nämlich  den  aus  der  Gleichung  (19)  sieh  e^ebenden  Werth  der  *- 
Function  x^sie 

0  (w\  =  9„  .  e~8~ '"'  Äl  (^) 
in  die  partielle  Differentialgleichung 

ein,  so  erhält  man,  wie  aus  der  Gleichung 

aus  den  Relationen  (1),  (2)  und  (7)  und  der  Beziehung 


unmittelbar  durch  eine  leichte  Ausrechnung  folgt,  wenn  man 

w  statt  — g- 

setzt,  die  nachfolgende   partielle  Differentialgleichung  für  die  Func- 
tion J.  i  (w)(, 

(24)  ?!jl|*  +  2»>»Mtä*  +  2«(1  -  «•)  liü«  +  ^VAl(w)  -  0. 

Genau  ebenso  findet  man  aus  derselben  Differentialgleichung  für 
die  drei  andern  &- Functionen 

(25)  ^!|i?i+2«'»?^+3<l-«.)«=«J!*  +  (l-«=+..»=)^i(»,),-0. 
(27)    »^lM-  +  2»'»?^+2«(l- 


Benutzt  man  nun  die  aus  dem  dritten  Hauptfalle  der  linearen 
Transformation  der  ■^-Functionen  durch  Einführung  der  Abel'schen 
Functionen  vermittels  der  Gleichungen  (19)  bis  (22)  sich  ergebenden 
Gleichungen 


(28) 


\äi{xw,  i)^_a^i(»,  »X,   Al{xw,  l)  —Äl{w,x)„ 
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so  erhält  man  bezüglich  der  Entwicklung  dieser  vier  Functionen  nacli 
positiven  steigenden- Potenzen  der  Varia beln  nach  Weierstrass  das 
folgende  Resultat; 

ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  vermittels  der  Eecursionsformehi 
,=(4m+4)an;,„_i+(2n  +  4)a,„_i,„— (2m+2ii+l)(2m  +  2u+2)«,„_, 
=  (4m+l)ö„,  n^,4-(2n+l)&,„^i,n-(2m  +  2ii  +  2)(2m+2n--l)&„-, 
=(4m+l)c„,„_i+(4rt+4)e„,_i,„-(2m+2u-l)(2m+2n)c„,_i,„_i 

zu  berechnen  sind,  in  denen 

<*o,u  =  2,     fiy^o  '^  1,     Cu,o  =  1,     Ci,  0  =  2,     Co,  1  =  1 

und  jedem  Coefficienten,  bei  dem  einer  der  Iiidices  negativ  ist,  der  Werth 

Null  beizulegen  ist,  während  die  Beziehungen  statthaben 
«ni,  n  =  »n,  nn      &iii,  n  ^  ^'n,  mi 

SO  ergeben  sich  für  jene  vier  Fuiictionen  die  folgenden  ßeihenentwiek- 

luugen 


(29)  , 


4i(«»)i 


Al(w), 


-  1- 


(a 


■i  m  +  3  n  +  4) ! 

wä»'  + 

"  +  '     1 

m-f  2 

n  +  l)!l' 

.„  +  >.  +  ,     1 

"(S. 

+  211  +  2)11' 

y,2n.  +  ä«  +  2 

(S  m)"!" 


in  denen  m  und  u  alle  positiven  gauzzabligen  Werthe  von  0  bis  oo 
zu  durchlaufen  haben.    Die  Ausrechnung  dieser  Pormehi  liefertj  wenn 

Aliw),~l-A,^  +  A,^ h  (-  1)'"-' ^„ 

t  wird, 

A-8(«'  +  «'), 

A,  —  32  («'  +  «•)  +  68  K«, 

A- 128  («'  +  «<) +  480  («•  +  ««), 

^,  —  512  («■  +  »"•)  +  3008  («•  +  k8)  +  5400  « 


^  i  («.),  —  »  ^  Bi  ff  +  -B,  -|t h  (—  l)"i'm  ff 

-8,-1  +  «',    ' 

B,_l  +  «<  +  4«', 

_B,-l  +  «'+9(«>  +  »'), 

£,  —  1  +  »i+  16  («'  +  x»)  —  6  »S 

B,  -  1  +  «■•  +  26  (>.'  +  «■)  -  494  («<  +  .,•), 

B,  -  1  +  »«  +  36  (,»  +»'■)-  6781  («'  +  ,»)  - 
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■  +  (-')™^"-C?üö: 


Ci  =  l, 

C,  =  l  +  2)(^ 

(73  =  1  +  6x^  +  8%*, 

C,  =  1  +  12ä(^  +  60;('  +  32x«, 

C,  =  1  +  20  kS  +  348  X*  +  448  «"  +  128  »^ 

Q  =  ]  +  30  K^  +  2372  X*  +  4600  «e  +  2880^3  +  512« 


.  I),^  +  I),  ^- 


■  +  (-l)™A„ 


(2  m) ! 


B,  =  . 

D,  =  2  «'  +  n\ 

Dg  =  8  «2  +  6  äc'i  +  %% 

i)^  =  32  %2  +  60  «*  +  12  %''  +  %S 

A  =  128  «'  +  448  X*  +  348  x''  +  20  x«  +  «'«, 

J>«  =  512  x^  +  2880  «*  +  4600  «i^  +  2372  «**  +  30  ;c"»  +  k 


Wir  seMiessen  endlich  hieran  noch  die  Entwicklung  der  drei 
elliptischen  Functionen  nach  positiven  ganzen  steigenden  Potenzen 
der  Variabein,  die  bekanntlich  innerhalb  eines  um  den  Nullpunkt 
gezogenen  Kreises  convergent  sein  wird,  dessen  Radius  bis  zum  näch- 
sten Ünstetigkeitspunkt  der  zu  entwickelnden  Function  reicht,  um 
die  in  der  Entwicklung  ^ 


'\       dw       A    i  +  V        div^       K  1.2.3  +  ' 


vorkommenden  Coefficienten  der  Potenzen  von  w  zu  bestim 
wir  von  den  drei  früher  entwickelten  Beziehungen  aus 

i  am  «0  .  z/  am  w , 


■\iv  .  ^  a 


V  .  cos  amw, 


aus  denen  sich  ohne  weitere  Rechnung  für  die  höheren  Differential- 
quotienten die  allgemeinen  Formen  ergeben 


=  (CTd  +  «j  sin^  am  w  +  «2  sin*  am  w  -| [-a^  sin^ "  am  w)  sin  am  w , 

<!'"  +  '  sin  amw 

=  (bg  -\-  hj  sin^  am  tv  +  &jsin'  am  w  -( 1-  ö„  sin^ "  am  w)  cos  am  w  z/amjc 

in  welchen 

KönigEboreer,  rilipt,  Fnncl.  U;  fj 
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(üg,  «j,  ...  a„,     }}„,   hy,   ...  6„ 
ganze  Functionen  von  «^  bedeuten.    Berechnet  man  aus  diesen  Glei- 
chungen die  Werthe  der  Differentialquotienten  für  den  Nullwerth  des 
Argumentes,  so  erhält  man  die  Entwicklung 

(30)  ...      sin  am  w  =  t 

1  +  136  a^  4-  135  M*  +  v."       ,     . 

welche,  wenn  x-  reell  und  kleiner  als  die  Einheit  ist,  für  alle  iv, 
deren  Modul  kleiner  als  K'  ist,  convergiren  wird,  weil  vermöge  des 
rechtwinkligen  Blementarpar alle logramms 

mod  {2K^iK')  >  mod  HC 
ist.    Aus  der  dem  dritten  Hauptfalle  der  linearen  Transformation  aii- 
gehÖrigeu  Gleichung 

sin  am  [xiD ,    —J  =  x  sin  am  (tv ,  %) 

folgt  unmittelbar,  dass  die  Coefficienten  der  Entwicklung  von  sin  am  w 
reeiproke  ganze  Polynome  von  x  sein  müssen ,  und  es  wird  sich 
daher  diese  Entwicklung,  wenn 

i(-+I)-e 

gesetzt  wird,  äucli  in  der  Form  darstellen  lassen 

(31)  sin  am  a.  _  »  -  2  ;■  5  j^-  +  4  »'(?'  +  3)  r.ü'i.i.i 

^8#(,.+33g),^^';^„^  +  ..'.  ■ 

Genau  ebenso  erhält  man  für  die  beiden  andern  elliptischen  Func- 
tionen die  Potenzentwicklungen 

und 

(33)  J ™ »  =  1  -  -4 „'■  +  ■''•  +  -'' ».  -  ^"'  +  ""+^ «,'  +  ■■■ 
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Die  Transformation  «""'  Grades. 

Nachdem  wir  in  der  ■vierundzwaiiKigsten  Vorlesung  die  Theorie 
der  linearen  Transformatiou  entwickelt,  gehen  wir  zura  Zwecke  der 
Ausführung  der  Trausformatiou  höheren  Grades  dazu  iiher,  aus  den 
oben  für  die  Function 

(1) n(v),-e"'-+'-'->"-s>(v;,\ 

entwickelten  Bedingungsgleichungeii 

|n(«  +  r),_(-l)«e— ■""'  +  "i7(.)„ 

in  denen 

(3) <  .    agöi  —  ß,&o  =  «) 

(4)  .    m  =  ffio«i  +  %wti  +  «„ff, ,    q  =<  bt^nx  -\-  l^m>.  +  ö^ö,, 
(ö)  .  .  .  .    v=  («0  +  ßi t) V  =  i;-^--- ,     %'  =  ~:=^^ 

war,  die  Form  der  TT-Function  selbst  zu  ermitteln,  und  bringen  die- 
selbe nach  Hermite  auf  die  Form 

(6)  .  .    iI(.);.-'"J'"(^l)"A.«*"'""-''""-*"'"""+"""', 

welches  die  Fourrier'sche  Reihenentwicklung  der  in  der  ganzen 
Ebene  eindeutigen  und  endlichen  77-Function  ist,  deren  Periode  nach 
der  ersten  Gleichung  (2)  1  oder  2  ist,  je  nachdem  m  ungerade  oder 
gerade  ist.  Damit  nun  der  Ausdruck  (6)  auch  der  zweiten  der  Glei- 
chungen (2)  geniige,  muss 


2"  (-!)■• 


A^c 


n  (äni  -f-  m)  i)  +  int  \^',!i  +  iii)  +  j 


-(->)•   2   (-l)'-A."""-^""-^^i'"-^"'-. .-"•+•"" 

sein,  woraus,  wie  leicht  zu  sehen,  wenn  wir  auf  der  linken  Seite 
dieser  Gleichung  den  Summationsindex  tn  —  n  statt  m  einführen, 
durch  Identificirung  der  Coefficienten  derselben  ExponentialgrÖssen 
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(') 4.-,-(-l)"'"+"-4. 

folgt,  so  dass  nur  noch  die  «  Coefficienten 

Äa,  A^,  ^„  .  ..  A-i 
zu  besfcimiiien  bleiben,  während  die  andern  durch  die  Gleichung 

('■) A.  +  „-C-i)""+"A 

gegeben  sind.     Es  hat  somit  die  J7- Function  die  Form 

(8)  .  .  .  .    n{v)i  =^Bo  +  ^,JJ,  H \-A«-iIl^-i, 

worin  die  unendhehen  Reihen  Ma  durch  die  Gleichung 

&-  _2'  (-i)-+'"-+».."""+'""+S"+">-' 

gegeben  sind  und  offenbar  nur  von  deu  in  den  Bedingungsgleichun- 
gen (2)  vorkommen  den  Constanten  abhängen.  Es  folgt  hieraus^  daas 
alle  Functionen  von  v,  welche  den  Charakter  der  ganzen  Functionen 
haben  und  jenen  beiden  Gleichungen  (2)  genügen,  sich  in  eine  eben- 
solche Form  (8)  setzen  lassen,  in  der  die  Reihen  JR  dieselben  sind, 
während  die  Verschiedenheit  der  Functionen  nur  durch  andere  Werthe 
der  Constanten  A  bedingt  wird,  und  man  wird  weiter  hieraus  schliessen, 
dass,  wenn  man  n  Verbindungen  der  urspriiu glichen  ö' -  Functionen 
mit  dem  Modul  t,  angeben  kann,  welche  jenen  Gleichungen  (2)  genü- 
gen, vermöge  der  Elimination  der  Grössen  M  sich  ein  algebraischer 
Ausdruck  für  H  (v)j,  in  den  ursprunglichen  O-Functionen  ergeben 
wird,  so  dass  die  Bestimmung  der  noch  unbestimmt  gebliebenen  Con- 
-stanten  die  fettige  Lösung  des  Transformationsproblems  hefert  Die 
genauere  Ausführung  sowie  die  weitere  Vereinfachung  jener  Lösung 
wird  später  behandelt  werden,  nachdem  wir  erst  an  dieser  Stelle  als 
Beispiel  für  die  eben  besprochene  Behandlungs weise  die  Transforma- 
tion zweiten  Grades  entwickelt  haben  werden. 

Für  die  Transformation  zweiten  Grades    genügt  die    durch    die 
Gleichung 

(9) n(v);.  =  e""^ +  "''■""  ">(?;» 

definirte  Function  den  Bedingungen 

ao)         p(»  +  i)'-(-))"'-nWi, 

''  "     lfi(»  +  r);.  -  (-  1)'  e~"""  +  "  n(v),., 
worin 

(11)      111  =  ttiffix  -\-  a.^mx~\~  «0«!,     ii  =  hfiii).  -f  ?),«!.;.  +  \h,  , 
und  das  transformirte  Argument  sowie  der  ^-Modul  durch  die  Glei- 
chungen bestimmt  sind 

(12)....    v=y-^ —  =  (a„  +  a,T)v,      t=^2^^^. 
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Da  wir   nach    den  Ausfülivuiigen   der   dreiundzwanzigsten  Vor- 
lesung nur  die  drei  durch  die  Schemata 

jlOj    1101    1201 
ioa]    |l2|    |oi; 
deünirten  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  zu  betrach- 
ten haben,  indem  die  andern  durch  Anwendung  der  linearen  Trans- 
formationen auf  diese  erhalten  werden,  so  wird  sich,  wenn 

I.     ao=1,     a^  =  0,     ^0  =  0,     fcj  -=  2 
ist, 

ergeben  und  wenn 

m-i  =  0,    m.  =0 
gesetzt  wird, 

m  =  0,    q  =  0 

sein.    Offenbar  wird  dann  nicht  bloss  &  (v,  t')^  den  beiden  Gleichun- 
gen (10)  genügen,  sondern  auch  die  Functionen 
&(v,  %)^    und     &(«,  tr)|^, 
so  dass  sich  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen 

(13) ^(«',  t\  =  a^&{v,  t)./  +  cc^&(v,  ry 

ergiebt,  in  der  noch  die  Constanten  a,^  und  «^  ^"  bestimmen  sein 
werden.     Setzt  man  in  diese  Gleichung 

V  +  -g-  ftir  V)     also     v'  -\-  %   für  v, 
so  folgt 

(14) ^{v,  t%  =  «o^(w,  r)^^  —  «,*(ü,  T)n^ 

und  aus  (13)  und  (14)  für  die  zu  bestimmenden  Constanten  die  Werthe 

I^JOJ  .  .     «0—  ^(o,r),=  '     ^  s- (0,  T)/ &  (0,  ly  ' 

woraus  sich  nach  (13),  wenn  man  die  aus  den  Beziehungen  zwischen 
den  drei  elhptischen  Functionen  unmittelbar  folgenden  Beziehungen 
benutzt 

j  &  (0,  ty  &■  {v,  t'y  =  *  (0,  zy  d  («,  ry  -  *  (o,  zy  » {v,  ry, 

die  Gleichung  ergiebt 

\^') *10,t'), 

die  Substitution 

liefert  hieraus 

V^^J OlO,  t')3  «■(0,  t).^ 

Setzt  man  ferner 

)«;_  =1,    nx=  1,    also    m  =^  1 ,    q  =  2, 


»f«. 

,).•  -  » (., ,)," 

^  (f>,  t)„^ 

■i, 

»'-i 

öf«, 

,),■-»(».  .V 
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SO  sielit  lEiiii,  dass  mit  ^(v,  t'),  zugleich  die  Producte 
*  (i-,  t)i  ■&  («,  t)o     und    ■&  {v,  t\  &  {v,  t\ 
den  charakteristischen  Bediaguugeu  (10)  genügen,  und  dass  somit 

9  (»•,.■),-.,«■  (»,  .),  »  (.,  r).  +  «,»  (y,  t),  » (V,  r\ , 
oder  da,   wie  durch  Substitution  von   —  ii   und   —  )/  erkannt  wird, 
«3  =  0  sein  muss, 

(19) a  (»>■),  =«,»(.,.),»(«,r), 

und  durch  Substitution  von  v  —  \,  v  —  ^ 

(20) »(/,.-),-=«,»(«,t), »(»,.), 

und  daher 

I  ö  {0,  i)j  e  [0,  l)a 

Es  gehen  somit  die  Gleichungen  (19)  und  (20)  in 

9{v\t'],        » {V,  t),  » (V,  t\ 

«■  (0,  i')i  °^  9  (0,  t)i » (0,  i)j' 

«■_(»',  t')s  ^  &_{örr)»  *_(».  t)j 

■>  (0,  V)ä  a-  [0,  i)5"Ö-  (ü,  t), 

über  und  durch  Division  der  transformirten  Functionen  mit  Benutzung 

der  Gleichungen  (16) 

»(0,  t%    »(v,j\       ■»(O.t)og(O.Tln      » {V,  th  9  (V,  t)i, 
0(0,  r'),   Tf^'Jo  "^  *  (0,  t),  *  (0,  r)a  .«■  (»,  i),'  -  Ö  («,  i),'  ' 
a  (0.  i'),    9  (■»'.  i');  ^  » (0.  t1„  »  (0,  t)(,       »[p,  i),  »  (i'.  1)3 
«■(0,  r'),     0(tf',  t')„'         *  (0,  rJi  #  (0,  i),  ö  (v,  i),,' —  ff  ()J,  i)a" 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt,  wenn  man  die  Argumente  ver- 
schwinden lässt 

1  ^  c  .  3  Kü 

und  aus  den  übrigen  Gleichungen  für  die  Differentialgleichung 

^jf^ _^ aäy 

Cd  -  »!■)  (1  ^cii-)        KCl  -  >■)  (I  -^"i»?) 

nach  bekannten  Formeln  die  Beziehungen 


/l-«V-,-+„i 


„  a™  ((.+») »,^)  =  ü+|lg 


n  («,"0"  ' 
cos  anr  ((1  +  c)  .,  ^)  =  i^/^J^-|&_« 


^  am 


((i  +  «)»,-^)-[^ 


n  (M.  e) 
n  (,,  e)  ■ 
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Genau  nach  derselben  Methode  folgt,  weun 

IL     «0=1,     «1  =  0,     *„  =  ],     h,: 


» (0,  ^h"' 
» (0,  T)a  &  (0,  t)5  ' 


»(0,.-). 

9  (.',  ,■), 

0(0,.'], 

siii  am  ( (C| 
cos  am  ( (ci 


n  (M,  e)  ^  am  (w,  c) 


n  (.,  c) 


Uli» 


n  iw,  c) ' 


Wenn  endlich 

in.    »,  . 


&(»;V':')s 

*  (0,  T-}, 

0  (»'.  .'1, 

»(.-,.■), 

,  _0,     6,-0,     S, 
2«,     i'-.2t 


»(o,.l. 

*(0,  i')„ 


0  +_<jl « I'l 


9(11 

•V  -  »  (0.  .l.' 

»(» 

0  (0,  .)■• 

»10 

»f., 

T)o9f«,T)3 

»(0, 

-T4-7   '• 

1-^,     )/!-?■- 


*)  Dieso  TruLisformatJon  aweiten  Urades  wird  dio  Landen'aclie  genannt, 
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sin.ni((l  +  c,)», 
COS  am  ((1  +  c,)i(, 

J  am  ((!  +  »,)»,   T+^y ^-.„  [.,  ,j 

Nachdem  nun  aber  die  Trausformatiori  zweiten  Grades  entwickelt 
worden,  für  welche  sich  die  vollständigen  Formeln  durch  Zusammen- 
setzung der  hier  für  die  Repräsentanten  gegebenen  mit  den  in  der 
Theorie  der  liceareu  Transformation  entwickelten  herstellen  lassen, 
werden  wir  uns  im  Folgenden  nur  mit  den  zu  einem  unpaaren  Grade 
n  gehörigen  Transformationen  zu  beschäftigen  brauchen,  wenn  wir 
nachgewiesen  haben  werden,  dass  sich  jede  Transformation  eines 
paaren  Grades  herstellen  lässt  durch  Zusammensetzung  einer  Trans- 
formation unpaaren  Grades  und  einer  Reihe  Transformationen  zweiten 
Grades.  Um  diesen  Nachweis  zu  führen,  behaupten  wir  allgemein 
dass  sich,  jedfi  Transformation  wv""  Grades  aus  einer  TransformaUon 
»i""  untl  aus  einer  TransformaUon  v^'"  Grades  herstellen  lässt. 

Es  wird   offenbar  nur  zu  zeigen  sein,   dass  jeder  der  Repräsen- 
tanten der  nicht  äquivalenten  Klassen  der  Transformation  nv'^"  Gra- 
des in  der  angegebenen  Weise  zusammengesetzt  gedacht  werden  kann, 
da  jeder  andere  durch  lineare  Transformation   aus  diesem,   also  auch 
aus  jenen  einzelnen  Bestandtheilen  hervorgeht;  seien  nun 
U[  0  j 
\  t]  m'  I 
eine  Transformation  nv''"  Grades  und 

U    0   I    I  ;;    0  I 

Transformationen  des  resp.  w'™  und  v^'"'  Grades,  so  dass 

u  .  u'  =^  n  .  V,    t  .t'  =  n,    V  .  v  =  V 
ist,  so  wird  die  Identificirung  der  aus  den  beiden  noch  zu  bestimmen- 
den  Transformationen    zusammengesetzten    und    der   gegebenen    die 
Bestimmungsgieichungen  liefern 

t.v  =  u,    i.v-l-H.&^n,    «'■«'=«'; 
da  nun  m'  ein  Theiier  von  n  .  v  sein  muss,  so  wird,  wenn  wir  u   in 
das  Product  von  zwei  Factoren  d^  und  d^  zerlegen,  von  denen  il^  in 
n  und  (?2  in  v  aufgeht, 

**  ""  d,  ■  (jj 
sein,  worin  beide  Factoren  ganze  Zahlen  vorstellen;   bedeutet  nun  b 
den  grössten  gemeinsamen  Theiier  der  beiden  Zahlen 
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so  dass 

d,  ,         V 

V     ^"'^     TT, 
reliiüv  prime  Zahlen  und 

"  ""  ^  ■  T^ 

ist,  so  setze  man 

,  n         f        d,  _    !■  ' j 

und  es  wird  sich  dann  offenbar  die  unbestimmte  Gleichung 

da  die  Coefficientea  der  Unbekannten  relativ  pi  m  ^ind,  auflösen 
lassen,  so  dass  hiermit  zugleich  die  Methode  gegeben  ibt,  die  Trans- 
formationen w"^''-  und  v""'  Giades  zu  bo^timmcn  aus  denen  eine  gegebene 
Transformation  des  nv'^°  Giades  zusammengesetzt  „edacht  werden 
kann. 

Ist  daher  der  Grad  dei  liansfoimititn  dei  2''  }i  worin  n  eine 
ungerade  Zahl  vorstellt,  so  wird  man  die  zugehörigen  Transforma- 
tion saus  drücke  zu  entwickeln  im  Stande  sein,  wenn  man  die  im  Fol- 
genden für  einen  unpaaren  Giad  aufzustellenden  mit  den  rmal  wieder- 
holten Transformationen  zweiten  Grades  verbindet  ^  j 

Indem  wir  nun  zur  Behandlung  der  allgemeinen,  zu  einem  un- 
paaren Grade  gehörigen  Tianstormation  übergehen,  wollen  wir  zuerst 
bemerken,  dass  sich  die  m  dem  obigen  Ausdrucke  (8)  noch  übrig 
gebliebene  Anzahl  von  n  unbestimmten  Constonten  noch  weiter  redu- 
ciren  lässt,  wenn  wir  beachten,  dass  die  11  Function  der  Gleichung 
(28)  der  dreiundzwanzigaten  Vorlesung  genügen  musste,  denn  durch 
Einsetzen  der  Entwicklung  (G|  m  jene  Gleichung  folgt  dann 


_  ""v^C- 1)™'''^"*"^'"^™^'" 


[-im  +  miv  + 


und  wenn  man  links,  ähnlich  wie  früher  geschehen,  den  Suramations- 
index  —  m  —  m  statt  m  einführt,  die  Beziehung 

oder,  da  für  ungerade  n 

*)  Die  Ausführung  der  aUgemeinen  Transformation  paaren  Grades  ist  von 
dem  Verfasser  in  seiner  StlirifC  über  die  Transformation  der  elliptisclien  Func- 
tionen gegeben  worden. 
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q  in  ^  H»;.  nx  (mod  .  2) 

(21) J,„  =^_„,_,„. 

Bedeutet  iiuii  m  irgend  eine  ganze  ÜliIiI,  die  kleiner  als  n  ist, 
und  snclit  man  die  zu  ^  m  —  in  nach  dem  Modul  n  congruente  Zahl, 
die  nach  der  für  ungrade  n  aus  (7=)  entstehenden  Gleichung 

(22) A„  +  „  =  X 

einen  gleichen  Werth  des  A  liefert,   so  wird   man  zu  jedem  in  der 
Reihe 

y1„,  A^,  A^,  ...  A_i 
liegönden  Coefticieiiteii  einen  in  derwelben  lleilie  beftudlicheii  gltiicheu 
Coefficienteit  erhalben,  nur  in  dem  einen  Falle  wird  dies  nicht  statt- 


ouer 


-  m  (mod  ,  w) 


ich 


i  H^  —  HI  (med  ,  n) 
1  t  Di  nun  diese  Conp,iuPnz  fui  migrade  n  stets  lösbar  ist, 
es  htets  iinm  Coefficnnten  gehen,  der  in  der  obigen  Reihe 
selbst  einen  gleichen  fandet  die  übrigen  n  —  1  Coefücieaten  werden 
sich  zu  je  zweien  zusammenfassen  lassen,  und  es  wird  daher  fflr  eine 
ungiadzahh^e  Trdnsfoim ition  die  Anzahl  der  übrig  bleibenden  Con- 
&tanten 

sein,  so  dass  die  7Z-Pnnction  die  Form  annimmt 

(23)  .  ■  .  .    n(y)).  =  ^oSo  +  A^S^  H \-  A-i  S,-^, 

worin  8^,  Äj,   ...  S„_i    wieder   unendliche    Reihen    von    ahnlicher 

Gestalt  wie  die  oben  definirten  Ma  bedeuten,  welche  nur  von  den  in 
den  Bediugungsgleichuügen  (2)  der  /Z-Function  vorkommenden  Con- 
stanten abhängen  und  somit  für  alle  diejenigen  endlichen  und  ein- 
deutigen Functionen,  welche  den  Gleichungen 

(2*) n(,  +  iv_(-i)"'j7{»), 

I  i7 {«  +  ,),._(- i)V— ■•"■+•>  n(»), 

dieselben  Werthe  haben.    Da  aber,  wie  unmittelbar  ans  den 


charakteristischen    Gleichun 
Ausdrücke 

>(":<„• »(".»):,;' »fe»)!. 

in   welchen    der   Index    q  ni 
Gongruenzen 


Jen    der   ■9'-Fnnctionen 


är  sehen , 


>  (',  «)!l,7'  *  («.  »)t.  ■ 

, .  9  {» 

'»)< 

,: » («■. »: 

derjenige  sein   soll, 

ivelchu 

1-   ,h 

ii-eh   die 
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defiiiirt  wird,  allen  oben  aufgestellten  Bedingungen  genügen,  und  sich 
somit  ebenfalls  vermöge  derselben  — T^—  Reihen  S  linear  ausdrücken 
lassen,  so  wird  sict  durcli  Elimination  dieser  Reihen  der  Transforma- 
tions  aus  druck  ergeben 

(25) iI(i;>  =  e'"'""  +  '*'^'"''''*(y>',T')j  = 

#(»,  t)^,„4-«j*(v,  t)",;^*(j!,  r/^+  ■■■  +«„„1  *(''>^)qn,  •*(«,  1^)"^ 
also  das  transformirte  &■  von  einer  Exponentialgrösse  abgesehen  eine 
ganze  homogene  Function  n'™  Grades  von  zwei  ©--Functionen  des 
ursprän glichen  Systemen,  worin  «„,  (t,, . . .  k„_i  noch  zu  bestimmende 
Constanten  bedeuten.  Es  ist  aber  wesentlich,  dass  man  diese  Be- 
stimmung der  Oonstanten  nur  für  eins  der  transiormirten  ■9'  auszu- 
führen hat;  denn  vermehrt  man  v  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(25)  um 

worin  von  den  Zahlen  r  und  s  entweder  eine  oder  beide  ungrade  sind, 
so  geht  aus  den  Gleichungen  (k)  der  dreiuudz wanzigsten  Vorlesung 
hervor,  dass  für  ungrade  «  auch  von  den  Zahlen  p  und  ff  eine  oder 
beide  ungrade  sein  müssen,  d.  h.  dass  von  den  Zahlen  p"  und  e"  eine 
oder  beide  den  Werth  1  annehmen  also  m„  und  n^  in  den  Gleichun- 
gen (26)  jener  Vorlesung  nicht  zu  gleicher  Zeit  mit  mx  und  w^  zu- 
sammenfallen können.  Da  ferner  leicht  aus  den  den  Gleichungen  (Ic) 
entnommenen  Beziehungen 


hervorgeht,  dass  den  drei  verschiedenen  in  der  Form 

i  +  ¥ ' 

enthaltenen  Substitutionen  auch  drei  verschiedene  Wcrthepaare  von 
p"  und  ff"  zugehören,  so  wird  man  im  Stande  sein,  aus  dner  Trans- 
formationsgleichung durch  Substitution  von  halben^Perioden  die  Aus- 
drücke für  die  vier  transformirten  ■ö'-Functionen  herzuleiten.  Es  mag 
endlich  noch  hinzugefügt  werden,  dass,  wenn  man  auf  die  Gleichung 
(25)  für  V  die  durch  den  Index 

(qm)« 
bestimmte  Substitution  anwendet,  der  Index  im  m  «  und  k  m  im 
übergeht,  und  daher  die  ö'-Funetionen  inf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  dieselben  bleiben,  'und  es  folgt  somit  dei  featz  dattb  ts 
swei  transformirte  ©■  gieM,  ivelche  dutüi  dieselbin  zwtt  müptunghüien 
^-Ftmctionen  äarsteUbar  sind. 

Bevor  wir  nun   zur  vollständigen  Ausführung  der  zu  einem  un- 
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paaren  Grade  gehörigen  Transformation  sclireiten,  wolleu  wir  zeigeu, 
dass  wir  zur  Vereinfachung  des  Problems  annehmen  dürfen,  dass  die 
vier  Transformationszahlen 


ohne  gemeinsamen  Theiler  sind;  denn  hätten  diese  einen  grössteii 
gemeinsamen  Theiler  d,  welcher  somit  ein  quadratischer  Theiler  von 

«g  6j  —  ßj  6u  =  n 
wäre,  so  würden  sieh,  wenn  man 

fl„  =  da^,  ai  =  da^,  l>^  =  dßg,  hy  =  äß^ 
setzte  lind  auf  die  ursprüngliche  -S'-Function   die   durch  die  Transfor- 
mation szahlen 

«.,  «„  fc,  ß, 

gegebene  Transformation  vom  Grade 
anwendete,  die  Beziehungen  ergeben 

und  es  würden  sich  dann  nach  den  später  zu  entwickelnden  Resul- 
taten die  ^'-Functionen  mit  dem  Argument  c,  und  dem  Modul  t^  von 
einer  Esponentialgrösae  abgesehen  als  ganze  homogene  Functionen 
der  gegebenen  -Eh-Functionen  ausdrücben  lassen.  Da  aber  für  die  ge- 
gel)en  en  Tr an  sf ormatio  n  szah  1  en 

ist  und  sich,  wie  später  die  Theorie  der  Multiplication  der  *-Func- 
tionen  ergeben  wird,  sich  eine  ^'-Function  mit  dem  (^-fachen  Argument 
als  homogene  ganze  Function  der  -S'-Functionen  mit  dem  einfachen 
Argument  and  demselben  Modul  ausdrücken  lässt,  so  wird  man  sich 
hei  der  Behandlung  der  ungradisahligen  Transformation  offenbar  nur 
auf  solche  Transformationszahlen  m  heschränken  brauchen,  welche  nickt 
alle  vier  einen  gemeinsamen  Theiler  haben.*) 


*)  Was  die  Anzih!  deijenig'eii  in  den  ScheniateE 

I  t 
tiilinlti,!  L«   Reiriheutdüten   der  nicht   äciuii alenten  Khssen  angeht,  für  wulchc 
(5t   keinen  gemeinaamen  Theiler  h-iben   so  ist  in  der  oben  genannten  Schrift 
ül  ei  die  TiansfoimatioQ  dei  elhptiscben  rinctionen  gezeigt  worden,  daas,  wenn 

ist    d  L  0  Anzahl  durch  den  Ausdruck  bestimmt  ist 

f,'+y~i)^t' +y>-')  (,'  +  ,'  -')     u'+d'-') 
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Wir  wollen  nuDmehr  einen  arithmetischen  Satz  herleiten,  der 
die  Grundlage  fnr  die- Bestimmung  der  in  dem  Ausdrucke  von  n  (v)z 
noch  unbestimmt  gebliebenen  Constanten  bilden  wird: 

Wenn  a^,   ßi,   6oj  ^i  ^*'^  ganse  Zahlen  heäeulen,   die  nicht 
alle  einen  gemeinsamen  Theiler  hahen  und  fü/r  welche 

von  Null  verschieden  ist,  so  soü  gezeigt  werden,    dass  ganze 
Zahlen  p  und  q  exisUrm  so  beschaffen,  dass 

j)&j  —  2^0    und   p«, — ga„ 
relative  Primedhlen  sind. 
Wir  zeigen,  dass  schon  für  3  =^  1  Bestimmungen  für  p  möglich 
sind,  welche 

phi  —  bf,,  pai  —  at, 
7,n  relativ  primen  Zahlen  machen.    Denn  wenn  für  irgend  ein  p  diese 
beiden  Zahlenformen   einen  gemeinsamen   Theiler  $  haben,   so   folgt 
aus  den  Gleichungen 

pa^  —  a^  =  /id,  pfij  —  h(,  ==  vd , 
dass 

n  =  a„hj  —  (!|!>„  =  ö(i'ß,  —  II  i»,) 

ist  d  h  diss  S  ein  Theiler  von  n  sein  muss,  imd  wenn  daher  für 
alle  p  jene  beiden  Zahleoformen  gemeinsame  Theiler  haben  sollten, 
so  milssten  sich  dieselben  nach  den  Primzahl  theiler  n  der  Zahl  n 

di,-5,,  .  .  .  d, 
nach  Klassen  zusammenordnen  lassen,  von  denen  mindestens  in  einer 
zwei  solche  Paare  der  unendlich  vielen  Zahlenformen  liegen  müssen, 
da  die  Anzahl  jener  Klassen  eine  endliche  ist,  und  es  lässt  sich  von 
einem  zu  einer  Klasse  gehörigen  Paare  solcher  Zahlenformen  behaupten, 
dass  nicht  Oj  und  h^  zugleich  durch  den  Divisor  S  jener  Klasse  theil- 
bar  sind;  denn  wäre  a,  und  pai  —  «(,  durch  d  theilbar,  so  müsste  es 
auch  «n  sein,  ebenso  b^  und  bi,  also  alle  vier  Transformations  zahlen, 
und  dieser  Fall  war  ausgeschlossen.  Seien  nun  zwei  zu  einer  Klasse 
gehörige  Paare  solcher  Zahlenformen 

p'  «1  —  «n     p  hl  —  hn 

p"a,  —  a„    p'by  —  b^ 

so  müsste  entweder  «;  oder  h^  nicht  durch  S  theilbar  sein;  ist  z.  B. 

a,  nicht  durch  S  tlieilbar  (für  den  zweiten  Fall  gelten  die  analogen 

Schlüsse  mit  Vertauschung  von  a  und  V),  so  würde  iius 

j/%  —  aj^  =  ^S  und  p" a^  —  a^  =  v8 
oder  aus 

(p  —  p")  «1  =  (^  —  v)  Ä 
folgen,  dass  p'  —  p"  durch  S  theilbar  ist  oder  dass,  wenn  eins  der  p 
mit  IT  bezeichnet  wird,  alle  anderen  p  dieser  Klasse  durch  die  Oongruenz 
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p  ^  X  mod  .  d 
bestimmt  sind.     Es  gehören  somit  alle  p,  welche  die  beidei!  Zahlen- 
formen 

pa,  —  cif,,  phy  —  6(1 
nicht  relativ  prim  machen,  zn  den  Lösungen  der  Congraenzen 
p  ^E  re,  mod  .  8^ 
•p  ^^Tt^  mod  .  dj 

j)  ?^  Ki  mod  .  dfr , 
wenn  jt,  ,  iij,  ...  jr^  je  einen  in  den  Klassen  Ij  2,  .  .  .  7c  liegenden 
Werth  des  p  bezeichnen.     Um  somit  ein  j)  za  finden,  fiir  welches 
die  beiden  Zahlenformeu  zu  einander  relativ  prim  sind,  ist  es  offenbar 
nur  nöthig  für  jeden  Primtheiler  da  von  «  die  Oongruenz 

^öj  — ^  a„  be:  0  mod  .  Sa  oder  p6^  —  Zig  ^  0  mod  .  d„, 
je  nachdem  a^  durch  d„  nicht  theilbar  oder  theilbar  ist  («j   und  ö, 
durften    es   nicht   zu    gleicher  Zeit    sein),    aufzulösen;    ist   eine  der 
Lösungen  ra^,   so  suche  mau   eine  Lösung  des  bekanntlich  stets  auf- 
lösbaren Systems  von  Congruenzen 

j>  ^  JT,  -|-  1  mod  .  iJj 
;^  Jtj  +  1  "lod  .  d^ 
^  jtft  +  1  mod  ,  Sk , 
und    es   ist  klar,    dass   das   sich  ergebende  p   nicht   zu    den    obigen 
Klassen  gehören  kann,  da  es  sonst  nach  den  oben  aufgestellten  Klassen 
^2  jTa  mod  .  Öc   sein  müsste;   somit  ist  der  oben  ausgesprochene  Satz 
bewiesen,  und  zugleich  die  Methode  angegeben,  wie  man  Werthe  von 
p  bestimmen  kann,  für  welche  die  Zahlenformen 

jp«!  —  «n  uud  p&i  —  &o 
zu  einander  relativ  prim  sind. 

Wir  gehen  nun  zu  der  oben  für  Il(v)i.  gefundenen  Form  zurück 

(26) e'''<'^  +  ''^-'''""'''&0/,r'), 

.,»(»,r);,„  +  K,Ö(,«,T);-'»(^,  r)^H +'^„_^^{v,r\^»{v,T)l- 

in  welcher  die  Constanten  cc^,  c^,  . . .  k„_i  zu  bestimmen  sind.   Sind 
p  und  q  zwei  ganze  Zahlen,  so  beschaffen,  dass 

j?ßi  —  qa^    ph^  —  q\ 
relativ  pvim  sind,  dann  wird,  wenn  für  v  die  Grössen 

gesetzt   werden,   worin  dem  m  wieder   die  Wertlie   1,  2,  ...  w  —  1 
beizulegen  sind, 
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wie  unmittelbar  zu  sehen,  die  Werthe 

^  1>  +  sO 

iiTinelimen.     Die  in   dem  Ausdrucke   (k)   enthaltenen   Werthe   unter- 
scheiden sich  aher  anch  unter  einander  nicht  bloss  um  ganze  Zahlen 
oder  ganze  Vielfache  yon  r;   denn  wäre  dies  für  zwei  Werthe  des 
7c,  ^j  und  ftj,  der  Fall,  bestände  also  die  G-leiehung 
;i^    (p&.  -  qbo)  —  (pa,  —  ciaa)T  ^  ^    (p!)^  —  ql„)  -  (pa,  -  qa„)-z    ,  r    ^^ 

SO  folgte  hieraus 

{ph,  -  0,)  (m,  -  m,)  =  ^  .  n,  (pay  -  qa,)  (fc,  _/:,)  =  ^  j-  .  n; 
hat  nun  n  mit  fc,  —  Äj  den  grösaten  gemeinschaftlichen  Theiler  ä, 
der  kleiner  als  n  sein  muss,  da  Sj  —  h^  <  n,  so  müsste  ^  sowohl 
in  phi  —  3&0  ^^*  auch  in  ^a,  —  2%  aufgehen  d.  h.  es«  müsaten 
i"^!  —  gJ,,  und  pa, — qa^  einen  gemeinsamen  Theiler  haben,  was 
gegen  die  Annahme  ist.  Wir  erhalten  somit  in  dem  Ausdrucke  (a) 
n  —  1  wesentlich  verschiedene  Werthe  des  v,  für  welche  die  Werthe 
des  v  ganze  Zahlen  oder  ganze  Vielfache  des  t'  werden,  und  dasselbe 
findet  offenbar  statt,  wenn  man  k  die  sämmtlichen  positiven  mid 
negativen  ganzzahligen  Werthe  von  1  bis  ---- giebt  oder  wenn  man, 
wie  leicht  ersichtlich,  v  die  Werthe 
/o\  _   _  _      ^j.  .   m  [(ff5|  —  qb„)  —  (pat  —  gap)  r] 

giebt,  worin  m  eine  zu  n  relativ  prime  Zahl  und  ?c  die  Zahlen 
1,  2,  ...  -^^  bedeutet.  Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  (26) 
A  =  1,  in  welchem  Falle  auchj  wie  früher  gezeigt  worden,  der  Index 
qm  =  1  wird,  beachtet  femer,  dass  die  ungrade  Function  *(•«', 'f')i 
für  die  durch  (/3)  bezeichneten  Werthe  von  v  verschwinden  muss,  weil 
ihr  Argument  gleich  einer  ganzen  Zahl  oder  einem  ganzen  Vielfachen 
von  T  wird,  dass  endlich  jene  transformirte  ö'-Function  eine  homogene 
Function  m'™  Grades  der  ursprünglichen  ^-Functionen  ist,  so  wird 
sich,  wenn 

(y) P\  —  Sh  —  (^aj  —  gflo)r  =  s 

gesetzt  wird,  und  die  demselben  positiven  und  negativen  k  entsprechen- 
den Faetoren  zusammengefasst  werden,  der  Ausdruck  ergeben 

(27) ^-"K-K".^')«..'^  ^^'^  ^.-j^  _ 

'C  ■  » {V,  r\  [#  {V,  r)\&(^,  t)l  -  &  {V,  t)1  ^(^,  .);] 

X  [^  ('^.  ^)i  *(^.  ^l  -  *  ('^>  ^)>("?-'  ^)l] 
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aus  dem  durch  Substitution  von  halben  Perioden  die  andern  traua- 
formirten  ■^'-Functionen,  wie  oben  gezeigt  worden,  sich  herleiten  lassen, 
und  worin  die  Constante  C  gefunden  wird,  wenn  man  iij  einem  der 
für  die  drei  andern  graden  ■&- Functionen  aufzustellenden  Transfor- 
mation saus  drücke  ^  ^  );'  =  0  setzt. 

Da  jedoch  oben  gezeigt  worden,  dass  wir  uns  für  die  Liisung 
des  Transformationsproblems  nur  mit  den  Repräsentanten  der  nicht 
äquivalenten  Klassen  zu  beschäftigen  brauchen,  welche  durch  das 
Schema  dargestellt  waren 

j       t   0  \ 

\  101  (■  I' 
worin  tt'^n  war,  und  ^  einen  der  Werthe  0,  \ ,2,  ...t'  —  I  bedeutet, 
jedoch  so,  dass  die  drei  Transformationszahlen  keinen  gemeinschaft- 
lichen Tlreiler  haben,  so  wird,  wenn  mit  £  die  Grösse  {y)  für  diese 
Wahl  der  Tranaformationszahlen  bezeichnet*),  und  der  Index  k  ==  0 
gesetzt  wird,  die  Gleichung  (27)  in  die  folgende  übergehen 
(28) 0  («',  r').  = 

wenn  die  Bezeichnung  des  Moduls  r  für  die  ursprüngliche  ^-Function 
fortgelassen  wird;  wendet  man  auf  (28)  der  Reihe  nach  für  v  die 
Substitutionen 

•'  +  h  ■>'  -  i, « -  n-  -J, 

an,  SO  ergieW,  sich 

(29) (-  1)^^  »  («■,  »■).  - 

■■■[»  («X' »  (~  ■  '"X  -  » («■),'  9  (~  ■ '");] , 

*■)  Es  mtisaen  in  diesem  Falle  zwei  ganze  Zalilcn  p  imd  q  so  Ijestimmt 
worden,  dass 

pt'  —  3  .  16|  und  qt 
relative  Primzahlen  sind  und  dann 

pt'  —  q.  ie|  +  qtT  =  i 

gesetzt  werden;  ist  m  eine  Primzahl,  so  werden  sämmtliclie  Reprilsentanteu  durch 
die  Schemata  dargestellt  Eein 

llOM        ^011        101  II  O'lnOI 

I  0  n\  I  16 .  1   «I   1 16  . 2  Ml  ■  '  ■  I  16  (m  —  1)   m  |  |  0   1 ! ' 

und  man  wird  daher,  wie  unmittelbar  zu  sehen,  für  die  ersten  n  Repräsentanten 

j)  =  0,  3=1,  also  j  =  r  —  1G| 
und  für  den  letzten  Repräsentanten 

j>  ^  1 ,  (1^0   also .  f  ^^^  1 
wählen  können. 
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(30) i-lp'  !>-{v,z\- 

(31) (-  1)^  »  ¥,  ''),  = 

c  » (»)j  [a  («),' » (!!-■);  -»«>),■ »(~);]  [»{»),■» (^X  "  *  W''  * {^)[]  X 
■  ■  ■  ^»(vy  »('i=J  ■  t')'  -  »(»)/  9('i=i  •  '^);]. 

Da  ferner  nach  den  AddiUonsformeln  der  j^-Punctioneu 
»  ("V  » (j"  ")ö  -  » (f)!'  »(!>  ")'■=  V  »{v+p  '^)^  9  («  - 1, !i-'), 

9  (")>'*  (P  "J-'X —*  ("V  *(»>  v)!  ■- V  *("+-'' '?)s  *("  ^  *  "1^)1 ' 
so  erhält  man,  wenn  in  (30)  und  (31)  die  Argumente  v  und  v'  gleich 
Null  gesetzt,  und  die  beiden  Gleichungen  dnrch  einander  dividirt 
werden,  mit  Benutzung  der  bekannten  Beziehungen  zwischen  dem 
Integralmodul  und  den  9-Funetiouen 

oder  wenn  man  die  elliptischen  Functionen  der  gethoillen  Perioden 
einführt  und 

^  f  =  t; 
setzt, 

...  .„  (M)  c.  _  f  Uli)  . .  .  cos  an.  ('l---'  ■  •«) 

und  daher,  wenn  nach  Jacobi 

sin  am  f  j  —  n)  =  sin  coam  w,    cos  am  {^  —  «j  =  cos  coam  ti, 
z/  am  g  —u)  =  Zl  coiun  m 
gesetzt  wird,  ivoil  nach  den  Formeln  der  neiinzehuton  Vorlesung 

sinam(^-M)=.5f^^ 
ist, 
(ßi)  ///i;  =  (//c)"|Bincoam(--^)sincoam(  "^J...  sin  coam  (—-—'-^)^  ■ 

Ebenso  ergieht  sich  durch  Division   von   (29)   und  (31)    für  die 
NuUwerthe  der  Argumente 

Künigsbprser,  eUirt.  Fiinct,  J.I.  7 
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oder 

(36)  . . .  /!;_ -55)" 


-^„.(■Jä)^».(?»J)....».Ci^r^) 

Die  Division  der  Gleichungen  (28)  und  (29)  liefert  ferner  die 
nachfolgende  Beziehung  zwischen  den  elliptischen  Functionen  der 
beiden  in  einander  iransformirten  Integrale: 

(P) (— l)'^./^-sinam(-,  A:)  = 

^_^___^^^  ^  {■i...„,.,o,-.„.„g,  j}{I■„(..,)-■,-.■.p;-^.)} 

..J^,i...„,.,.)-.i„.„C-=la,,)| 

...|l-c.,in.am(«,o).m>«m(t=ll!^,  5)1 
oder  mit  Benutzung  von  (33) 


(38)  smam(!J-,t)— (— 1) 


„(S),i„.„„(?H5)....„,„„(«_:i!^) 


1 ._  (      il    _ 


»(V=)i 


...|l  —  c^sin'amwBin«am(^~i  ■  ^)l 

Setzt  man  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung 
giebt  sich,  da 


■&^...-.{^^Lh 


sin  am  (m,  c)„=u  =  Oj    sinamf    ,  ,..  _ ?   r    ■  i  I 

ist, 

'  ""  (,-^;  ■■■■  ~"  (V)  ■■■•"  ~"  (-  ä    V) 


(39)  ...     o  -  (-  1) 


•'""■("')*""(^).-i"-(^'?)      j' 

Gleichung  (38)  auch  in  die  Form  setzen  kann 
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(.0)  ...<,^^==^  (^...._,.„CT)  j  ,_,..,..„..„.^(^.)| 


-1— — "("i-?)!  ^ 

und  mit  Einführung  der  Integralgränzen  der  beiden  in  einander  trans- 
fovmirten'  Integrale  ß,r  die  ^ßepräsentantm,  der  nicM  äguivalentm 
Klassen  y  als  rationale  Fimction  von  x,  deren  Zähler  eine  ungerade 
Function  «"",  dei'en  Nennen-  eine  gerade  Function  n  —  1'°"  Grades  in 
X  von  folgender  Form  ist 


(41)y=-i 


f        .in^  a!g)}  {'        .n^  .1(^)\  -  {^  "  .i.  an.  (^-  ^)} 

Ferner  liefern  die  Gleichuügen  (29)  und  (30)  die  Beziehung 
(42)   ^|cosam(J,  7s)— 0)%os'«m(!^)cos'am(?^).--  cos' am (!!^  "')  X 

j'  -    .,"°'"/-rt|  I'  -    .."°''°r'l.?|| 
1  Bin=  GOam ^^ — '  M    I  am''  coam ( -jl 

1  sin'  coam  { — -~  '~)l 


woraus,  da  naclr  (32)  und  (36) 

(43)    '/^  —  Q)' cos'  am  (3) cos'  am  (?^ '-)  ■  •  •  cos'  am  ("^ '  '^) , 
folgt: 

(l ''°'  " '     ]    fi °°'  '° " I 


(44)  cosam(",fcl=eosaiuM 
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(46)  yi-f^yi^x^ — -— ^-j — ^— -.--/ÄrtTX 


...  jl-.'a,.,in..„(5.^!^)j' 

also  j/i  —  y-  bis   auf   den  Factor  ^1  —  3;^  eine  rationale  Function 
¥on  x^. 

Dividirt  man  endlich  die  Gleichung  (31)  durch  (29),  so  erhält  man 

(46)  iz/am(|,  i)—- L^iam("'')^'am(^)---^'am(!^  '^)x 


m  (^)  j  f  1  —  c'  Bin'  am  u  sin'  coam  (\J!^  j 


m  M  Binä  coam  I — — '  J 


silso  mit  Benutzung  von  (36) 
(47)  Ja.m{^,1^  =  Jmm- 


oder 

(48)/r^^iv=/i- 


co.,(?)H.-...-in.,.a„e-r)l 


»c^"?)r 


SO   dass   sich  /l  —  U'y'-  bis   auf  den  Factor  //l  —  c-a;-  als  rationale 
Function  von  x'  ausdrückt. 

Wir  können  diesen  Tran sforuiationsform ein  jedoch  noch  eine 
wesentlich  andere  Form  geben,  die  wir  nachher  brauchen  werden. 
Mit  Hülfe  der  aus  den  Additiouaformeln  der  elliptischen  Functionen 
sich  ergebenden  Ausdrücke 

sin  am  {u  -\-  «)  sin  am  (m  —  k)  =  [-„-^ä-ginä-^  „  gjn!  am  « 
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folgt  ans  den  Gleichungen  (38),  (44),  (47)  leicht,*)  dass 
(4[l)  sin  lim  (~  l)  =  (—  1)" ' "  y^-  sin  am  u  sin  am  (t(+i|p)sin  am  (».  +  ?-t'^^-^')  x 
...  sin  am  (w  +  4  (n  —  I)  -"^) 

(50)  cosamC--,k)^y  z^  cos  3.m  u  cos  um  \ii,-{ — ^''■)cosaii](M-|-  '"7X 

...cosam(M  +  4(n—  1)  '^) 

(51)  ^am('^,7.)  =  ^-^  ^  am  i(  ^  am(«  + '^'^'^"^)i/am(ir,  +  ^"''')x 

■  ..z/am(M  +  4(n  —  1)  ?^'^)- 
Aus  der  Gleiclinng  (41)  folgt  ferner 


oder 

(52)   . 


~h.t  n  . 


'(^■"31 


»(^=?)i 


»(>■?) 


da  aber,  wenn  u  um  i'k  ^  zunimmt,   wie   aus  (49)   eraieiitlicb  ist, 
sin  am  (-,  k)  unverändert  bleibt,   so  werden  wir  die  Lösungen  der 
Gleichung  n'-'"  Grades  (52)  in  der  Form  erhalten 
-  Sil  am  »,  I,  _  Bk  am  («  +  ^'),  ...».-  »in  am  («.  +  4  («  -  1)  ?!;'-), 

50  dass  sieb  die  Summe  aller  Lösungen  in  der  folgenden  Weise  dar- 
stellen lässt 
(53)  .  .     ^^  sin  am  (^,  h)  ==         S^         sin  am  (tt  +  4^  -^) 

=  sin  am  M  +        ^         {^"'  ^"^C"  +  42"'^)+  ^^'^  ^"^C"  ^  ^^''n)} 


*)  indem  wir,  um  die  Unterscheidung  eii 
m  als  eine  zu  n  relativ  prime  Zaiil  wählen. 


einer  l'älle  v,\i  vorineideii,  4m  stutl. 
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und  in  derselben  Weise  findet  man 

(54)  (-  ])~^"^^eos  am  (■",£)=        ^        cos  am  (m  +  43'"'') 

=  cos  am  u  ~\~      ^         {cos  am[u  -\- 4([^^j-\-  eos  s,m(u  — 49""')} 

(65)     (— ])    '     i^ani(^,7(;)=        ^        z/ am  (m  +  4 ^ '^) 
=  z/  am  M  +      V         {z/  am  (m  +  4g-'^^-)  +  z/  am  (»(  -  4^  ^^^)}  ■ 

Es  folgt  ausserdem  für  die  zweite  Potenzsumme  der  Wurzeln  der 
Gleichung  (52),  wenn 

(56)  ain^  am  (^)  +  sin'  am  (^)  H 1-  sin'  am  (""-^  ^)  =  P 

gesetzt  wird, 

i'ami(  +  sinnim(M+*-"p)+sin2am(M+^)H j-shi' am(M  +  4(w— 1)^) 

=  -j— ^  sin'  am  f  — ,  fcj  -|-  2  p 
oder 

(57)  ^  siu'  am  (|  ,/(;)=         V        ^^^''  am  (m  +  4  /c  "^)  —  2  p . 

Aus  (57)  folgen  unmittelbar,  wenn  man  die   Grössen  0  und  <j, 
durch  die  Gleichungen  definirt 


-  =  M,  —  2  o 


(58) 


I  -3-   ^  n  —  2c^Q  -f-  2C|, 
die  nachfolgenden  Beziehungen 

(59)  -5— j  cos-  ara(— ,  ÄJ-^^         ^^         cos^  am  (u  -{-  ih  '—J  —  2ö 

(60)  ^  z/'  am  g,  7i;)=         V         J^  am  (m  +  4ä   ^)  +  2*?,; 

setzt  man  in  (59)  w  ^  --,  so  wird,  da  cos  am  -  =  0  und  nach  (50) 

auch  cos  am  (^  ^  ]cj  =  0  ist, 

(Ol)   0  _  C08' Boam ('-f  5)  _|_  eos>  co.m  (5|-')  ...  cos'  coam  ("---'  !|2) 

und  ebenso   durch  Substitution   voll  *'  ^  x  +  v  '^^  Grleieliung  (.09) 

«itf  «m  (i=5")  ,i„.  ,„  (553) . . .  ,i„.  „  e^tlJ  H) 

(62)  .    e,  =  Ci* -- \_n  Z ^_? ^•^. 

CO..  »m  (tp)  CO."  am  (^)  . . .  co..  .m  (^  S) 
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Den  Schluss  dieser  Vorlesung  mag  die  Eutwicklung  der  Trana- 
Ibrmation 3 ausdrücke  der  zweiten  und  dritten  Legendr^'aehen  Normal- 
iutegrale  bilden,  wenn  man  die  Gleicliung 


(63)  . 


durch  eine  rationale  Transformation  n'™   Grades    befriedigt    voraus- 
setzt.    Nach  früheren  Bezeichnungen  ist 

(64)  .  E  Ix,  c)  —  /'-,--  ._J''_''^.__   __  _  ?   -    '    />  am«  <i»; 

bezeichnet  man 

/  z/-  am  w  (^i(  mit  ij^  (m)  , 

so  dass 

i'lJ'  am  (ii  +  o)  +  zP  am  (ti  —  a)]  rhi  =  E,  (»  +  o)  +  £,(»—  o) 

ist,  dann  ergiebt  die  Gleichung  (59) 

(6ö)  .   iz(=am(*,  t)— z/'am>i+      V         j^»' am(»  +  4j"5) 

+  z(<  am(«—  4j!|5)j+  2i>, 
oder  wenn  zwischen  den  Gränzen  0  und  u  integrirt  wird, 
(66)  .  .    1  E,  g,  /;)  -£.(»)+      2"         I  *•  («  +  "S  "?) 

+  E.(«- 45=^5)}  + 2s,..; 
da  nun  nach  dem  Additionstheorme  der  elliptischen  Integrale  «weiter 
Gattung 


eo  geht  die  Beziehung  zwischen  den  transformirten  und  ursprünglichen 
£^„-lJ\iuetionen  in 

(67) «  -E;  (m)  -  ];  B,  (|,  l)  +  2e,  u 

.in' am  43^ 


-2c''sinan]McosamMz/amM 


über,  und  es  wird  somit  die  Transformationsforniel  für  die  ^(a;) -Function 
mit  Berücksichtigung  von  (64)  und  der  zweiten  Gleichung  (58) 
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3ccheund?.waiizigote  Voi-Iesiriig. 
^-'  E{y,  /.:)  -  u-'-c-'  E(x,  c)  +  2c'  qu 
-  2  c'  sin  am  u  cos  am  w 


iiu^amu  >  — 


Für  das  durcli  die  (xleicliuug 


n(«,«,c)-j? 


defiuirte  Jacobi'sche  Normalintegral  war   iu  der   zwaEzigsten  Vor- 
lesung der  Ausdruck  entwickelt  worden 

(68)     n  („,,,«)_„ ^_-__-  +  ^i„gj  .^-_^^^^-j^.^^»  , 

ebenso  folgt 

iiHü  ist  aber,  wenu  man  in  dio  Gloiuliung  (29) 

___  a<K      ,        ■  ^^  /     _|_       t"i  ^ "  =  —  ■  —  =  '^ " 

setzt,  wie  leictt  ku  erkennen 

(70)  ( -!)"'^»Gs,  »■),-  c^Ci'  'X  ■  rr  I '  -«■'»»•""«»•'•"'■■s 

oder 

c» -^-" 


dioge(^,  i) 


<j« 


■2(;'siui!,macosara 


!zyamß         V 


lind  ebenso  ergiebt  sich  aus  der  angeführten  Gleichung 


-^lo? 


(^".■).l  ;^,t'--=-' ('-•"'"'^•»-(•+«> 


Wenn  man  nun  die  Gleichung  (68)  mit  n  niultiplicirt  und  von  ((59) 
abziebtj  so    erhält   man    vermöge  der   Relationen   (71)   und  (72)  die 
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folgende  TraiisformatioasforBiel  für  die  Jacobi'aclie  Nornialfoi'm  des 
elliptischen  lutegralea  dritter  (lattuiig 

(73) nQ,  ^,  l)  —  nn(ii,  a,  h) 

=  —  2uc'  sin  Jim  «  cos  am  re  z?  am  a  > 

^.  , : — rr. — ~ — ^ 


2\  /'■^  -"o 


Mit  der  Lösung  des  Transformationsproblems  für  die  elliptisclieii 
Integrale  erster,  zweiter,  dritter  Gattung  ist  aber  bekanntlich  das 
allgemeine  rationale  Transformationsproblem  für  elliptische  Integrale 
erledigt. 
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Theorie  der  He  rmite 'sehen  q^- Function. 

Bevoi'  wir  zu  Untersuchungen  übergehen,  welche  die  Beziehungen 
zwischen  dem  gegebenen  Integralmodu!,  dem  transformirten  Integral- 
niodul  einerseits  und  dem  MuitipHcator  der  Transformation  anderer- 
seits zu  ihrem  Gegenstande  haben,  müssen  wir  eine  eingehende  Unter- 
suchung einer  für  algebraische  und  zahlentheoretische  Anwendungen 
der  elliptischen  Functionen  höchst  wichtige  Function  des  Moduls  der 
■d'-Function  vorangehen  lassen. 

Für  ein  elliptisches  Integral  von  der  Form 


In 


früher   defliiirte   Perioden    mit  o  und  ci'  bezeichnet  werdei 
und  für  welches 


gesetzt  worden,  wird  sich  einer  der  vier  zu  einem  festen  Werthe  von 
c^  geholfen  Wurzelwerthe  j/c  als  eindeutige  Function  von  t  mit 
Hülfe  der  O'-Functionen  nach  dem  Früheren  in  der  Form 

darstellen  lassen,  und  es  wird  auch  leicht  ersichtlich  sein,  wie  sich 
die  drei  übrigen  Werthe  von  j/c  in  ähnlicher  Weise  ausdrücken. 
Denn  bemerkt  man,  dass  die  in  der  vierund zwanzigsten  Vorlesung 
behandelten,  zum  ersten  Hauptfall  gehörigen  Transformationen  ersten 
Grades  zwischen  dem  ursprünglichen  und  transformirten  Integval- 
modul  die  Relation 

yh  =  e~^~*     f'c, 
somit  für  das   Quadrat  des  Integralmoduls,  da  &„  gerade  ist,    den- 
selben Werth  liefern  und  das  Integral  von   einer  Constauten  abge- 
sehen,  welche  nur  die  positive  oder  negative  Einheit  ist*),   in  sich 

*)   indem   die  aus   den    dort   aufgestellten   Tran sformationsform ein   der  *- 
Functionen  unmittelbar  sich  ergebende  algebraiBcbe  Transformation  die  Form  hat 
_  <_«      _ 
y  =  e     ^  X,    yi  -  y'  =  yn:^' ,    yi—  fcy  =  Fl  -  Cä:', 

worin  (ij  eine  ungerade  ZaLl  bedeutet. 
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selbst  traiisformiren,  so  ist  sofort  einzusehen,  daas  die  vier  mogliehen 
Wertlie  von  ^c  alle  in  jener  Transformationsgattung  enthalten  sind, 
nud  dasB  sich  dieselben  somit  sämmtlich  als  eindeutige  Functionen 
des  ursprünghchen  oder  des  transforinirten  ö'-Moduls  in  der  Form' 

,     0(0.  llf^m 

darstellen  lassen,  wenn 

tt„  =  1 ,     \  =  0,     a,  =  0,     \^\  (niod.  2) 
ist,  und  ebenso  findet  man  die  vier  ku  c-  gehörigen   Werthe  von  j/  Cj 
in  der  Gestalt 

Wir  hatten  aber  nicht  bloss  für  die  Quadratwurzel  aus  dem  In- 
tegralmodul einen  eindeutigen  Ausdruck  von  x  gefunden,  sondern  es 
ergab  sich  auch  in  der  achtzehnten  Vorlesung,  dass  sich  einer  der 
acht  zu  einem  gegebenen  Werthe  von  c'  gehörigen  Werthe  von  f  c 
als  eindeutige  Function  des  ö'-Moduls  in  der  Form 

/^-K^-2    (1  +  3)  (1  +  a')  0  +  3^)  ■  ■ . 


und     o*  = 


darstellen  lasse,  wenn 

gesetzt  wird,  und  ähnlich  war 

es  soll  zunächst  unsere  Aufgabe  sein,  die  acht  zu  jeder  dieser  Grössen 
gehörigen  Werthe  nach  den  Transformationszahlen  «„,  et,,  'b^,  h^, 
welche  zum  ersten  Hauptfalle  der  linearen  Transformation  gehören, 
zu  sondern  und  allgemein  für  die  lineare  Transformation  die  Be- 
ziehungen zwischen  der  durch  jene  eindeutige  Function  von  t  defi- 
iiirten  vierten  Wurzel  aus  dem  vorgelegten  und  dem  transformirten 
Integralmodul  aufzustellen. 
Setzen  wir 

(1)  .  .  .    yo-^{T)-rJ.rq  (1  +  3,  (1  +  9»)  (1 +  3.,...' 

(9\  ^c    —ib(t)==  a-g)(l-g')(l^ä')--. 

i^A)  .  .  .   KCi-V'W-ii  +  gjti  +  gSKi  +  g.)..:' 

so  werden  sich  vor  allen  Dingen  leicht  die  Transformati 0 11  sfor mein 
dieser  eindeutigen  Functionen  vonr  für  die  beiden  oben  betrachteten 
Normalfälle  der  linearen  Transformation,  auf  die  alle  andern  zurück- 
geführt werden  konnten,  behandeln  lassen.     Denn  da 
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v(,+i). 


oder 


SicbenundzwiiiiaifiBtcVoi'leaung. 

ist,  so  folgt  uoiiiittelbiir  die  eine  Fundamentalformel  der  Traiisfor- 
niation 

(3) ■p(«+l)-8'""^] 

und  ebenso  leicht  aus  (2): 

(*) *(«  +  i)-^- 

Um  ferner  für  den  zweiten  Hauptfall  der  Traosformation,  welcher 
den  Werth  des  ^'-Moduls  in  den  negativen  reciproken  verwandelt, 
die  Beziehungen  zwischen  den  zugehörigen  gi-  und  ^-Functionen  zu 
entwickeln,  gehen  wir  auf  die  für  jenen  Transfortnationsfall  ent- 
wickelten Gleichungen 

j/'k  —  y~c^,    ]/Fj  =  j/~c 
zurück,  aus  welchen  sich  durch  Äusziehung  der  Quadratwurzel 

(5) <p(~l-)  =  ±*W'   *(--;)-  +  9"W 

ergieht,  und_es  hleiht  somit  zur  Erledigung  dieses  Falles  nur  noch 
die  Bestimmung  des  Vorzeichens  übrig.  Bemerkt  man  aber,  dass, 
wie  früher  gezeigt  worden,  für  verschwindende  Wertlie  des  Integral- 
moduls c  die  Grösse  q  sich  der  Null  nähert,  während  für  r'= 

der  transformirte  Werth  von  q  nämlich 

für  verschwindende  e  sich  der  Einheit  unendlich  nähert,  so  wird,  da 

<P{        ,;-K^-5      (1+3')  (1  +  3=)  (1  +  3'^)-.. 
und 

,;,  M  —  (1  ~  g)  (1  -  3^)  (1  -  g') . .  ■ 
^^  '         (l  +  3)(l  +  9')(l  +  9^)... 
ist,  füi-  verschwindende  c  sich  positiven  Gränzen  nähern,  in  den  Glei- 
chungen (5)   das   positive  Vorzeichen   zu  wählen  sein,   so  dass   die- 
selben in 

(6)...     y(-i)-*W,  (7)     *(~i)-,pW 

übergehen. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (3),  (4),  (6),  (7)  aber  werden  sich 
auf  Grund  der  in  der  siebzehnten  Vorlesung  in  Betreff  der  Herleitung 
der  ElementarperJoden  gemachten  Auseinandersetzungen  die  allge- 
i  Transformations  formein  der  g>-  und  i^  -  Functionen  leicht  ent- 
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wickeln  lassen.     Bevor  wir  jedoch  zur  wirklichen  Darstellung  über- 
gehen, wollen  wir  beraerken,  dass  es  oben  gelang,  jede  in  der  Form 


gegebene  lineare  Transformation  durch  Zusammensetzung  mit  linearen 
Transformationen  von  der  Gestalt 

I  1    -J'  I         ,     i        10  1 

in  dio  identische  Transformation 

10 

Oll 
umzuformen,  und  es  wird  daher  nöthig  sein,  zur  Behandlung  der 
allgemeinen  linearen  Transformation  die  Ausdrücke  der  fp-  und  j^- 
Functionen  für  die  durch  jene  beiden  Transformationen  gegebenen 
neuen  S'-Moduln  herzuleiten.  Da  aber  aus  den  Gleichungen  (3)  und 
(4)  unmittelbar  folgt,  dass,  wenn  Ä  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 


^g^      »(,  +  370-8  •    ^{r),    y(,  +  2*  +  l)_«       • 

ist,  so  wird  für  deu  zur  Transformation 

I    1    -j)   j 

1 0     1 ! 

gehörigen  0-Modul,  welcher  allgemein  durch  den  Ausdruck 

\  -  a.r 
z  =  — — Z7i' 

in  diesem  Falle  also  durch 


—  pz  — 

1 

(9) 

gegeber 
massen 

1  ist, 
laute 

die  Transformationsgleichu 

ng  der 

(p-Funct 

ion  folgender- 

,  wenn  p  gerade, 
,  wemip  ungerade; 

wendet 

man 

dagegen  auf  den  Modul  t 

1         1    0 

die  Transformation 

an    so 

ergiebt  sich 

1  -1  1 

(10)     9 

>(~^ 

'-^^ 

wenn  q 
wenn  q 

gerade, 
ungerade 

'\    - 

~-l   )  ~ 
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Gehen  wir  uunmehr  zur  Betrachtung  des  ersten  Falles  der  linofi- 
ren  Transformation  iiberj  in  welchem 

a,^l,     et,  =0,     i^  =  0,    b^  =  l{moA.2) 
war,  nehmen  an,'  dass  a^  von  Null  verschieden  ist,  unterwerfen  femer 
den  Bruch  —  der  Bedingung,  dass  er  sich  in  einen  ICettenbruch  von 
nur  drei  Elementen  von  der  Form 

-°r-P+  1 

'  +  ■' 

entwickeln  lässt,  und  setzen  endlich  fest,  dass  i^  und  b,  Nenner  und 
Zähler  des  vorletzten  Näheruiigswerthes  dieses  Kettenbruches  sein 
sollen,  so  wird,  da 

öi  =  r(2)S+l)+p,     6i=J'$+  1, 

»(i  =  »-g+lj  ^0  =  9 

ist,  und  die  Transformationszahlen  den  obigen  Congrueuaen  genügen 
sollen,  q  gerade  sem  müssen,  während  p  und  r  zu  gleicher  Zeit  ge- 
rade oder  ungerade  sind.  Nun  ersieht  man  aus.  den  Gleichungen  (9) 
und  (10)  unmittelbar,  dass,  wenn  p  und  r  gerade  sind,  die  erste  ant 


ausgeübte  lineare  Transformation 


den  Werth  der  (p  -  Function  unverändert  gleich  gs  (t')  lässt,   während 
die  zweite 

I         ^    0  I 


denselben  in 

verwandelt,  und  die  dritte 


-3    1   I 


1    —1-  I 

0        1  1 

diesen  Werth  wieder  rmverändert  lässt.     Da  aber  nacli  dem  Obigen 
die  resultirende  Transformation 

,;  1  0 

i  0  1  I' 

und  somit  der  3--Modul  t  ist,   also  der  Werth   der  zugehörigen  ^- 
Function  g)  (r),  so  folgt 

(11) <? (O  =  -P  (~:^) -^     ^    y W; 

und   ebenso   werden,   wenn  p  und  r  ungerade,  die   der  Eeilie  nach 
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durch  die  drei  Transformationen  gelieferten  Wertlio  der  91-Fuiic- 
tionen 

iind  es  ergiebt  sich  somit  für  diesen  Fall 

(12) <p  iy')  =  9  {-i^'h)  ^  e~^<P  i-^)  ■ 

Um  nun  für  die  Ausdrücke  (11)  und  (12)  eine  gemeinsame  Form 
zn  erhalten,  leitet  man  aus  der  zum  ersten  Transformationsfalle  ge- 
hörigen Gleichung  für  die  Integral  moduln 

durch  Wurzelansziehung  die  Gleichung  ab 

in  welcher  s  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeutet,  und  es  folgt 
dann  für  den  Fall,  dass  p  und  r  gerade  waren,  aus  der  zuletzt  er- 
haltenen Gleichung  .und  Gleichung  (11),  dass 


ist;  da  aber  die  Oonginienzen 

h^  =:  «n  +  1  (mod.  2)     und     ß„  —  1  =  0  (mod.  8) 
oder 

6y  =  fl„  +  1  (mod.  4)     und     «„  —  1  zis  0  (mod.  4) 
zu  gleicher  Zeit  stattfinden  müssen,    wie  aus  den  oben   ermittelten 
Werthen 

«„  =  }■  3  +  1 1     ''()  ^  $ 
unmittelbar  hervorgeht,  so  folgt 

in  Form  des  Jacobi'schen  Zeichens.    Ebenso  wird  im  zweiten  Falle, 
in  welchem  p  und  r  ungerade  sind, 

und  daher  wegen  des  gleichzeitigen  Bestehens  der  Congruenzen 
a^-\-  1—2  (mod.  4),     h^  =  ö„  ~  1  (mod.  8) 

oder 

fl^  _|_  1  i^  0  (mod.  4),     \  =  aa-~  l  (mod.  4) 

wiederum 

£  =  e  =  y-^)  ■ 

Wir  erhalten  somit  für  diejenigen  von  Null  verschiedenen  Werthe 
von  (/„  und  «I,  für  welche   die  Kettenbrachsentwicklung  von  —^  nur 
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aus  drei  Gliedern  besteht,  vorausgesetzt,  dass  die  beideo  andern  mit 
ÖQ  und  t(|  zu  dem  ersten  Transformationsfalle  gehörigen  Zahlen  &„ 
und  Z),  Nenner  und  Zähler  des  vorletzten  Näherungsbruches  liedou- 
ten,  den  Ausdruck 

und  unter  denselben  Bedingungen  für  die  fünf  andern  linearen  Trans- 
formationen, wie  entweder  unmittelbar  genau  nach  der  eben  durch- 
geführten Methode  oder  aus  der  eben  gefundenen  Gleichung  mit  Hülfe 
der  Substitutionen 

TT  +  1     und 

und  der  Gleichungen  (3)  bis  (7)  folgt,  die  entsprechenden  Trans- 
formationsformeln, denen  wir  die  obige  noch  beifügen; 

I.  aa  =  'i,    O|=0,     ba  =  0,    &,  eis  1  (mod.  2) , 

II.  a,  =  0,     (J,""!,     J,  ssl,     i,  =  0(mod.2), 

(1") »'(I^f^^')-©'^'*"'"'*«. 

in,     o,  =  1,     o,  sl,     S,  =  0,     6,  s  1  (mod.  2), 

('■') ''L7^)-ü«'      IfW 

IV.     o,=  l,     a,-=l,     \--^1,     6,  =  0  (mod.  2), 

m A^^:^)  =  ^''-'^'-m- 

V.     (1,  =  1,     o,  ™0,     i,  ssl,     S,  =  l(moa.  2), 

(17) V  ß'-^^)  -  r'<"*'-4'' 

VI.     «0^0,     ß,  -^  1,     6„  =  1,     &,  =  1  (raod.  2), 

(1^) '^{t7^)-(iy'^-\'i„- 

Es  soll  nunmehr  die  Richtigkeit  dieser  Formeln  für  alle  von 
Null  verschiedenen  Werthe  von  «„  und  «i  durch  den  Schluss  von  n 
auf  n-\-l  nachgewiesen  werden,  jedoch  noch  immer  mit  der  Be- 
schränkung, dass  6q  und  6,  Nenner  und  Zahler  des  vorletzten  Nähe- 
rungsbruches der  Kettenbruchs entwicklung  von  — *-  sind,  wobei  es 
genügen  wird,  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Gleichung  (13)  nach- 
zuweisen, da  die  Behandlung  der  andern  Fälle  wieder  entweder  genau 
ebenso  durchzuführen  ist  oder  sich  durch  die  oben  angegebenen  Sub- 
stitutionen mit  Hülfe  von  (13)  vornehnjen  IHsst. 
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Sei  also  zuerst  für  solche  a^,  «i,  \,  i,,  für  welcho 

"  +  h 

()„  und  6|  Zsihler  und  Nenner  des  vorlotzteii  Näherungsbruches  be- 
deuten ,  und  die  Anzahl  der  Theiluenner  eine  ungerade  ist  *) ,  die 
zwischen  der  transformirten  und  der  ursprünglichen  93-Function  statt- 
findende Relation,  wenn  jene  vier  Transformationszahlen  zu  dem 
ersten  linearen  Transformationsfall  gehören,  die  folgende 

so  soll  nachgewiesen  werden ,  dass  auch  dieselbe  Relation  statthat 
für  diejenigen  Transformationszahlen,  a^',  a{,  h^,  b{,  für  welche 


b„'  und  6|'  den  Nenner  und  Zähler  des  vorletzten  Näherungswerthea 
dieses  Kettenbruches  darstellen,  und  die  übrigens  auch  den  Bedin- 
gungen des  ersten  Tran sformationsf alles  genügen. 

Nun  folgen  aber  aus  der  Vergleichung  der  beiden  Kettenbrüche 
in  Folge  der  für  die  Zahlen  bg,  6^,  &„',  ö/  gemachten  Voraussetzun- 
gen die  Beziehungen 

a,{^u{ta,  +  &i)  +  '*i  a^'=ii{ta^-\-h^)-\-a„, 
und  es  werden  daher,  da  a^  und  6,  der  Voraussetzung  nach  ungerade, 
a^  und  fifl  gerade  sind,  und  die  neu  eintretenden  Transformations- 
zahlen ebenso  beschaffen  sein  sollen,  t  und  u  gerade  sein  müssen, 
und  die  zur  weiteren  Reduction  auf  die  einfachste  lineare  Substitution 
erforderlichen  Substitutionen 

I  1     0    I      I    1     —  M  I 

I  —  ;    1  I    j  0        1  I 
werden  somit  bei  Benutzung  der  Gleichung  (13)  den  folgenden  Aus- 
druck für   die   aus    allen  Transformationen  resultirende    9) -Function 
liefern 


•)   was  nach  Früherem  keine  Beschränkung   iet,    ix 
Theilnenner  anch  stets  durch  zwei  solche  eraetzen  kann. 
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^~-,  —  ^M,     also     a„  ^  ö,/  —  M^„' 
unü  dm-eli  Eiusetzen  des  Werthes  von  «„  in 

b;.=  ta,  +  b, 
sieb 

6„_S„'—  '(««'—"V) 
ergieU,  _^_^      ___  ^^__ 

e"T^  •  8  •"  '•  '■  ■  e"^   IP  (^L^)  -  »  W , 
worin 
C==i  — 2a„'Vw  +  V^M^— /<^  +  2a;V'«  — V^M  — V''''*''  =  '^(™od.  16) 
und  daher 


^(^f7^)=(:o«-^'.« 


und  zu  demselben  Resultate  gelangt  man,  wenn  man  «q,  «,,  i,,,  b, 
die  den  fünf  andern  Tr an sformationaf allen  entspreclienden  Trans- 
fer mationszahlen  bedeuten  lässt,  für  welche  die  Richtigkeit  der  Glei- 
chungen (14)  bis  (18)  nachgewiesen  ist,  wenn  nur  a„',  a{',  hf,',  h{  in 
den  ersten  Transformationsfall  gehören. 

Um  somit  die  aligemeine  Gültigkeit  der  oben  aufgestellten  Trans- 
formation sbeziehungen  der  5)-Functionen  nachgewiesen  zu  haben,  wird 
es  nur  noch  nöthig  sein,  uns  von  der  Beschränkung  frei  zu  machen, 
dass  ffj  und  &,  Zähler  und  Nenner  des  vorletzten  N aber ungs werthes 
des  Kettenbruches  -'■  sind,  und  sodann  noch  die  Richtigkeit  jener 
Formeln  für  verschwindende  a^  und  «d  nachzuweisen.  Setzt  man 
nun,  um  die  erste  Beschränkung  zu  beseitigen,  in  die  Gleichung 


T  -}-  2  k  für  T,  worin  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  so  erhält 
man  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (8) 

oder  da 

2Ä-üfl^  =  2A  (mod.16) 
ist, 

d.  h. 

für  alle  b„  und  ft,,  welche  der  Gleichung 
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genügen,  cla  alle  Werthe  von  &„  und  6,,  wenn  sie  dem  ersten  Trans- 
fer mationsf  alle  angehören  sollen,  in  der  Form  enthalten  sind 

\  —  21cao,  61  — 2^ß|, 
vorausgesetzt,  dass  b^  und  b^  selbst  Nenner  und  Zähler  des  vorletzten 
Näherungswerthes  des  Kettenbruehes  —  bedeuten;  und  genau  so  folgt 
die  Gültigkeit  der  Gleichungen  (14)  bis  (18).  Es  bleibt  somit  nur 
noch  die  Frage  zu  erledigen,  welche  Form  der  Ausdruck  für  die 
transformirte  (p-Function  annimmt,  wenn  Zahler  und  Nenner  des  vor- 
letzten Näherungswerthes  von  —  nicht  in  den  ersten  Transforma- 
tionsfall gehören;  unter  dieser  Annahme  müssen  jedoch  die  vier  Trans- 
fer mationszahleu ,  da  «u  ungerade  und  «j  gerade  sein  sollen,  dem 
fünften  Falle  der  linearen  Transformation  angehören,  und  es  wird 
daher  für  diese  die  Gleichung  statthaben 


g,  {^J^)  =     ~'^'^   -'^-^■ 


Wird  nun  hierin  r  —  {ßk —  1)  statt  t  gesetzt,  so  erhält  man 
\-«o(r-(afc-l))^        -i-"..^  tp  (■,  -  {U  -  D)  _   _i£^_iHr 


\a,  (t  ~  (2  fc  -  1))  —  p,J  ^{t  -  (2^;  -  1)) 

oder  da 

~{2k  -  1)  =  V  —  1  —  (^ Ä  —  1)  «(.^  {™«''  ■  16) 
ist, 

nun  sind  aber  offenbar  alle  in  der  Form 

fc(i  +  (2ft-  l)ao,     6i-f{2^— l)a, 
enthaltenen  Zahlen  sämmtliche  Lösungen  der  Gleichung 

»(,61  — a,&„=  1, 
welche  dem  ersten  Transformationsfalle  angehören,  und  es  ist  somit 
die  Ausdehnung  der  Gleichung  (13)  auch  auf  diesen  Fall  nachgewie- 
sen; dasselbe  folgt  für  die  Gleichungen  (14)  bis  (18),  und  es  bleiben 
somit  zur  vollständigen  Erledigung  der  Frage  noch  die  beiden  Fälle 
zu  behandeln  übrig,  in  denen  a^  oder  (t,  den  Werth  Null  haben,  also 
die  beiden  Transformationen 

I        "    +  1    I  1  +  1         0  I 

. ,        ■ ,         und  ,       ,    ,     , 

1  +  1  &|   I  I        ^0   +  l  1 

für  welche  die  entsprechenden  Transformations  formein  der  ^i-Func- 
tion,  wenn  man  die  Gleichungen  (6),  (7)  und  (8)  berücksichtigt, 
folgend  er  massen  lauten : 


■pW, 
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<p  ^  I      _  .  ]  ^  ^  ft  ^  6|)  ^  i/f  (t),  wenn  b^  gerade, 

'=--r-:,  wenn  bi  ungerade, 

die  somit  als  Transformationen  des  zweiten  und  sechsten  Hauptfalles 
in  den  Gleichungen  (14)  und  (18)  enthalten  sind,  und  ebenso 

ip  f  "v^i  y  ^  q'  (^^  -p  ^u)  ^  ß      ^    9  (y)i  wenn  6y  gerade, 

=  e      ^     ^  ,',  ,  wenn  bn  unir erade , 

welche  als  Transformationen  des  ersten  und  fünften  Hauptfailes  durch 
die  Gleichungen  (13)  und  (17)  gegeben  sind. 

Wir  fügen  unmittelbar  hieran  noch  die  Tran sformatioosfor mein 
der  ^-Function,  die  aus  den  Gleichungen  (13)  bis  (18)  mit  Hülfe 
der  Beziehung 


abgeleitet  werden  köni] 

(19)  .  . 

(20)  .  . 

(21)  .  . 

(22)  .  . 

(23)  .  . 

(24)  ,  . 


f(-  !)-*(') 


*(- 


T-  bJ  \hJ^  V,  (: 


Wir  wollen  endhch  noch  eine  dritte  in  der  späteren  Theorie  vor- 
kommende eindeutige  Function  des  ^--Moduls  einführen  und  die  linea- 
ren Transformationsformelri  dieser  entwickeln.     Da  nämlich 

»{  =  jr  0^  Äj  ».^  =  JT  Y  fli  ■  fcc^ 
ist,  und  nach  den  Formeln  der  neunzehnten  Vorlesung 

war,  so  ergiebt  sieh 


(26)  . 


/",- 


ili 

{a  +  ii  II +  f){i +  !•)■■■)' 
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Ferner  ergiebt  sich  aus  eben  jeueu  Formeln 


und 


L-ä-^äh 


woraus  nach  einer  leichten  Rechnung,  wie  sie  in  jeuer  Vorlesung 
genau  in  derselben  Weise  bereits  angestellt  worden*), 

(26)    V^,^2pq  {{\  -  2)  (1  +  2^)  (1  ~  q')  [\  +  3^)  .  .  ■}" 

folgt,  so  dass 

(27)....      ^S^  =  ,„^-^--^-^-^^-^.-^ 

_  r'2  ■  5*  {(1  ~  4)  (1  +  «■)  (1  -  2*)  (1  +  9') . .  •>' 
ist,  und  da  sich,  wie  in  derselben  Weise  zu  sehen,  auch  die  Werthe 
von  f)  (r)  und  ^  (r)  in  die  Form  setzen  lassen 

(28)  V  (.)  =  Y2.gi{(i+  s')  (1  +  s<)  .  .  .}'  (1  -  «)  (1  -  9>)  . . . , 

(29)  *  (.)  -  (1  +  t)  (l  +  q')  ...  {(1  ~  s)  (1  -  s')  ...}', 
sü  folgt,  dass 

(30) I  (i)  -  »  (i)  .  *  (.) 

ist,  und  es  wird  sich  jetzt  um  die  linearen  Try.nsformationsformeln 
dieser  eindeutigen  Function  von  t  handeln. 

Nun  folgt  aber  aus  den  Gleichungen   (3),  (4),  (6),  (7)  vermöge 
der  Gleichung  (30)  unmittelbar 

(32) x(-4)=^W' 

und  ebenso  ergeben  sich  für  die  sechs  Fälle  der  linearen  Transfor- 
mation aus  den  Gleichungen  (13)  bis  (24)  die  nachfolgenden  Be- 
ziehungen 

I.     M,=  l,     «1  —  0,     6o  =  0,     6,  =  !(mod.2), 

*)  wenn  man  mir  die  einfach  herzuleitenden  Identitäten  berücksichtigt 

ä  <•  -  »"•+")  -  n  (•  - »"')  n.  (■ + "'•) 
n.  (.  -  «'-■)  n-  (' + -f)  ~  A  j  _|^i^, . 
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II.     o.ssO,     o,  =  l,     tjüsl,     S,  =0  (moc).2), 

m.     <t„^l,     «,=-1,     &o  =  ^.     &i^'   (inod.2), 

A\rt,t  —  &,  /      qiCi)'  vv  ' 

IV.     a^^\,     a,  =  1,     fco=l>     ?.;  =  Ü  (mod  .  2), 

■V.     ß„  =  l,     «1=0,     lo  =  ^>    ?',  33  1  (mod  .2), 

VI.     rt(|  =  0,     «1  =  1,     fco  =  l,     0,=:^  1   (niod  .2), 

Wir  werden  in  der  nachfolgenden  Theorie  der  Modularg] eichun- 
gea  die  Untersuchung  nothig  haben,  wie  sieh  die  91-Function  eines 
•&-Moduls,  der  entstanden  ist  ans  der  suecesaiven  Anwendung  einer 
linearen  Transformation  und  eines  zur  Transformation  n'""  Grades 
gehijrigen  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  ausdrücken 
lässt  durch  die  y-Function  des  unmittelbar  durch  einen  der  Repräsen- 
tanten transformirten  fl--Modu]a,  und  es  bedarf  keiner  weiteren  Aus- 
einandersetzung, dass  diese  Aufgabe  durch  die  am  Schlüsse  der  drei- 
undzwanzigsten Vorlesung  angestellten  Betrachtungen  bereits  voll- 
ständig gelöst  istj  da  die  Grössen  u,  x,  u  sowohl  als  auch  die  Trans- 
formationszahlen der  linearen  Transformation  «,  ß,  y,  S  bestimmt 
sind,  und  in  den  Formeln  (13)  bis  (18)  dieser  Vorlesung  die  Eedue- 
tion  der  ly-Function  für  eine  auf  den  Modul  angewandte  lineare 
Transformatdon  gefunden  ist.  Wir  brauchen  jedoch  später  vorzüglich 
die  Lösung  dieser  Aufgabe  flir  die  zwei  Fund  amen  talfälle  der  linearen 
Transformation,  für  welche 

ß„==l,     ffj  =  ^-  I,     f-i,  =  0,     61  =  1, 
«„  =  0,     «,=-  —  1,     ^0  =  1,     6|=0 
ist,  von  denen  die  erste  den  Modul  t  in  ,  die  zweite  denselben 

in  —  —  verwandelt,  und  entnehmen  aus  den  Formeln  der  dreiund- 
zwanzigsten Vorlesung,  wenn  wir  dort  16 1  statt  %  und  16  a;  statt  x 
setzen,  indem  wir  nur  den  Fall  dos  ungeraden  «  behandeln,  für  wel- 
chen die  Repräsentanten  in  der  Form 

I  16  g  f\ 


yGoosle 


Theorie  der  Henoite'soiisn  qf-Funetioii.  119 

dargestellt  waren,  dass,  da  t  und  f  ungerade  Zahlen  bedeuteten,  und 
M  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 

a„t-\-lßai^    und     «,(' 
ist,  auch  ti  und  u   ungerade  sein  werden,  dasa  aber  ferner,  da 


ist,  im  ersim  Falle 

«0  ungerade,     w,  ungerade,     /5^  ^n  0  (mod  .  16),     /3,  ungerade, 
im  aweiten  Falle 

Ko  =  0  mod  16,     a,  ungerade,     ß^  ungerade,     /3,  =0  (mod  .  16) 
sein  wird,  und  dass  somit  nach  den  BcKiehungen  (lö)  und  (14) 


9  \ 


aein  wird;  bemerkt  man  nun,   dasa  nach  den  bekannten  Operations- 
regeln für  das  Jacobi'eche  Zeichen  und  dem  Satze,  dasa 

ist, 
und 
ist,  so  folgen  die  später  in  Anwendung  liommenden  Formeln 

und  _  (-.)"(—.—) 

(.34)  ...      (f)  ,  (*ili),r_'" ')  =.  O  ,  (-"--"-), 

in  denen  m,   x,  u'  durch  die   in  der   dreiundz wanzigsten   Vorlesung 
gegebenen  ÄuadrUcke  feat  bestimmt  sind.*) 

*)  Setzt  man  (  ^  1  und  i'  =  n,  ao  werden ,  wie  aua  der  di-eiuudawanKig- 
sten  VorleBuug  hervorgeht,  die  GröEeen  m,  m',  x,  «„,  a„  ßc,  |?i  den  Gleichungen 
.  genügen  mÜEsen 
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Wir  stellen  uns  nimmehr  die  Aufgabe,  für  die  Werthe  der  zu 
den  Repräsentanten  einer  Tvaiisformation  w""  Grades  gehörigeu  ip- 
Functionen  andere  analytische  Ausdrücke  zu  finden,  die  uns  un- 
mittelbar durch  die  in  der  letzten  Vorlesung  entwiebelte  Trausfor- 
mationatheorie  geliefert  werden.  Nach  der  dort  gefundenen  Beziehung 
(34)  nämlich  war 

j/JÜ  =  (p^c)"  { sin  coam  ('"5)  sin  eoam  (^-^)  ...  sin  coam  ("  -'^  --  -^)  j  , 

I  n  relativ  prime  Zahl  bedeutete, 


war,  wcuu  pt'~  q.lQ^  und  qt  ebenfalls  relativ  prini  waren,  und 
endlich  ]/k  und  t/c  jene  eindeutigen  durch  die  Quotienten  der  &- 
Functionen  gegebenen  Werthe  vorstellten;  durch  Quadratwurzelaus- 
ziehung  erhält  man,  wenn  ausserdem  m  =  2  gesetzt  wird, 

t'i  -  (pl)'  sin  c«m  i^  sin  co»m  *-'   .  .  .  «o  coam  -"=iÜ , 

und  wenn  man  festsetzt,  dass  das  Zeichen  von  yc  so  genommen 
werden  soll,  dass 


16a:B„  +  «'ß„"=—  1 

und  es  wird  u  als  grösstei  gemeiasamer  Theiler  zwiBehen  16^  und  n,  voraus- 
gesetzt dass  H  eine  Pnmzalil  ist,  die  Einheit  sein,  während  «'=:  n,  a^  =  I6|, 
a,  =  n  wird     und  es  lleiben  Uiher  nur  die  Gleichungen  zu  befriedigen 

IS  i    16  s  4-  r  Po  =  —  1     und    16  «  +  ^1  =  0 ; 
hierau    gellt  hervor    da^   wenn  «^=1  sein  soll,   d.  h.  wenn  die  resultirende  ^- 
Funüti  n   zu   demselben  Eeprasentanten   gehören   soll,   dem   die  KU   Grunde   ge- 
legte qi  Punctioü  angehört 

[16g)i  +  nß,=-  — 1     oder     l  +  (16  |)' =  0  (mod  .  «) 
sein  mma    d  h   es  muas  —  1  Rest  von  n,  also  »  ^  4  m  -f  1  und  16  ^  die  Aul 
lösung  der  Longtuenz 

*.'  =  —!  fmod  ii) 
sein     da   diese   Longruenz  jedoch,  wenn   n  eine  Primzahl  int,   nur   zwei  incon- 
gruente  Auflosungen  ^,  und  —    ,  bat,  so  werden  nwr  zwei  Werthe  von  |,  n^m- 
lii,li  diejenigen    welche  den  bellen  Gleichungen 

16  g  =  «,  +  i,  .  n     und     16  ^  =  —  a,  +  ft  ,  »i 
genügen  und  z  igleich  <^  n  sind    so  beschaffen  sein,  daas  a;=^|,  m  =  1,i*=«- 
wird    disfi  also  di    Lesung 

übergeht  in 

da  n  von  der  Form  im  -}-  1  sein  musstu. 
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ist,  und  in  diesem  Falle  der  entspreche ii de  Werth  von  j/k  mit  v 
bezeicLnefc  worde,  so  ergiebt  sieh 

,Dr^  t^/~\'^       ■  2  IJ        -  4  JJ  -  («  1)»] 

(^5)   V  ^  \y  c)    sm  coam  — -  am  coam  -    '   ...  sin  coam  -^ -■ 

Da  aber  ausserdem  sich  Werthe  der  vierten  Wurzel  aiis  dem 
trän sformir teil  Integralmodu!  als  eindeutige  9>-Funetionen  der  trans- 
formirten  S'-Modiiln  darstellen  lassen  in  der  Form 

(36) ^*=v(^i=jy), 

wenn  die  zugehÖnge  Transformation  durch  das  öchema, 

I  16 1   ;'  I 
bezeichnet  wird,   so  fragt  es  sich,   wie  die  offenbar  nur  durch  das 
Vorzeichen  unters chiedeneu  Werthe   (35)  und  (36)   sieh   zu   einander 
verhalten.     Betrachten  wir  zuerst  alle  in  der  Form 

I        ^    **1 
I  1Ö|    n\ 

enthaltenen  Rep  r  äsen  tun  ten,  so  wird  man  nach  Friilierem  in  (35) 

,_|(r-16|) 

setzen  dürfen  *)  und  erhält 

*)  Es  liedarf  noch,  einer  ii&heren  Begründung,  weshalb  dieser  Werlh  von 
ij  in  (35)  gesetit  werden  darf,  oder  vielmehr  es  muaa  gefragt  weiden,  ob  alle 
andern  Werthe  von  ij,  welche  für  diesen  Repräsentanten  in  der  Form 

•j  =  ^li'f-ieas+g'^] 

enthalten  sind  den  Weith  lon  v  nicht  <uidern,  waa  lus  dei  Tianstoimations- 
theorie  tur  ]  I  unmittelbai  erticlitlicli  wai,  für  die  (Jua,diatTiurzeI  diis  /'s:  aber 
folgen  dorm  absen   eingesehen  werden  k^nn      Ei  ibt  iiamhch  nich  dei  Definition 


n  [pe,  +  qm  -  --  ~^)  ==  mn  coam  g»  — —-^  , 
n  (2^,0,  +  '^  9<o '-^)  =^  Bin  coam  29.  ^-^?: 


^{^P'^+~1'^'-^) 


1  beröoksiehtigt,   dase 

pn  —  16  gg   und   q 

einen  gemeinsamoii  Theiler  haben  darf, 
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(37)  ,     V  =  {]/<!)    siti  coam  ro  '-^^ — -  sin  coam  2  i 


oder  dii 

w  —  1       I  —  16 1 
siii  coam  — ,-,-  w =  = 


/oo\  /^/-i"     ■  <or—  16S.  2(01—  161.  3&ir-ie; 

(.-58)  w  =  (^c)    sin  coam sin  coam  -— sin  coam  — -- 

m—  1    a,    T  -  16£ 
. . ,  siu  coam  - — - —  -5 —■  • 

Dieser  Ausdruck  (38)  soll  nun  mit  dem  Wertbe 

verglichen  werden,  in  welchem 

S  =  e      ,     r  =     -  -^  -^- 

zu  setzen  ist,  und  zwar  genügt  es,  «dieselben,  da  sie  sich  nur  durch 
das  Vorzeichen  .unterscheiden  können,  für  den  speeiellen  Werth  c  =  0 
zu  prüfen.     In  diesem  Falle  ist  aber,  wie  früher  gezeigt  worden, 

a  ^27t,     ca'=  cc,     a  ^  0,     q'  ^  0, 
und  (ia  nach  den  Produetentwicklungen  der  neunzehnten  Vorlesung 
(40)     sin  coam  ^=:^q^cosx  ff„  _J^±lI^^l^±^. 

für  unsere  Annahme  in 

(41) lim  sin  coam  ^  =--=  lim  -■=  q'  cos  3: 

übergeht,  so  wird,  wenn  in  (41)  statt  x  der  Reihe  nach 


1-9.   3  ■  «^ g—  ■  '1 

nach  dem  Modul  1*  geDOmmen  die  — - —  verschiedenen  Eeete 

laöBeu,  durch  MuHiplication  dei'  ohigen  Gleichungen  die  Beziehung 


welche  zeigt,   dass  der  oben  gewählte  Werth  für  jj  dem  Prodnct  det 
aUo  dem  v  denselben  Werth  giebt  ala  der  allgemeine. 
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'-,       2« 


gesetzt,    die    so    entstehenden    Ausdrücke    mit   einander   multiplicirt 
werden  und 

lim  cos  I  '  ~  "  t,  cos  2  i  ^,"i  ■  •  ■  cos  — ^-t  i  '  "J"  ^    mit  P 

bezeiclinet  wird,  nach  (38) 

(42) lim  1.  —  lim  (/f)"^-^,  ■  (j))^  P 

(/«)— 
sein;  da  aber  j/ c   der  durch  gj  (r)  definirte  Ausdruck  sein  sollte,  der 
für  uiisern  Fall  in 

2*  lim  (f 
ü!>ergeht,  ferner 

lim  //  c  =  lim  -=^  =  2  r^ 
uüd  daher 


ist,  so  f'oJgt  aus  (4^) 


(43) lim  »  =  lim  2"'  j»  f  —  lim  gn  «   •     P, 

welcher  Ausdruck  mit  dem  aus  (39)  sich  ergebenden 

(44)  .  .     lim  ,>  (-' "-"A)  _  lim2!gi»,lim2*eT(^^') 

zu  vergleichen  sein  wird. 
Nun  ist  aber 

..a---:'fj,     -„.{/-"'), 

lim  CO.  »«  (:^  ~J5l)  _  lim  •-— -— ±;-  -         " -- 

=  lim^ ^ ll  +  /""'-     ."    -'7  _  HmiT    ^"^^'  , 

also 

,.    „    ,.     1    -(1+1+.+,..+^)  (•--iU)„     ,.    -^-('-"i^'' 

um  P  =  lim  -^—j  e    ^  ^   ^  ^     "     -^      =  iim 

und  daher  nach  (43) 

(4ß)     limt,-  lim2*eT-.e-"Bi-"'./"-.-£"_]i^2J„1'r    g    -,-"_ 
so  dass  nach  (44) 

lim  V  =  lim  9  \^^^ '  ) 

wird,  und  daher  für  jedes  z 


y  Google 


224  SiebemiiKiKwauaigHto  Vorlesimg. 

(46) .„^(-IZliH); 

es  fällt  somit  der  für  den  Uepräsentanteii 

I        ^    "^  I 
I  16  I   M  I 

durch  die  Transformationatheorie  gegebene  Werth  von  j/k  mit  dem 
durcb  die  qs-Function  für  den  traüsformirten  d'-Modul  gelieferten  zu- 

en  durc 

I  w   0  I 

I  0    1  I 
dargestellten  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen,  so  darf 
man  nach  Früherem 


setzen*),  und  die  beiden  mit  einander  zn  vergleichenden  Werthe  sind 
dann  in  der  Form  enthalten 

(47)     V  =  (}^c)    sin  coam  —  sin  eoam  —  ■  ■  -  sin  eoam  -^^ — 

nnd 

(48)^.  ■  .  .  -f  K)  =  9  («0  =  2'  »■'  HiiUlt:- 

zu  setzen  ist.  Um  die  Ausdrücke  (47)  und  (48)  wieder  für  unend- 
lich kleine  c  mit  einander  zu  vergleichen,  setze  man  in  (41)  der 
Reihe  nach  für  x  die  Werthe 


und  erhält 

lim  sin  coam       sin  eoam  - 


H„Lii(4c 


also,  da 


*)   wobei    auch   hier  wie   oben    zu  bemerken,    dass   der   allgemeine   Werth 
von  ^ 

fP±?^)-fe. +  •-)!. 

worin  p  und  gw  zu  einander  relativ  prim  sind,  für  v  denselben  Werth  liefert, 
wie  wenn  für  -^  der  eine  in  dieser  Form  enthaltene  Werth  —  gesetzt  wird. 
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(49)  ...     cos  ?^  cos  ~-  ■  ■  ■  cos  '''~''"'  =  («)  ^  *) 
isi,   worin  f- J  das  Jaeobi'sche  Zeichen  bedeutet, 

(50)  ....     lim  V  =  lim  (|)  2"^  q^  =  lim  (-^)  2*  e~^ , 

während  aus  dem  oben  aufgestellten  iusdrueke  für  tp  (t')  die  Glei- 
chung folgt 

(51) lim  q)  (nr)  =  lim  2*  c~^ 

und  daher  die  Beziehung 

(52) «-©?>(»i); 

die  beiden  Werthe  fallen  also  zusammen,  wenn  das  Jaeobi'sche 
Zeichen  der  positiven  Einheit  gleich  ist,  während  sie  sieh  durch  das 
Vorzeichen  unterscheiden,  wenn  das  Zeichen  den  Werfch  —  1  hat. 

Diese  beiden  speciellen  Fälle  der  Repräsentanten  nicht  äquiva- 
lenter Klassen  werden  uns  die  Möglichkeit  geben,  die  Vergleichung 
der  durch  die  Ausdrücke 

(53)     V  =  (j/e)    sin  coam  —  sin  coam  —  ■  -  ■  sin  coam — 

und 

(M) ^  =  ^(tl=^) 

gegebenen  Werthe,  welche  zu  dem  allgemeinen  Schema  eines  Reprä- 
sentanten 

*)  Da  Dümlich  fflr  ein  ungerades  n 

ist,  80  wird,  wenn  man  x  ='  i  setzt, 
■     1)  Mr  m  ~  4  r  4-  1 


3  nachdem  n  von  der  fürui  d  p  -\-  ]  oder  8ji  -|-  ^  '**■  "^^ 
9)  für  «  =  4  !■  -f  3 


cos  ^  cos  -*.'^  -  .  ■  cos  <"  ~  ^J  "  ^  + 
je  nactidein  n  von  der  form  8  p  +  7  oder  Sp  ~\-  3  ist. 
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f   0 

W !l6M- 

gehören,  anzustellen,  wobei  wir  wieder  voraussetzen,  dass  die  Trans- 
formationszahlen  nicht  alle  einen  gemeinsamen  Theiler  haben.  Statt 
diese  Transformation  (k)  anzuwenden,  wollen  wir  nach  einander  die 
beiden  durch  die  Schemata 

U    0  I  I        10  1 

|o  l|    ™^     il6i    H 
repräsentirten  Transformationen  ausführen.  Die  Anwendung  der  ersten 
Transformation 

(^^ 1  0  1  I 

giebt,  wenn 


,  und  der  dem  obigen  v  analoge  Werth  der  vierten  Wurzel  aus 
dem  neuen  Integral oiodul  mit  w  bezeichnet  wird,  die  (Jieichung 

(55)  .     w  =  (/c)   sin  coam  (y,  c)  sin  coam  (-^,  c)  ■  ■     ain  coam  (-^  j,  c)  , 

während  der  durch  die  eindeutige  Function  des  neuen  ^Moduls  defi- 
nirte  Werth  eben  dieser  Grösse  nach  dem  Vorigen  durch 

(I)» 

dargestellt  sein  wird. 

Bezeichnet  man  nun  die  Perioden  des  durch  die  Transformation 
[ß)  erhaltenen  Integrales  mit  cjj  und  ta,',  den  zugehörigen  Infcegral- 
modul  mit  A  und  den  transformirten  *-Modul  mit  t,  ,  so  wird  nach 
den  obigen  Ausführungen  die  nunmehr  angewandte  Transformation 

I         '    "^  I 

(>') [  16  I    f  I 

für  den  durch  die  eindeutige  Function  des  ö'-Moduls  definirten  Werth 
von  yk  den  folgenden  in  der  Form  des  früheren  v  sich  darstellenden 
Ausdruck  ergeben 

(56)  .    yk  '^  \  (-J  w     sin  coam  (üj,  ^'  ~^.  —,  Aj  sin  coam  [2  m,  — — y — -,  i-j  X 

/«  -  1         i,  —  IS  I      A 
■  -  ■  sm  coam  1 — ^—  o,  --' — r—  --,  AJ, 

indem  (-r-J  w  den  durch  die  eindeutige  i'unction  des  ^-Moduls  defi- 
nirten Werth  von  j/J  giebt,  oder  da 

T^i  =  tr,     tt'='n,     G)  ^=  tato^, 
wenn    a    den    Multipiicator  der   ersten   Transformation    bedeutet,    die 
Gleichung 
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(57)  ]/^=y(yc)   ( sincoamf  ^,  clsincoamf-^,  cj  . . .  sin  eoam  (_ — -■  -     ,  cjl  > 
Sin  coani  [ -,  AI  sin  coam  l ■ ,  Ij X 


. .  siii  coam  I 


Nun  ist  aber  nach  den  Gleichungen  (44)  und  (46)  der  sechs- 
und zwanzigsten  Vorlesung,  wenn  »;  ==  1  gesetzt  und  mit  r  irgend 
eine  ganze  Zahl  bezeichnet  wird, 

t..a„(~''-"i,l) 
sin  coam  g  *--'^^,  i)=   -  J^  i^J\y     x 

(  .  ,        /       it  — 16|     \i 

I  ■"'""■(t-V     I 


.in- m  (■■„''- 

-1^^        ."l 

■     ■     '          .i..,«„(l^ 

i"-) 

und  nach  den  Additionsformeln  der  ^-Functionen 

~  ^  o  L  '■  -  '«T:(:ii)'':;fc:JiEjij  _  m 

r    /  it  —  ief  ,    M\1   .            r    /  Si  — 16  a       p\1 
=  sm  coam    ro  (^r =  _j_  ^j    gm  coam    ra  ^^»-  — ?  —  ^  H ; 

es  geht  daher  der  obige  Auadruck  (57)  in  den  folgenden  über; 

)8)  ?^ '=(-,-)  (f*^)  -  sin  eoam(_-T,  clsincoani(^-T-,  c)..,  sincoam(^  ^-  ^,  clx 

/     fi  — 16|      \    .              /(i     (i— 16£      \          .              (t'~i      ii  — lei      \ 
in  coam  \a ,  ej  sm  coam  \z  a ' ,  cj  . . .  sm  coam  \—ä-  " .  c)  X 

j  j  .11       sin  coam  io{i--~^ — ^^-j-  ^J,  c  sin  coam    ayr-^^^^ — - —  j\  c 
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oder  auch  in 


(59)      ^;t  =  (l)(/^cT         TT       sincoam(g(a^'~ '^^  c), 

e  =  i.s,...-y  - 
wie  leicht  ersichtlich,   wenn  man  erwägt,   dass  |  und  t  zu  einander 
relativ  prim  vorausgesetzt  werden,  und,  wenn  p  ein  Vielfaches  von  t' 
bedeutet,  die  Argumente  der  sin  coam  von  der  Form 


sind.    Sind  nun  t  und  16  i  relativ  jjvim,  so  wird  für  die  unmittelbare 
Anwendung  der  Transformation 

1 16 1  r\ 

nach  Früherem 

gesetzt  werden  dürfen,  und  es  geht  dann  die  mit  v  bezeichnete  vierte 
Wurzel  des  Integralmoduis  in 

(60)     V  =  (^^7)"  .  sin  coam  w  ^--^  sin  coam  2  «  ll^-L^  x 


über,  so  dass,  da  der  Ausdruck  (59)  die  Gfrösse 

i^y — 1^^) 

darstellt,  der  Ausdruck 

(«D «  =  (l)^(^^^) 

sieh  Blieben  würde.  Um  einzusehen,  dass  dieselbe  Relation  auch 
statthat,  wenn  t  und  16 1  nicht  relativ  prim  sind,  nehme  man  für 
ij  bei  Anwendung  der  zweiten  der  oben  bezeichneten  Substitutionen 

I        ^    '^  I 

1 16  i  f  I 

den  VVerth 

worin  pf— §.161  zu  qt  relativ  prim  sein  soll,  so  wird  in  dem 
vorher  erhaltenen  Ausdrucke  für  yli  das  Argument  von  sin  coam 

y  n  ^   t  J 

lauten,  und  yh  daher  vermöge  der  Eigenschaft,  dass,  wie  oben  t  zu 
16  I,  *hier 

pf  —  q  .  ^6^    zu    q  .  t 

relativ  prim  ist,  in  die  Form 
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(62)   l/t  _  (I-)  (P-eT        II       siu  ooam  j „  (?' t +J^i.'U) 

gesetzt  werden  bönnen,  welches  wieder  von  y-r-)  abgesehen  genau 
der  Werth  von  v  ist. 

Hieraus  folgt  allgemein,  dass  die  durch  die  Ausdrücke 

V  =  {p~cT  sin  coani  ^-  sin  eoam  \l'-  .  .  .  sin  c.oam  <-'^^-l?  "^ 
und 

v^  =  9  K — :r~^) 

gegebenen  vierten  Wurselwerthe  des  transformirten  Integralmodtds  in 
der  Se^iehung 

SM  einander  stehen;  die  oben  bewiesenen  speciellen  Fälle  sind  in 
diesem  allgemeinen  Satze  enthalten.  Um  die  ?7-Werthe  als  reine  q^- 
Functioneu  einer  Transformation  n'"^"  Grades  zu  erhalten  ohne  den 
aus  der  positiven  oder  negativen  Einheit  bestehenden  Factor,  wende 
man  auf  die  durch  das  Schema 

I         ^    '^  I 

dargestellte  Transformation  die  lineare  Transformation 

\    t    2h  \ 

I  16      m  \ 
an,  für  welche  2h  und  m  so  zu  bestimmen  sind,  dass 

(63) mt^ä2h=l 

ist',  und  erhält  dann  tlie  Transformation  n'-^"  Grades 
I       ^'  2Äi  I 

für  welche  die  q:)-Funeti(m  des  transformirten  r  nach  Gleichung  (13), 
wie  unmittelbar  zu  sehen,  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist 

und  diese  Ausdrücke  sind  somit  auch  die  Form,  in  der  sich  für  einen 
beliebigen  ungeradzahligen  Transformationsgrad  die  v  für  aämmtliche 
Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen,  in  welchen  die  drei 
Zahlen  |,  i,  f  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  dai^stellen  lassen. 
Wir  wollen  endlich  noch  untersuchen,  welchen  Werth  die  ip- 
Funetion  derjenigen  Transformation  annimmt,  welche  aus  der  sucees- 
siven  Anwendung  von  zwei  Transformationen  der  Form  (m)  hervorgeht 
oder  der  Transformation 

E:üiiigal>eigei,  eUipt.  Funct.  U.  9 
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I  16  2-1-  16  ip   mg -1-32  AI  I   |  16  g, -|-  16  |,jj,    m^q^  +32ÄJ,  |' 
worin  p,  q,  p^,  q^  zu  je  zweien  relativ  prime  ungerade ■  Zahlen  sein 
sollen,  unci  die  Zahlen  m,  h,  Mi,  h^  den  Gleichungen  genügen 
(65)    .     mp  —  S2h=l,  (66)  .     m,Pi  ~52h^  =  1. 

Indem  nun  der  durch  die  erste  Transformation  erhaltene  ^-Modul 
rj  sich  in  der  Form 

—    16  g+  16gy  —  j>^t 

^'  —  2hp^-{mq  +  B2h^) 

ergiebt,   und   nach  dem  unmittelbar  vorher  gezeigten  der  Gleichung 

(64)    gemäss    der  Ausdruck   des  ip   für   die    aus   beiden    resultirende 

Transformation  folgend  er  maasen  lautet 

(«') ©.(*^'-ii^) 

Vjj.V'^V  2Ä^3it  —  ((,(»«34- 32ftij  /' 

SO  soll  ein  x  und  die  Transform ationszablen  einer  linearen  Trans- 
formation a,  ß,  y,  d  von  der  Beschaffenheit  gesucht  werden,  dass 
die  aus  den  Transformationen 

i     PPi     Ol  I  K,|  ß|  I 

r    . ,-  und  .        ,        ; 

I  16  a;      gg^  I  |  ß^   ß^  \ 

worin 

(68) «.(S, -«,/),  _1 

ist,  zusammengesetzte  Transformation 

I      PPi^o  PPi<^t  I 

I  16  xa^  -f-  qc[ißa    16a;K,  -f-  qg^  (5,  | 

für  die  ^i- Function  einen  Werth   liefert,    welcher  von    dem  Factor 

f  — -J  abgesehen  dem  durch  den  Ausdruck  (67)  gegebenen  gleich  ist.  Um 

die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung  nachzuweisen,    werden   wir   nur 

die  Gleichungen  zu  erfüllen  haben 

(69) PP,^o-PiP'  +  ^^mi, 

(70) PP,<^r=2hpq,, 

(71)  \6xa,  -i-  qg^ß,  =  16^»,  {q  +  p^)  +  16 1,  {mq  -\-  32fe|), 

(72)  16xa,  +  qq,ß,  =  q,imq  +  S2hi), 

aus  denen  sieh  für  a^  und  ßj  die  Ausdrücke  ergeben 

(73) a,^p-\-32i,-^-^, 

(74) «,=2g,A, 

während  die  Grössen  x,  ß^,  ß^  den  beiden  Gleichungen  (71)  und  (72) 
genügen  müssen,  oder,  was  dasselbe  ist,  den  Gleichungen  (68)  und  (72), 
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Um  zu  zeigen,  dass  man  die  Gleichungen  (68),  (72),  (73),  (74)  durch 
ganze  Zahlen  befriedigen  kann,  bestimme  man  das  bei  der  ersten 
Traiieformation  noch  willknhrlich  gebliebene  h,  welches  nur  der  Glei- 
chung (65)  geniigen  musste,  ao,  dass  es  durch  p^  und  q^  theilbar, 
mit  q  jedoch  relativ  prim  ist.  Und  diese  Bestimmung  ist  möglich; 
denn  bezeichne  \  einen  Werth  des  A  ans  Gleichung  (65),  so  werden 
alle  Werthe  in  der  Form  ä,)  -|-  vp  enthalten  sein,  worin  v  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  bedeutet,  und  setzt  man  sodann 

^0  +  "i*  ^  ''^Pi  ii ! 
so   ist,   da  p  mit  p^  g,    der  Vorausselzung  nach  keinen  gemeinsamen 
Theiler  hat,   das  w  stets  bestimmbar,   und  es  werden  somit,  wenn 
einer  dieser  Werthe  mit  Wf,  bezeichnet  wird,  sämmtliche  Werthe  des 
h  durch  den  Ausdruck 

K  +  Z^i'iSi 
darstellbar  sein,  worin  /"eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.    Gesetzt 
nun,    es  wäre  Wg  nicht  selbst  schon  relativ  prim  zu  q,   so  wird  sich 
jedenfalls  nach  dom  arithmetischen  Hiilfssatze  der  sechsund zwanzig- 
sten Vorlesung  ein  f  so  bestimmen  lassen,  dass 

'"o  ~\'  fP  ^^  S 
relativ  prim  ist,  da  p  mit  q  keinen  gemeinsamen  Theiler  hat,  und  es 
wird  dann  das  so  bestimmte 

h^(w„-\-fp)p,q, 
den  drei  getoiderten  Bedingungen  genügen 

Nach    difsen    Bestimmungen    ist    aus    (73|    und    (74)    eisifhtlirh, 
dasa  «n  eme  ungerade,  «,  eine  geiade  ganze  Zihl  wiid 

Wia  femei  die  Gleichung  (72)  angeht,  die  mit  Hulie  de^  vtibei 
gefundenen  Werthes  von  ß,  die  Fotm  annimmt 

(75)  ^2^^^  +qß,=mq  +  d2Ji^ 

bo  wild  diese,  da  —  mit  q  kernen  gememi=anien  Theiler  lut,  '.tcfs 
auflösbar  und  die  allgemeine  Form  dei  sich  hinius  eigebeiiden  Auf 
losungen  die  folgende  sein 

ß,  =  R  +  3ä  M  ~- 
x=  x^  —  qu, 
wenn  u  eine   beliebige  ganze  Zahl  vorstellt,   und   es  wird   sich  nun- 
mehr nur  noch  darum  bandeln,   das  u  und  ß^  so  zu  bestimmen,  dass 
der  Gleichung  (68)  genügt  wird.     Setzt  man  aber  die  oben  f 
nen  Werthe  von  k,  und  /Jj  in  diese  Gleichung  ein,  so  erhält  i 

32 ß,   -  w  —  2  j,  1^  ^„  =  1  -  u^B, 


yGoosle 


1-)2  Sieliemindzwanzigäte  Vorlesung. 

(TO) 

a  — 
iMid   es   wird   daher,    da   g,   der  Voraussetzung   nach   in    —   aufgeht, 
also  zu 

relativ  prim  ist,  die  Boatimmung  der  Grössen  u  und  ß,,  möglich  sein, 
wenn  nachgewiesen  ist,  dass  die  Grösse 


eine  ganze  Zahl  ist.     Da  aber  £,  und  x^   Lösungen  von  (75)   sind, 
so  besteht  die  Gleichung 

3a  Are,  +3if,  =  ffi2  +  32Ä| 

oder  wegen 

1  -f-  32  /i 

)W  =  -- '- 

P 
die  Beziehung 

?>2px,  1^  =  q  (1  -pB,)  +  327*  {q^pl) 

tind  daher 

■  IQpx,  =  2  ---l^-'-  +  Iß  (9  +  J'i}iin 

woraus  ersichtlich,  dass,  weil   ■    und  q  relativ  prim  sind, 


eine  ganze  Zahl  ist.     Da  siber  endlich 

SO  folgt  hieraus,  dass  aueb  1  —  KnS.  durch  2  —  theiibar  ist. 

S  )  "      ^  Pi 

Es  ist  somit  gezeigt,  dass  sich  aus  den  vorgelegten  Gleichungen 
die  Gi"Ö9seu  «q,  «j,  ßi,,  ß^,  x  als  ganze  Zahlen  bestimmen  lassen 
und  zwar  «„  und  ß^  als  ungerade,  a^  und  ßf^  als  gerade  Zahlen,  von 
denen  die  letztere  als  Multiplum  von  Ü6,  wie  aus  Gleichung  (72) 
hervorgeht. 

Bezeichnet  man  nrm  den  der  Transformation 

I  16  X       qq,  I 
entsprechenden  O-Modul  von  t',   so  wird  das  (p  des  aus  eben  dieser 
und  der  linearen 

I «,  «,  I 

t  A  /i,  I 
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ingesetzteu  Transformation  naeli  (13) 

oder  da  /i^  ~  0  (mod.  16)  und  «„  =i>  (med.  32) 

und  es  mmmi  somii  das  tp  der  Transformation,  welche  aus  denjenigen 
beiden  susammengesetst  ist,  deren  ip-F^mcUonen  durch  die  Werthe 

dargestellt  toerden,  die  Form  an 

woriM  das  x  aus  den  |  imd  |j  ntich  den  oben  aufgestellten  Gleichungen 
SU  iesUmmen  ist. 

Aehnliche  Untersuchungen  wie  die  für  die  gi-Function  angestell- 
ten lassen  sieh  genau  in  derselben  Weise  nach  denselben  Methoden 
für  die  Jp-  und  ^-Function  durchführen,  und  man  erkennt  leicht,  dass 
allgemein,  wenn  die  in  der  Transformationstheorie  gefundenen  Aus- 
drücke, in  denen  jm  =  2  gesetzt  wird, 

(77) .,^- <^" 

(78)       F"— (te, s 1  -    , „ 

eindj  worin  ^c,  und  yoc^  die  durch  die  Gfrössen  ^  (t)  und  %  {z)  defi- 
nirten  eindeutigen  Functionen  von  t  bedeuten,  für  ■  die  allgemeine 
Transformation  n'™  Grades 

(0 
|16|   f 
die  Gleichungen  statthaben 

m «.=(f)*(-"-r-0 

m r^O^i-^'^)- 

und  weiter  werden  sich  ähnliehe  Sätze  für  die  Zusammensetzung  von 
Trausforiuatiüneu,  wie  es  unmittelbar  vorher  für  die  9i-Function  ge- 
schehen, für  die  jp-  und  ^-^nction  entwickeln  lassen. 


Jan 

>^^" 

„t"! 

.  ■  ■  J  an 

a  ^llZZJlR 

..in  CO 

^m^d: 

,  i?.„ 

dncoam''^^'''' 
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Die  Modulargleiehungen. 

Es  wild  sich  iu  dieaei'  Voilesung  dämm  haiideiu,  diejeuigen 
Gleiehungen  herzuleiten,  deren  Lusuiigeii  dio  vierten  Wurzeln  der  zu 
den  sämmtlichen  Repräsentanten  dei  nicht  äquivalenten  Klassen  ge- 
hörigen Infcegralmodulu  sind,  ■wie  sie  duich  die  Grösse  v  der  Trans- 
formationstheorie gegeben  sind,  und  deren  Coeffieienten  ganae  rationale 
Functionen  der  vierten  Wurzel  «  aus  dem  vorgelegten  Integralmodul 
darstellen. 

Um  die  Existenz  dieser  Modttldtffletchungen  nachzuweisen,  gehen 
wir  zuerst  von  den  Transformationen  aus,  deren  Grad  n  eine  Prim- 
mJil  ist,  und  legen  den  Ausdruck  zu  Giunde 

(^j  ,    )j^  :=  M   Sin  eoam         sin  co.im  —  .  ■  ■  ain  coam  —      -     , 

in  welchem  w  =  9  (r)  und 

(2)  ^,=1  TT,  ^,  =  |(t-^  16.  l),.-.»,„  =  |(ir-16  («-!)),  ,?„+.  =  | 

zu  setzen  sind.  Da  nun,  wie  aus  den  Additionsformeln  der  elliptischen 
Functionen  ohne  Mühe  hergeleitet  werden  kann,  ilhrigens  iu  der 
dreissigsten  Vorlesung  über  die  Multip lication  der  elliptischen  Func- 
tionen näher  ausgeführt  wird,  sämmtUche  Factoren 

Sin  coam  —  -  ,   sm  coam      - ,  ...  sin  coam 

sicli  als  rationale  iVnetionen  der  Grösse  sin  coam  — ^  ausdrücken  lassen, 
so  werden  wir  die  w  -|-  1  Grössen  v  in  der  Form  darstellen  können 

(3)  ,  .  .    »1  ==  «("/'(sin  coam    -'■),    %  =  «"/(sin  coam  -  ^^) , 

..(  .               27,  \                              /  .                'inn  +  >\ 
.  .  .v^=^  %t  / 1  sin  coam  —  I ,    «„  + 1  ==  m  /  I  sm  coam  =^  I  ■ 

Beachtet    man   aber   ferner,    dass    nach   früheren    Auseinander- 
1  der  Werth 


unverändert  bleibt,  welchen  zu  «  relativ  primen  Werth  man  auch  dem 
m  beilegt,  ao  wird,  indem  man  dem  m  die  Werthe  2,  4,  ...  (n  —  1)  giebt, 
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j;^    =w  /Ism  coam— "l  =  M  /Isin  coam    ~  Is^'-^m   /Ismcoam -j 

»;    =■«  /^(^sm  coam— ^1  ^  M  /(^sm  coam  — ^J=---=  w   /  [^sin coam '— ■  ■.  -  '"j 

_»„+i=>M  /Isincoam — ^)==m  /\ smcoam- ^  )=  — =m  /(^smcoam ^^""^j 

sein,  oder  wenn  r  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet, 

(5)  .  .     -^— ^-;ri-  =  ^^T  ^   /^t.^i'i  •^0^°'  "«-j  ' 

worin  s  die   Werthe   1,  2,  ...  '^— ,  «  die  Weiilie  1,  2,  ...  n  +  1 
annimmt. 

Da  sich  nun  t 


deren  Anzahl  ^-^—  iat,  wie  aus  den  Gleichungen  (2)  unmittelbar  zu 
ersehen,  nicht  nur  um  ganze  Vielfache  der  Perioden  o  und  ra'  unter- 
scheiden, ausserdem  aber  der  Ausdruck 

Sin  coam  [ '■ j 

für  alle  ganzzahligen  Combinationen  der  ni  und  yi/f  üLerliaupt  nur 
^  "  von  einander  verschiedene  Werthe  annimmt,  die  man  sich  aus 
den  Combinationen 

»:1,2,  3,  ...!^  „-.O 

•»'■■0,  +1,  +2.  •..  ±''i-     »■':1,  2,  3,  ■.■'^- 
entstarjden  denken  kann,  so  wird  eich  die  Grösse 

-•;+.;  +  ■  ■+<+i 

als  eine  rationale  symmetrische  B'unction  der  Ausdrucke 
sm  coam  (^ '— — — I 

darstellen  lassen.  Da  sich  nun  aus  den  fti  der  dreissigsten  Vorlesung 
zu  entwickelnden  Multiplicationsformeln  ergjebt,  dase  sich  jede  rationale 
symmetrische  Function  eben  dieser  Grössen  als  rationale  Function  des 
Quadrats  des  zugehörigen  Integralmoduls  c'  ausdrücken  lässt,  so  ist 
nachgewiesen,  dass  für  jedes  garwsahUge  r  der  Ausdruck 
<+^  +  ---  +  <+i 

eine  rationale  Funeiion  von  m*  ist,  und  dass  sich  somit  die  Grössen 

^ll    ^2J    %l     ■   •   ■    ■""?    ^1  +  1 
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oder  nach  den  BesuUaten  der  letzten  Vorlesimg  die  Grössen 

oüs  t^j'e  Lösungen  einer  Gleichung  n^™  Grades  von  der  Form 

(6)  .  .    j;"  +  ^  +  0i«''+C2''""'H l-C-^  +  Cn+i^O 

darstellen  lassen,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  u  sind. 

Um  den  Exiatenzbeweis  einer  Modulargleichung  auch  auf  zu- 
sammengesetzte Transformationsgrade  zu  erweitem,  sei  p  eine  Prim- 
zahl und  die  zu  dem  Transformationsgrade  j  gehörige  Modulargleichnng 
p  4-  1'^"  Grades 

(7)  .    w^+i  +  Cw^  +  C^w"-'-) \-CpW-{-C^^,  =  0, 

deren  Lösungen  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  durch 

dargestellt  sind,  so  erhält  mau,  wenn  auf  jede  dieser  Lösungen  sämmt- 

liche  durch  ijie  folgenden  Schemata  repräsentirte  Transformationen 

11       0  I    j  r/  2h'q  I 

I  16S'   2  I   I  Iß      '>*'  I 
worin 

m'q  —  Z'2h'  =  1, 
und  g  eine  Primzahl  ist,  angewendet  werden,  für  die  qo,  welche  aus 
der  Zusammensetzung  dieser  Transformationen   mit  allen  den  obigen 
LÖsuugeu  entsprechenden  gleich  gestalteten  Transformationen   hervor- 
gehen, die  folgende  Gleichung 

(8)  .  .    v'^^  +  S,  t>'  +  -B,  v"~'-\ h-5T»  +  -B,+,  =  0, 

in  der  J3^,  B^,  .  .  .  Bg^i  rationale  Functionen  von  w  sind,  und  w 
eine  jede  der  Lösungen  der  Gleichungen  (7)  bedeutet,  Eliminirfc  man 
nun  zwischen  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  die  Grösse  w,  indem  man, 
wenn 

Wl,    W^,    ...   Wp  +  i 

die  Lösungen  der  Gleichung  (7)  und 

die  der  Lösung  tOa  entspreötenden  Coefficienten  der  Gleichung  (8) 
bezeichnen,  das  folgende  Product  bildet 


SO  wird  die  resultirende  Gleichung 

*)  naoK  Gleichung  (64)  der  leUten  Vorleeung,  wenn  w  und  linder  Gleidiung 
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(9)    „!'  +  «"*'> +  A,i>'+'"'+^'-^  +  --  +  A„  +  „i,  +  „.,v  +  A„  +  ,n,  +  „-0, 
in  der  die  Grössen 

A,,  A^,  .  ■  ■  -^(p+i|(j  +  i) 
als   symmetrische    rationale  Functionen    der  w  rationale   Functionen 
von  *(  bedeuten,  nach  dem  letzten  die  qp-Function  betreffenden  Satze 
der  letzten  Vorlesung  die  Lösungen 

w  ^i^^l  (|) ^C^'-^). Q) ^(^~^). (f>ü.*') 

haben,  in  denen  |,  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,  1,  2,  .  .  .  pq —  1 
li    „        „  „      »  »        0,  1,  2,  . . .      y  —  1 

I3     „        „         »       >7  »        *>^   1;  2,  ...      p—  1 

annimmt. 

Da  nun  aber  diese  Grössen  nach  (61)  mit  den  durch  den  Ausdruck 

(10)  .    V  ^  u   s]n  coam  — ^  sm  coam  — '  ■  ■  ■  sm  coam  '-^ -'    ■■  '■'- 

gegebenen    Werthen    für    alle    die   t)    übereinstimnaen ,    welche    den 
(p  +  1)  (9  +  1)  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen 
I       1       Oll      i>OI]       q    0\   \pq  0  \ 
I  16g,   pq\   I  16|j  gl   I  leigi»  I   I     0   1  I 
entsprechen,    so  folgt,   dass  für   einen  Transformationsgrad,   der  aus 
dem  Producte  zweier  ungleicher  Primzahlen  besteht,   eine   Modular- 
gleiehung   vom    {p  -j-  1)  (2  -1-  1)''^"    Gi^ade    existirt,   deren    Lösungen 
durch  den  Ausdruck  (10)  oder  die  Grössen  («)  dargestellt  werden. 

Schliesat  man  in  derselben  Weise  weiter,  indem  man  eine  dritte, 
vierte  Primzahl  u.  a.  w.  zu  Hülfe  nimmt  und  wieder  den  die  Zu- 
sammensetzung der  y-Funcfcion  betreffenden  Satz  des  vorigen  Para- 
graphen anwendet,  so  gelangt  man  zu  dem  Satze, 

dass   eiitem    beliebigen   tmpaaren    Transformationsgrade    ohne 
quadraUsche  Theüer 

n=pqr.  .  .  .  t, 
worin  p,  ([,  f,  ■  ■  •  t  verschiedene  Primsahlen  bedeuten,  eine 
Moäulargleickung  vom  Grade 

.-0+l)(i;  +  l)(r+l)  ...  ((  +  1) 
entspricht  von  der  Form 

(11)  .  .    i)''+Cj/"'+  Civ'-^-i f-  CyV-{-C^+x  =  0, 

in  der  Ci,  C2,  .  .  ■  Cr,  Cr  +  i  raUonale  Fimdionm  von  u,  und 
deren    LÖstmgen  dargestellt  werden  dwrch 

«                      2ti.                  4w             ■                  (fll  —  l)n 
V  =  u   sin  coam  —  sin  coam  — '  ■  ■  ■  sin  coam , 

worin  ri   der  Reihe  nach   die    den   einzelnen    Bepräsentanten 
,   olycn   näher  definirten  Werthe  annimmt,   oder 
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worin  für  t  ein  jeder  Divisor  von  n,  t'  =  —,  und  für  %  eine 
jede  Zahl  aus  der  Reihe 

0,  1,  2,  ...  f  —  1 
0U  seisek  ist. 
Es  bedarf  nach  obiger  Scbluasweise  keiner  weiteren  Auseinander- 
,  dass,  wenn  die  ungerade  Zahl  n  quadratisclie  Tbeiler  hat, 
die  Modularg lei chuu g ,  welche  als  Eliminationaresuliat  definirt  jat, 
gleiche  Wurzeln  haben  wird,  und  dass  diese  Gleichung  mit  derjenigen, 
deren  Löaimgen  durch  die  Grössen  («)  gegeben  sind,  übereinstimmen 
wird,  wenn  die  gleichen  Wurzeln  weggeschafft  sind. 

Nachdem  die  Existenz  der  Modulargleichungen  nachgewiesen, 
und  deren  Lösungen  in  doppelter  Form  dargestellt  worden,  gehen  wir 
dazu  über,  die  Eigenschaften  dieser  Gleichungen  zu  untersuchen,  und 
beginnen  mit  der  Hcrleitung  des  von  dem  transformirten  Modul  freien 
Gliedes  derselben. 

Der  Einfachheit  der  Darstellung  wegen  behandeln  wir  diese 
Frage  zuerst  für  den  Fall,  dass  der  Grad  der  Transformation  Vj  eine 
Primzahl  ist,  dass  somit,  wenn 

C|,    Cäi    •  ■  ■    ^r;    <^'  +  l 

rationale  Functionen  von  u  bedeuten,   die   Modulargleichmig  in  der 
Form  darstellbar  ist 

v"''^''  -j-  c^v"'  -^  . . .  -\-  Cy^V  -j-  Cr^^  i  ^  0, 
deren  Lösungen  nach  dem  Früheren  durch 

v  =  (pC  ~~^)     und     V  =  Q^  cp  (v,  t) 
oder  durch 

V,      ■  2  J7      -  4 11  -  (v,  —  11  n 

V  =  u     Sin  coam  — -  sin  coam  — '-  ■  ■  ■  sin  coam    — — 

V,  JJ,  Vi 

sich  ausdrücken  lassen,  wenn 

ij  =  ^  (t  —  lö|)     und     =  ^ 

gesetzt  werden.     Da  nun  Cv,  +  i  das  Product  aller  Lösungen  v  dar- 
stellt, also  durch  den  Ausdruck  bestimmt  wird 


in  welchem  dem  m  und  m'  die  oben  angegebenen  Werthecombinationen 
beizulegen  sind,  ausserdem  aber,  wie  in  der  Lehre  von  der  Multipli- 
cation  sich  leicht  ergehen  wird, 

n  sin  coam  ('"'°+^^ -— )  =  +  (-)    *    =±  (-)'' 
ist,  so  folgt 
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(«) c,._^.  =  +  „'.i-+'>-J^,_„.'.+', 

worin  £  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeutet,  und  m  =  9)  (r) 
sein  soll.  Um  die  Grosse  e  zu  bestimmen,  stelle  man  die  Lösung  m 
der  Modulargleicliuug  durcli  die  Grössen  a  dar,  so  dass 

oder 

wird,  während  in  Folge  der  Beziehung  («) 

ist,  und  eine  Vergleiehung  dieser  beiden  Ausdrücke  für  sehr  kleine  u 
also  auch  sehr  kleine  q  aeigt,  dass 

oder  dass 

(12) ..,^.,  _(!-),.'.  +  ' 


wo  Vj  und  v^  Primzahlen  bedeuten,  so  ist  die  zu  w  gehörige  Modular- 
gleichung  das  oben  in  bestimmter  Weise  definirte  Eliminationsresultat 
aus    den  beiden   zu   den   Primzahlen   v,    und  v^    gehörigen  Modular- 


(^■'■i'  +  l  _|_   ß^'  j/'  _j_    .  ,  .   _|_  Cy^  y;  _|_  Cr,  +  i  =  0, 

in  denen  c,,  c^,  . . .  Cv,_j.i  rationale  Functionen  von  u,  c{,  c/,  . . ,  C„,  +  i 
ebensolche  von  v  darstellen,  oder  mit  Benutzung  der  vorher  gefundenen 
Werthe 

=„,.  =  (1).-,  cuMl)'"'' 

die  Gleichung 

■*■  +  .,•»'■  +  ■■■+ Q)  »,'■+']  [»'■+'  +  <  »••  +  •••  +  (i)  .;■+■" 
...[»'.+'  +  ;■— '»••  +  ... +  (1) ...+.] -0, 

in  welcher  v^,  t\,  .  .  .  iJ^j  +  i  die  i',  +  1  Lösungen  der  zur  Transfer- 
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mation  v,'^"  Grades  gehörigen  Modulargleichung  vorstellen.  Das  von 
w  freie  Glied  ist  somit 

©'■*'(.,  »,...«.,^.)-+'-Qy*'(l;)'""«'"*"'-^"— "■*"'■■*"■ 

Fährt  man  mit  denselben  Schlüssen  fort,  so  findet  man  für  den  zu- 
sammengesetzten Transforraationagrad 

worin  !■,,  v.^,  ...  v^  Primzahlen  bedeuten,  als  letztes  Glied  der 
Modulargleicliung 

während,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  dasselbe  durch 

y " 

dargestellt  wird. 

Wir  können  nun  weiter  einige  wesentliche  Eigenschaften  der 
Modul argieichungen  ermitteln,  welche  später  für  die  Bildung  derselben 
von  Wichtigkeit  sein  werden. 

Vor  allen  Dingen  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  statt  der 
Grösse  M  ==  q[!  (t)  der  Integralmodul 

(«) , •-f© 

zu  Grunde  gelegt  wird,  die  Anwendung  der  Transformation  n'™  Grades 
zu  einer  Modulargleichung  führt,  deren  Lösungen  erhalten  werden, 
wenn  man  auf  den  durch  v  bestimmten  fl'-Mddul  die  Transformationen 
anwendet,  deren  gD-Functionen  durch  den  Ausdruck 

(« (I)^(^"i) 

besthnmi  sind,  wenn  SS^  ==  n  ist;  für  die  eine  in  {ß)  enthaltene  Trans- 
formation, welche  in  der  Form 

enthalten  ist,  würde  sieh,  da  für  r  hierin  ^  zu  setzen  ist,  der  trans- 
formirte  Modul 

ergeben,  und  es  würde  sich  dieses  Resultat  so  aussprechen  lassen,  dass, 
wenn  man  in  die  Modulargleichung  statt  w  oder  fp  (r)  die  eine  Grösse 
V  nämlich  9>(^-)  setzt,  dieselbe  unverändert  bleibt,*)  wenn  man  statt  v 
die  Grösse  {~J  (p  (r)  oder  C-j  u  setzt.  Aber  es  wird  auch  nicht  schwer 
sein  einzusehen,  dass,  welchen  der  zu  den  Repräsentanten  gehörigen 

*)  da  sie  die  Modulargleichung  für  die  TraDafurmatJoa  n^'"  Grades  darstellt. 
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trau sformir teil  Moduln  man  auch  statt  u  setzen  mag,  die  Modular- 
gleichung  unverändert  bleiben  wird,  wenn  man  nur  statt  v  die  Grösse 
(— )  u  setzt,  oder  um  es  einfacher  auszudrücken,  daas 

die  MoMargleicJmng  unverändert  bleibt,   tvenn  v  statt  u  und 

(-)  u  statt  V  gesetzt  wird. 

Offenbar  wird  dieser  Satz  bewiesen  sein,  wenn  die  Irreductibilität 
der  Modulargleichui^  festgestellt  ist,  oder  wenn  gezeigt  ist,  dass, 
wenn  eine  Gleichung  von  der  Form  e^istirt 

(13) f(i>w.  ©»■C'-i'-'-))-». 

diese  auch  bestehen  muss,  wenn 

gesetzt  wird,  wobei  SS'  =  tt'  =  n,x  unter  den  Zahlen  0, 1,  2, ...ö'  —  1, ^ 
unter  0,  1,  2,  ...  i'  —  1  sich  befindet. 

Um  dies  nachzuweisen,  setzen  wir  an  Stelle  der  willkühr liehen 
Grösse  r 

T  — 16»- 
und   erhalten   aus  (13),   da   die   91-Punction  sich  nicht  ändert,   wenn 
das  Argument  um  ein  ganzzahliges  Multiplum  von  16  vermehrt  wird, 

w r(*w,  (I)  *('--"/"--'))=  0- 

Da  sich  nun  r  so  bestimmen  lässt,  dass 

x  —  rS^-l^  (mod  S'), 
worin  1,   eine  beliebig  gegebene  ganze  Zahl  <  S'  ist,   so  sieht  man, 
dass  die  Gleichung  (13)  das  Besteben  der  Gleichung 

(IS) f(.w,(|)^(^i-"A))  =  " 

nach  sich  zieht  für  jedes  |j  <3',  dass  also  auch  die  Gleichung  statthat 

(16) ^('»■(').G)'>'&))-»' 

Wir  wollen  nunmehr  zeigen,  dass  es  eine  lineare  Substitution 
für  T 

giebt,  für  welche 

rg  — ps=  1, 
r  und  q  ungerade,  p  und  s  gerade  Zahlen  sind  (von  denen  die  erste 
durch  16  theilbar),  und  so  beschaffen,  dass 

übergeführt  wird. 
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Da  nämlich  die  dem  Werthe 

entsprechende  Transformation  nach  Früherem  die  folgende  ist 
I        i5'  2JiS  I 

worin 

(«) md  —  32fe=  1 

ist,  so  wird  die  zugehörige  gj-Punction  durch  Einführung  der  obe 
gegebenen  linearen  Tranaformation  in 


übergehen,  also  wenn  sie  mit 

KD 

identisch   werden  soll,   die   folgenden  Be stimm nngsgleiehun gen   nach 
sich  ziehen 

._  52^+  16r<J'  =  0 
2}iSg_~mS's  =0 

Shdp  —  mS'r   =w 
oder  mit  Benutzung  von  (x) 

dg  =  —  m  j(  =  -—   16Ö' 

Da  ferner 

rq  _^s  =  ^  —  32  '^-  =  mö  -  32 7i  =  1 

ist,  so  wird  es   nur   darauf  ankommen,  m  und  h  so  zu  wählen,  dass 
q  und  s  ganze  Zahlen  werden,  oder  dass  mit  Hülfe  von  (m)  : 

m  =  0  (raod  d)  i  —  md  ~  0  (mod  16d'). 

Setzt  man  aber  m  =  6y,  so  geht  die  zweite  Congrucuz  in 

1  _d2)/=  IGä's 
über,   welche   Gleichung,  da  ö-  und  16 d'   relativ  prim,   die   Lösung 
haben  wird 

y  =  -rj  -^^  166'  X, 
worin  A  eine  beliebige  ganze  Zahl   bedeutet.     Aus  (h)  folgt   aber  für 
ein  beliebiges  ganzzahliges  g 

m  =  fi  -j-  ä2g, 
und  es  folgt  daraus 

ft  +  32f/  =  d-ij  +  iGdö'-l  =  07]  +  mnl. 
Da  aber 
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ist,  wenn  /(j  den  zu  (i  gehörigen  Werth  von  h,  £  den 
Werth  von  0  bezeichnet,  so  wird 

also  (t  —  Äij  eine  durch  16  theilbare  ganze  Zahl  sein.    Daraus  folgt, 
dass  die  Gleichung 

ft  — dij  =  16mA  --325 
sich  auflösen  lässt,  oder  dass  zwei  ganze  Zahlen  A  und  y  so  be- 
stimmbar sind,  dass  die  obigen  Congruenzen  befriedigt  werdi 
q  und  s  ganze  Zahlen  sind.  Es  werden  somit  q  und  r  i 
und  s  gerade  ganze  Zahlen,  von  denen  die  erste  durch  16  theilbar 
ist.  Die  Gleichung  (16)  geht  daher  durch  jene  Linear  Substitution 
für  T  in 

(") r(^C^^).',(i))-o 

über,  oder  da 

ist,  nach  Gleichung  (13)  der  letzten  Vorlesung  in 

(18) /(tW,  f©)-« 

Von  dieser  Gleichung  aus  werden  wir  aber  leicht  zu  der  allge- 
meinen, deren  Existenz  wir  nachweisen  wollten,  gelangen  kbnnen. 
Wendet  man  nämlich  auf  (18)  wiederum  die  Linearsubstitution 

p+_qT 

r  +  »T 
au,  SO  erhält  man 

und  um 

worin 

m(  — 32Ä=1 
ist,  zu  identiflciren,  wird  mau  nur  die  Gleichungen 

p  =  löC,  q=  —  f^,  nr  ^  —  mt' ,  ns  =  2ht 
zu  erfüllen  brauchen.     Da  nun 

,  _  _  m        __tnt  --_i 
'  ~        "i  '  ^  ~     16  f 
ist,  so  werden,  damit  r  und  s  ganze  Zahlen  sind,  die  Gleichungen 

m  =  ty,  mi  — l  =  16fs 
oder  da 

».  -  p  +  Säj/, 
die  Beziehungen 
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^  +  32?  =  ty,  Py  —  1  =  16;'« 
statthaben  niüssen.     Da  aber  t'  zu  16f  relativ  prim  ist,  so  folgt 

y  =  n-\'  16*'^, 

also 

(i -\- 'A2g  =  tn  +  16ww, 
und    da,    wemi  A,  deu   zu  fi  gehörigen  Werth   von  li,  g  den  dem   ^ 
entsprechenden  Werth  yoü  s  bezeichnet, 

so  ist 

,  32ft,  —  16('S 

f»  -  '»f  =  -  ---( 

also 

ji  ^  tri^O  (mod.  16), 

und  daher  die  Gleichung 

auflösbar;  es  läast  sieb  also  m  stets  so"  bestimmeu,  dass  r  und  s  ganze 
Zahlen  werden.     Wir  erhalten  daher  die  Gleichung 

'■(.e^ij),(f)^(¥))=» 

oder  nach  den  Grössen  bestimmun  gen  von  p,  q,  r,  s 

/-(^«.(DH*;))-" 

und  nacth  den  am  Anfange  dieses  Beweises  durchgefühi-t«!!  Schlüssen 
auch 


wodurch  die  IrreducUbüität  der  ModiüargleicJmng  nachgek 
da  jede  Gleichung,  deren  Coeffieienten  ebenfalls  rationale  l''unctionen 
von  «  =  95(1)  sind  und  die  eine  Losung  der  Modularglei ehung  besitzt, 
alle  Lösungen  mit  ihr  gemein  haben  muss. 

Der  oben  ermittelten  Eigenschaft  der  Modulargleichung  für  eine 
Vertauschung  der  Grössen  u  und  v  wollen  wir  die  Besprechung  zweier 
anderen  anscliliessen,  die  unmittelbar  aus  den  in  der  letzten  Vor- 
lesung gefundenen  Eigenschaften  der  ^-Functionen  sieh  ergeben 
werden.  Legt  man  nämlich  statt  des  ^-Moduls  r  den  Modul  r-n^j 
also  statt  i(  den  Integralmodul  —  zu  Grunde  und  wendet  auf  diesen 
eine  Transformation  m'*"  Grades  an,  so  wird  nach  Gleichung  (^'i)  der 
letzten  Vorlesung 


(I).'- 
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und  weadet  man  statt  auf  r  auf  den  Ö'-Modul  —  -  -  eine  Transfor- 
mation «'™  Grades  an,  setzt  aomifc  statt  u  die  durch  t/j  (t)  definirte 
vierte  Wurzel  aus  dem  complementären  Integral modul  m,,  so  wird 
nach  Gleichung  (27) 

(,<)''  V — i J-(-ii)*  (^^)  ■ 

und  die'-e  beiden  Satze  auf  die  Modulargleichuagen  übertragen  liefern 
somit  die  beiden  Theoreme: 

Sip  Modulai ghichung  bleibt  unverändert,  wenn  ■-  statt  u,  -~ 

statt  V  gesefst  im)d; 

die  Modvlarqleichimg  hldbt  unverändert,   wenn  m,  statt  ti,  v, 

statt  V  gfsetet  wiiä.*) 
Aus  den  dieifili  die  Modulargleichuugen  ermittelten  Eigenschaften 
wild  es  leicht  sein,   die  Form  der  Modulargleichungen  selbst  herzu- 
stellen 

Zuerst  ist  leicht  ersichtlich,  dass,  wenn  wir  die  Modulargleiehung 
in  die  l'orni  bimgen 

C.i^  +  C\v-^-\ ^Cr^iV±CyiC  =  Q, 

welche  sie  uothw  endig  nach  jenem  Satze  von  dem  Producte  aller 
ihrer  Lösungen  haben  muss,  und  in  welcher  Cj,  C, ,  0.  i,  Cvit" 
ganze  rationale  Functionen  von  u  bedeuten,  die  Goefticieiiten  keine 
höheren  Potenzen  von  u  als  die  v'*  enthalten  dürfen,  di  die  Modular- 
gleiehung für  eine  Vertauschung  von  u  mit  v  und  %  mit  (^~J  u  un- 
verändert bleiben  sollte;  es  wird  somit  Cy  eine  Constaute  sein,  und 
die  ModularglMehmig  daher  die  Gestalt  haben 

(20) v"  -\-  C^v"-^  -^  ■ '  ■  -\-  a-iv  ±ti  =0 

in  welche  C^,  C„,  .  .  .  Cr-i  ganze  Functionen  von  u  bedeuten. 

Es  läset  sieh  aber  die  Form  der  Coefficienten  noch  näher  fest- 
stellen. Da  nämlich,  wie  oben  nachgewiesen,  wenn  n  eine  Primzahl 
bedeutet, 

■■;+«;+-'-+o:+. 

eine  rationale  Function  von  u^  ist,  also,  wenn  s,.  die  r'^  Poteuzsumrae 
der  Lösungen  der  Modulargleiehung  darstellt, 

')  Welches  die  Bepiasentanten  der  mtht  äquivalenten  Klassen  eind,  iu  deren 
reciproken  resp   eomplementdren  Werth  die  LöBurgen  der  Modidargleiehnngen 

fflr  jene  Substitutioneu  —  und  «i  ubergeliea ,   läset,  sich  aus  den  in  der  letaten 

Voilesung  gegebenen  Bestamniuagen  von   i,  u,  u   ersehen. 
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so  folgt  nach  den  bekannten  Gleiehungeu  zwischen  clen  Potenzsummen 
niid  den  Coefficienten  einer  Gleichung 
s^  +  (7,  =  0 

dass  auch 

(21) C,-«"i.'(«') 

ist,  wo  Cr  eine  ganze  Function  von  u  sein  inaaste;  und  dass  eben 
diese  BeKiehung  auch  für  die  Coefficienten  der  Modulargleichung  eines 
zusammengesetzten  Transformationegrades  bestellt,  geht  daraus  her- 
vor, dass  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  als  symmetrische  rationale 
Functionen  der  Lösungen  der  zu  den  Primzahlfactoren  gehörigen 
Modulargleichungen  dargestellt  wurden,  und  diese  sich  dann  otfenbar 
nach  bekannten  Sätzen  über  symmetrische  Functionen  in  der  Form 
der  Gleichung  (21)  ergeben  müssen. 

Es  hat  somit  die  Modulargleichung  die  Form 
(22)   jj^  +  i,"-'«™' («o-ffliMS^  «j  «'«+■•■) +  i'''"V""(&o  + öl  «^  +  0,«'"  + ■■ 

-j [_  „m"'— 1  (w„  +  „I  #  -}-  n^  „1«  ^ )  +  m"  =  0, 

worin  die  Grössen  m^,  m^,  .  .  ■  swi- -i  durch  die  Congruenzen  be- 
stimmt sind 

Im^       ■zz.    n  (mod  .  8) 
Mj       r=?2w  (mod  .  8) 
mr-i-^(v  —  l)n  (mod.  8), 
und  die  als  Coefficienten  der  «-Potenzen  eintretenden  Functionen  von 
u  höchstens  vom  Grade  v  sind. 

Ist  nun  aber  die  aligomeiue  Form  der  Coefficienten  der  Modular- 
gleichung bestimmt,  so  ist  es  leicht  diese  Gleichung  selbst  herzustellen. 
Da  nämlich 
«=/2  ^2[(l  +  ^^)(l  +  5*)(l  +  2«),..p(l_^)(l_g3)(i_^5)... 

=  /2  ^  (1  -  9  -f  2ä^  -  39^  +  4^* ) 

«^=  yW'  }/q^  (1-^5  +  2^^  —  3(^s  +  43^ f 

und  ausserdem  die  Lösung  der  Modulargleichung,  welche  der  Trans- 
formation 


zugehört,  durch 

"  -  (I)  ViK'{l-  'f  +  2g'-  -  3g'"  +  4g'" ) , 

deren  Quadrat  durch 
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v^  =  /2^  pj"  (1  -  3"  +  2^"  -  Üq'"  +  4<;'™ )S 

dargestellt  wird,   endlich  die  Irrationalitäten  in  Bezug  anl'  q  ans  der 
Grleieliung  her  ausfallen,  da 

wo  f(q)  oine  Function  mit  nur  ganzen  Potenzen  von  q  bedeutet  und 

mp  ^pn  (mod  ,  S) 
ist,  so  werden  wir  mit  Rücksicht  darauf,   dasa  höhere  Potenzen  von 
u  als  die  v^"  in  der  Gleichung  nicht  vorkommen  dürfen,  nur  so  viel 
Glieder  in  den   unendlichen  Reihen  zu  entwickeln  brauchen,   als  die 
Anzahl  der  au  bestimmenden  Grössen 

üg,  ffl,,  ...  'b^,  h,,  ...  Wfl,  Wj,  ... 
nöthig  macht,  um  dieselben  dadurch,  dass  man  die  einzelnen  Coeffi- 
cienten  der  Potenzen  von  q  verschwinden  lässt,  zu  bestimmen.  Um 
z.  B.  die  Modnlargleichung  für  die  Transformation  dritten  Grades 
aufzustellen,  werden  drei  Zahlen  m, ,  m^,  m^  durch  die  Congruenzeu 
zu  bestimmen  sein 

m,  =3     )»2  =  6     »»3  =  9=1  (mod  .  8), 
und   es  folgt,    da   höhere  Potenzen   von  u  als    die  vierte    nicht  vor- 
kommen dürfen,  die  Gleichung 

Setzt  man  nun  die  obigen  Reihenentwicklungen  für  u  und  v  und  dereji 
Potenzen  in  diese  Gleichung  ein,  so  ergiebt  sich 
4^  (1  -43^-42«  +  ■■■)-  8aoS(l  -  3g«  —  9q^  +  ■■■)  (1  -  3^  -  Üq^  +  ...) 

-21,(1  ^g'  +  2q^-\---.)il-q  +  2q^' )  _  4  (1  -  4g  -  4^^- ■■)  =  0 

und  hieraus  für  a,  und  h^  die  Beziehungen 
2i,^  =  —  4,  4  —  Sa,  +  26o  +  16  =  0     also     a,  =  2,  \  =  —  2, 
so  dass  die  gesuchte  Modulargleichung  die  Form  annimmt 

(24) «4_m*_2m».(1~w^«^)  =  0. 

Ebenso  findet  mau  die  Modulargleichungeu  für  die  Transforma- 
tionen 5"",  7'="  und  11'""  Grades,  indem  wii-  sie  nur  in  der  aus  der 
obigen  Methode  unmittelbar  sich  ergebenden  Gestalt  darstellen 
(2ö)  .  .     V«  —  M«  —  iuv  (1  —  u*v*)  +  5m''d^  (v^  —  u^)  =  0 
(26)  v^  -  Su'v'  +  28m%«  -  mu^v^-\-10u*v'  -^56uH^-{-2SiiV-Suv-\-ii^^0 
(27)  .    i>'ä  -  w^u"  (22  -  32#)  +  44wSio  +  22uv'>  (1  +  4#) 
+  165m^#  +  132w'i?'  +  44M-y*  (1  —  «*) 
—  132«'' -y^  —  IGbuH^  —  22uH^  {4:-\-u'')  —  44:uH^' —uv  (32  —  22 «^  -  «i'^  =  0. 
Nachdem   die  Modulavgleichungen  für  einen  uupaaren  Transfor- 
mationsgrad ohne  quadratischen  Tlieiler  in  der  Form  gefunden  waren: 
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11* -f-  /"■'«'"' («0  +  aiW^  +  «2""'4 )  +^""^"'^{^0  +  ''i"^  +  ^2^"*+  ...)  _|-  ... 

4"  «m'^~^  (»H-a  +  m^u^  -j-  m^u^''  -)-■•■)  +  m''  =  0, 
worin  die  Grössen  m,,  m^,  ...  »iv-i  den  Oongruenzen  genügten 

»^  ^  M,  mj  ^  2k,  .  ,  ,  mr_i  ^(j'  —  l)»i  (mod.  8), 
und  die  Lösungen  durch  den  Ausdruck 

„     .  2 «     .  4  j;  -  (b  ~  1)  n 

»  =  M    sm  coam  ■  -  -  sin  coam    -    ■  ■  ■  sm  coam  ■ 

oder 

dargestellt  waren,  wenn 

und 

^t'  —  g .  16|  und  qt 
relativ  prime  Zahlen  bedeuteten,  stellen  wir  uns,  um  später  die  Dis- 
criminante  der  Modul argleichungen  herstellen  zu  können,  die  Aufgabe, 
die  Lösungen  dieser  Gleichung  in  der  Umgebung  der  Punkte  m  ^  0 
und  w  =  1  zu  entwickeln. 
Nun  folgt  aber  aus 

=  2^3^(1  —  2  +  222-333  +  42*-  .  ..) 
oder  aus 

(28)  .  .  .     «  =  ^  W  =  2*e^(l  +  «•"  +  2e"" ) 

nach  dem  schon  häufig  angewandten  Umkehr ungsprincip  der  Reihen 

e'>' -'^+ A,«'  +  A«"  + ■  "j  (1  +  B,«'  +  J>,""  +■■■). 

welche  Entwicklung  in  den  dem  Ausdrucke  (28)  analogen 

P9) •^©.("-^y) 

— (y)  2i  e  *   '  e      '■    jl  —  e      '  e      '    +2e       '  e      ' 1 

eingesetzt,  v  nach  steigenden  Potenzen  von  u  in  der  Form  entwickelt 
liefert 

"- (t) 2'^ -r(i  +  Ci «'  +  ■■■) »"""'""    i-^«""'''"(i  +  A»'  +  --)  + 

",!'  r"i'"'o +  js, .,»  +  ...) +  ■ 
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(30)    «-©^=7^"^  ■="'""  {1+2' "■-'""    "        "'      "      ]' 

worin  a  und  ß  positive  ganze  Zahleu  bedeuten. 

Um  die  JÜnt Wicklungen  der  Wurzelu  der  Modularglei chungen  in 
der  Umgebung  des  Punktes  m  =  1  zu  erhalten,  gehen  wir  Fon  dem 
oben  bewiesenen  Satze  aus,  daes  die  Modul  arg  leichuug  unverändert 
bleibt,  wenn  Mj  statt  u  und  Wj  statt  v  oder  besser 

^{t)  statt  (p{t)  und  (^)^(lL:^i^)  statt  (-|)g)(-  ~/^^) 

b  wirdj  worin  s,  s  nach  oben  angegebenen  Gesetzen  aus  (,  t',  | 
b  sind.  Daraus  ergiebt  sich  abor  mit  Rücksicht  auf 
die  vorher  gefundene  Entwicklung  (30),  nachdem  beide  Seiten  in  die 
achte  Potenz  erhoben  worden, 

oder 

(31) «.'('-^) 

■°i+-M^(»'-i.)'^«~'^ji-;^'-.A"'-i)"'^«~"~ 

und  es  bleibt,  um  die  achte  Wurzel  ausauzielieii,  nur  zu  untersuchen, 
welchen  Werth 

fl ,■—) 

annimmt,  wenn  u  ===  1  wird. 

Betrachten  wir,  um  die  Werthe  der  Wurzeln  der  Modulargleichung 
für  den  Fall,  dass  u  =  1  ist,  zu  ermitteln,  zuerst  den  Repräsentanten 

|10| 

besonders,    so   wird  nach   dem  oben   angegebenen  Werthe  von  tj  in 
diesem  Falle 

n  ^ -l  (ä^ -{- pn) , 
worin  q  und  pn  relativ  prim  sind,  also  auch 

:  werden  können,  und  mau  erhält  somit  als  Werth  für  die  zu- 
i  Lösung  der  Modulargleichung 

II  =  m"  sin  coam  —  sin  coam  -  —  ■  ■  ■  sin  coam - ; 

da  aber  nach  dem  zweiten  Falle  der  in  der  vierund zwanzigsten  Vor- 
lesung behandelten  linearen  Transformation 
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lim  sin  eoain  (-    -"  ,  tty  =  lim  l  tgiim  l  ^ ,  u, 

oder 

\  +  e     ^*       "  '• , 

ist,  30  ergiebt  sicli  für  den  oben  bezcichneteB  Repräsentanten 

(32) „„(„-),,»,. 

Gellt«  wir  iiiiii.niehr  zn  dem  all ge mein eji  Repi^äscntiiiiteii 

I    16§    i'   I 
über,  so  wird  man, 

I.  wenn  t'  und  1(5^  relativ  jirim  sind,  zwei  ganze  Zahlen  jj  iinti  ([  so 
bestimmen  können,  cfass 

pt'  ~fj.  16g  ==  1 
ist,  und  es  werden  dann  aocli 

2)i'  —  q  .  16|  und  ql: 
relativ  prim  sein,  so  dass 

■     ^  =  f  CS'^  +  0  =  y  +  2'^'»' 
;  werden  kann,  *)  und  es  wird  dann 


lim  sin  coam 


2fcj) 


=  hm  sm  am  [-r -  ) 


=  i  tang  /  -4-  -  —  ~  ~f;-  \ 
also 

lim  sin  coam  ^^— -  =  1 


Ist  nun   -,—  gerade,  so  wird 


*)  Der  dem  RepräBentanteu 


entsprechende  Fall  ist  in  dem  obigen  enthalten, 
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den  Werth  Null  annehmen,  so  lange  n  —  47c  >  0  oiler  k  <.  -    imd 

gleich  Null  sein,  wenn  fc  >  ■  ,  und  es  nehmen  daher  die  ersten 
— ~~  Factoren  von  v  den  Worth  -|-  1,  die  weiteren  ■  ~-  den  Werth 
—  1  an,  so  dass  sich  in  diesem  Falle 

ergiebt,  oder  je  nachdem  n  ^  \  oder  ^  5  (mod  .  8), 
»  =  (!(")„._j     oder    V  =•  —  («''')aB=i' 
Ist  dagegen  — ^ —  ungerade,   dann  sind  die  ersten  — j —  Facto- 
ren die  positive,   die  folgenden  — -J-     Factoren  die  negative  Einheit, 
und  daher 

oder  je  nachdem  n'^1  oder  ^  3  (mod  .  8)  ist, 

V  =  (m")„b_j     oder    v  ^  —  (**")aa=ii 
somit  in  allen  Fällen  mit  Hülfe  des  Jacobi'achen  Zeichens 

(33) «  =  C-  IP"  {»"),.=  ,  "(I)  (»").■=.• 

Betrachten  wir  ferner  den  Fall 
II, ,   in   welchem    f    und    16  §   einen    gröasten   gemeinsamen   Theiler 
S   haben,    so  können  wir  uns  nach  früher  geraachten   Auseinander- 
setzungen die  zum  Repräsentanten 

I        '^   "^  I 
I  16  I   ('I 

gehörige  Trausformation  aus  den  beiden  Transformationen 

1        ;    0   I  1   0  I 

,„ .    r        und       „    ,,  j 

I  16  g    y  I  I  0  ö  I 

zusammengesetzt  denken,  und  erhalten  somit  in  diesem  Falle  mit 
Hülfe  der  Zusammensetzung  der  beiden  in  (32)  und  (33)  ausgespro- 
chenen Resultate 

Da  nun  auch 
ist,  so  folgt 
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oder  aueli,  wie  niimittdbar  zu  sehen, 


11)- 


worin  d  den    grössfcen    gemein  schaftliehen  Theiler    von  t'  und    16  S, 
bedeutet. 

Hiermit  lässt  sich  aber  die  Zeiehenbestimmung  in  Gleichung 
(31)  ausführen;  denn  setzt  man  dort  m*  =  1,  so  wird  nach  (35), 
■wenn  (?  den  grÖBSten  gemeinschafthchen  Theiler  zwischen  s' und  IQx 
bedeutet 

/St  — 16a::\  /  3  \    ,    „, 

.(-^)-(y)(n,... 

und  dalier 

/st—  ll>a:\ 

f  (,--; — ) 
Vi/  l     ^'(t)  \     "■'  ^  ) 

oder  endlich,  wenn  man  beriiclrsichtigt,  dass 


'(l)it)' 


dass  ferner   nach  den  Auseinandersetzungen  der   letzten   Vorlesung, 
wenn  nur  s  und  s'  statt  M  und  u'  gesetat  werden, 

^  =  ^=7.  »•=?  =  («. 

16«^.^ s'ä  =  ~ßtd    oder     16x=^~tS 

ist,  und  somit  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  zwischen  s'  und 
16  3.'  d=^t  ist,  die  zum  Repräsentanten 

I       ^   *^  I 
j  16  a;    s'  I 

gehörige  Iiosung  der  Modul argleiehnng 
in  der  Form 

oder 
(37)  »_(J)(».).^,    1+-„1.<».^1X«      .'   (l-^r,f.(««-l)    '    e       '    )  +■ 
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Um  nun  die  Entwicklung  von  v  nach  steigenden  Potenzen  von 
M^l   zu  erhalten,  braucht  man  nur 

„.  -  1  _  8  C«  -  1)  (1,  +  ,]  (»  -  1)  +  •  ■  •  +  i  («  -  1)') 
ZU  setzen,  und  findet 

-  -  (I)  ( 1 + T^  (•'  - 1)  ■' «" "'"  (i +2'''f(«  -  ^y^ '"  """'"*)  1  ■ 

I  sT-  ■■'  ) 

Mit  Hülfe  der  Entwicklungen  der  Lösungen  der  Modulargleichung 
werden  wir  die  höchste  und  niedrigste  Dimension  derselben  bestim- 
men und  die  Discriminante  bilden  können.  Ordnet  man  nämlich  die 
linke  Seite  der  Modulargleichung  nach  steigenden  Dimensionen,  so 
dass  dieselbe  unter  der  Annahme,  dass  die  niedrigste  Dimension  die 
r'*  ist,  die  Form  annimmt 


f(u,v)  =  0^iA,W  +  A^u'-^v 

+  ■• 

■  +  A 

,.r) 

+  iB,u'-^^  +  B,Wv 

+  - 

■+A 

.  +  1»'  +  ') 

+ 

ao  wird ,  wenn  -^  =  w  und 

gesetzt  wird, 

') 

^(M,^)  =  o  =  A  +  A«'  +  -' 

■  +  A 

rtif 

+  «(5„  +  i?,«-  + 

■••  + 

a+, 

«.'  +  •) 

+ 

und    daher  die  dem   Werthe  M  =  0  entsprechenden 

Werthe   von  to 

durch  die  Gleichung  bestimmt  sein 

A,  +  A,w  +  ---  +  A 

-iv^  ^ 

0, 

während   die  andern  jedenfalls  mendlicli 

gross 

sind. 

Da  aher  nach 

Gleichung  (30) 

.  +  .ff 

-'■'1 

ist,  so  sieht  man  unmittelbar,  dass 

(--)  =  0  oder   =  cx> 

ist,  je  nachdem  t  >  oder  <  f  oder  auch  t  >  Yn  oder  <  Yn,  und 
es  folgt  somit,  dass,  wenn  mit  qi  (n)  die  Anzahl  der  Theiler  von  n 
bezeichnet  wird,  welche  grosser  als  j/n  sind, 

sein  muss,  und  die  Modulargleichung  nach  Dimensionen  geordnet  die 
B^orm  annimmt 


y  Google 


154  Äclitundzwaiizigafe  Vorlesung. 

+  (B,.f +  '  +  B,»'.  +  ...  +  B,  +  , «'  +  ■)  +  ...  =  0. 
Da  aber,  wie  oben  gezeigt  worden,  diese  Gleichung  unverändert  bleibt, 
wenn  v  statt  u  und  (—)  u  statt  v  gesetzt  wird,  so  folgt  aus 

/  y''  K^J  "j  —  ^!f  ci  l.-^;       **       ^  H  ' 

d;i  das  Glied  niedrigster  Dimension  dasselbe  geblieben  sein  niuss, 

r  —  q)(n)  ^^  <p  («)     oder    r  =  2  q»  (w) , 
so  dass  die  niedrigste  Dimension  der  Moduiai^leichung  durch  die  Z^hl 

2q>{n) 
bestimmt  wird.    Berücksichtigt  man  endlich,  dass  die  Modulargleiehung 
unverändert  bleibt,  wenn  —  statt  u,  —  statt  v  gesetzt,  und  mit 


die  gesammte  Gleichung  multiplicirt  wird,  worin  der  Grad  der  Mo- 
dularglei cbung  S  (n)  bekanntlich  durch  die  Summe  aller  Divisoren 
der  Zahl  «  gegeben  ist,  so  folgt,  dass  die  höchste  Dimension  der 
Mod/ulargleichwng  durch  den  Ausdruck 

.^-       ,-^     ■  2(S(«) -,>{«)) 

oeshmmt  ist. 

Wir  gehen  nunmehr  zur  Untersuchung  der  Discriminante  der 
Modulargleiehung  über,  welche  zu  einem  ungeraden  Transformations- 
grade  ohne  quadratische  Theiler  gehört,  oder  zur  Ermittelung  des 
Ausdruckes 

worin  v^  und  w,  die  Wurzeln  der  Modulargleiehung  bedeuten. 
Seien 

i        '^    "^  I  i        *    ^  I 

j  16  §    ^  I     ""•'     I  16  a^    d'  I 
die  Repräsentanten  zweier  Klassen,  zu  denen  die  Lösungen  Vy  und  t\ 
gehören,  so  werden  in  der  Nähe  von  m  =  0  die  Entwicklungen  von 
«r  und  Vs 

V,  =  All/  H 

ä_ 
Vg  =  Bw^'  -f-  ■  .  . 
lauten,  und,  wenn' ^  >  S,  also  t' <  d'  ist, 
ä 
Vr  —  Vs  =  B'iii'^'  -\-  steigende  Pol  von  u 
sein.     Da  nun  jedem  §  d' Werthe  des  x  entsprechen,  so  werden  in 
]/D   t'd'  solcher  Factor en  vorkommen  und  daher  vermöge  dieser  Pac- 
toren  die  ts-Potenz  heraustreten 
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uüd  dies  gilt  für  alle  Repräsentanten,  für  welche  i  >  d  oder  ^i'<  « 
ist,  so  dass  die  Potenz 

heraustritt,  wenn 

nur  der  Beschränkung  unterworfen  ist,  dass  üt' <C  «  sein  niuss.     Ist 
jedoch  i  =  Ö,  so  wird 

),V  —  »s  ^  J3u''  -\-  steig.  Pofc,  von  w, 
und  da  ('  solcher  Repräsentanten  existiren,  also      ^-  ■■  ■■  -  solcher  Pro- 
ducte  vorkommen,  so  folgt,  dass  für  die  einem  Repräsentanten  ange- 
hörigen  Verbindungen  die  Potenz 


heraustritt,  und  dass  somit  alle  Repräsentanten  den  Factor 

liefern,  oder,  da  tt'=n,  wenn  die  Anzahl  der  Divisoren  von  n  mit 
ff  (n) ,  ihre  Summe  wie  oben  mit  S  (n)  bezeichnet  wird ,  sich  die 
Potenz 

ergiebt  und  somit,  da  ß  eine  ganze  Function  der  Coeffici enteil  der 
Modulargleiehung,  also  eine  ganze  Function  von  !(■  ist, 

D  =  il  (j;,.  -  ^),)' =  «"*""' ~  ^  ""  "^ '  ^ '"'■  A«) ' 
worin  f(u)  eine  ganze  Function  von  tt  bedeutet. 

In  welchei  Potenz  dei  Factoi  »"  —  1  in  der  Dis  1.11  min  ante  ent- 
halten ist,  lasst  sich  aus  dei  in  dei  Gleichung  (37)  eihaltenen  Ent- 
wicklung von  i'  nach  steigenden  Potenzen  von  11^  —  1  unmittelbar 
bestimmen;  denn  ea  werden  ofieubai  die  vorher  gemachten  Ausein- 
andersetzungen auch  hier  gültig  bleiben,  wenn  nui  noch  die  vor- 
herigen d  und  f  der  Bedingung  untei werfen  werden,  das=!  (-^1  =  (7-); 
weil  dann  und  nui  dann  das  eiste  Glied  m  jeuei  Entwicklung  fort- 
fällt, und  sodann  die  den  obigen  ent&piechenden  Potenzen  von  w^  —  1 
heraustreten,  setzt  man  dabei 

^1  {h)=^  ^Sf, 


©=(f) 


die  Wahl  der  Divisoren,  für  welche  5f  <  n  sein  muss,  einschränkij 
so  hat  die  Diseriminaiite  die  Form 


(m)     D  =  n  (v,  —  v.f  : 


«'(«■-  1)-' 


>(••'), 
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worin  q)  (u^)  eine  ganze  Function  von  ii^  bedeutet,  wie  aus  der  Form 
der  Reihenentwicklung  der  Lösungen  der  Modularglei cbung  nach 
steigenden  Potenzen  von  u  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Um  endlich 
noch  den  Grad  der  Function  ip  («^)  in  Bezug  auf  w^  zu  bestimmen, 
kann  man  entweder  die  Lösungen  der  Modulargleichung  in  der  Um- 
gebung von  M  =  cü  nach  fallenden  Potenzen  von  u  entwickeln  und 
die  höchste  aus  der  Discriminante  heraustretende  Potenz  von  u  be- 
stimmen, wodurch  man  ohne  Rücksicht  auf  den  Grad  der  vorher 
behandelten  Factoren  unmittelbar  den  Grad  der  gesammten  Discri- 
minante erhält,  oder  mau  geht  von  dem  Satze  aus,  dass  die  Mo- 
dulargleichung  unverändert  bleibt,  wenn  —  statt  u,  —  statt  v  gesetzt 
wird  und  erhält  dann  unmittelbar  aus  (m)  durch  Substitution  dieser 
Werthe  den  Grad  von  <p  (j.s^)  in  der  Form 

=  2S(k)*— 2S(w)  — 2(«S'(»)"S(tt)+2^(«))~8(«S'(ra)— yS(n)-2^-(»*)) 
und  zugleich  das  Resultat,  daas  (p  (u^)  ein  reciprokes  ganzes  Polynom 
von  M^  sein  muss,  so  dass  sich  jetzt,  wenn 

N=n8'{n)  -  Sin)  -f  2J(n), 

4v  =  S(ny  —  S(n)  —  N  —  iN' 
gesetzt  wird,  die  Discriminante  in  der  Form  ergiebt 

(39)  B-J7(»,-«.)'  =  »V-ir(«.  +  «i«'  +  «>«"H ha.«"), 

in  der  sie  den  Untersuchungen  der  m- Werthe,  für  welche  die  Discri- 
minante verschwindet  oder  complexe  Multiplication  besteht,  zu  Grunde 
gelegt  wird. 

f  den  Gleichungen  zwischen  den  vierten  Wurzeln  aus  dem 
.  und  dem  transformirten  Integralmodul,  welche  Modular- 
gleichungen  genannt  werden,  kommen  noch  andere  Gleichungen  für 
die  algebraischen  und  zahl entheoreti sehen  Anwendungen  der  ellip- 
tischen Functionen  in  Betracht,  deren  Lösungen  aus  Verbindungen 
jener  Litegralmoduln  bestehen,  und  zwar  sind  dies  besonders  die  Glei- 
chungen zwischen  den  Grössen 

U  =  ^(^,     und     r  =  ^A"^ , 
deren  Werthe  schon  oben  durch  die  Gleichung  (80)  der  letzten  Vor- 
lesung mit  der  j;-Function  in  der  Form  verbunden  waren 

^=©.(*^-^)- 

Genau  ebenso,  wie  es  für  die  Modulargleichungen  geschehen  {und 
desshalb  übergehen  wir  die  weitere  Ausführung)*),  lässt  aich  zeigen, 


*)  Mau  findet  die  DurchfiShrung  in  einer  Arbeit  des  Verfaesers;  algotraische 
Uttteraachuiigen  aus  der  Theorie  der  elliptiBchen  Functionen,  Grelle  72. 
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heliehigen   wipaaren    Transformationsgrade    ohne 

n  =pqr  . . .  t, 
worin  p,  q,  r,  . .  .  t  Printmhlen  bedeutm,  eine  Gleichung  vom 
Grade 

._(y  +  l)ö  +  l)(r+l)  ...  (1+1) 
entspricht  von  der  Form 

(40)       V  +  C, F"-'  +  G,K"'  H H  a_i  F  +  Cr  =  0, 

in  der  Cf,  C2,  .  ■  ■  Cr  rationale  Functionen  von  U  bedeuten, 
und  deren  Loswngen  dti^ch 

SIE  coam  —!■  Bm  coam  — '  ■  -  ■  sin  coam  ^^ — —^-^ 

J  san—'  ^  lua  --'■■■  J  am —^ 

worin  ij  der  Reihe  nach  die  den  einzelnen  M^räsentanten  ent- 
sprechenden,  früher  abgegebenen  Werthe  annimmt,  oder  durch 

worin  für  t  ein  jeder  Divism-  von  n,  f  ==  ---  und  für  |  eine 
j   tf  Zahl  a  (^  all  Ik  'ht  1,2,  .. .  t' ■—  l  zu  setzen  ist,  wältrend 

i^t 
Es  lasst  sich  ebenbo  leicht  zeigen, 

(7ffs5  das  letzte  Ghed  der  {U,  V)-Gleiehiing  den  Werth  TT 
hat  äasb  diese  Gleichung  un/oei-ändert  bleibt  für  eine  Vertäu- 
srhung  oon  U  und  V, 

dass  dii.   Coeffiaenten   G|,  C^,  ■•■  Cr~i  ganze  Functionen 
von  ü  bedeuten  dass  die  {XJ,  V)- Gleichung  irrcdudibel  ist, 
(7öf.s  die  dwcti  den  Au&druclc 

ftt  ~  16  ^\ 

dai gestellte  Lobitng  de}  {U,  V^-Gleichmig  für  den  ursprüng- 
lichen &  Modul  t  bu  der  Verwandhing,  von  t  in oder 

ion  u  in  «j  also  von  U  in  sich  selbst  in  eine  andere  Lösung 
det  selben  Gletcfmng  von  der  Form 

ubengeht  m  weichet  S  der  grösste  gem,emschaßliche  Theiler 
"Wischen  16  5  und  t,  d'  =  -j  und  die  Grösse  x  aus  den  Glei- 
chungen 

,-it   11,7  "i+|p.__i 


y  Google 


AcMundzwaDzigste  Vorlesung-, 


(42)  . 


ISS  sie  unterhalb  d"  liegt, 
dass  die  dwrch  den  Ausdruck 


Losung  der  {U,  V^-Gleichimg  hei  der  Verwand- 
t  in  — j- —  imd  also  von  Ü  in  —^e  ^  *)  sur  Lö- 
■■ugehorigen  (U,  V)-Gieichwig  den  Ausdruck 

P.  H — w — ) 

vssle  gemeinsame  Theiler  swisckim  16  ^  —  t 


Q 


,    161- 


hai,  worin  d  der  \ 
und  t',  ö'  ^  -^ , 


ferner,  wenn  die 

IQx-^tßi- S 

dwrch  die  Werfhe  x  =  Xj  -j-  tm,   ß^^hf  ^16m  h 
wird,  die  ganze  Zahl  m  der  Gleichung  genÄigen  muss 

16  m  (16  g  —  i)  —  t'ßa  =  6j  (16  ■i  —  t)-\-8, 
dass  endlich  die  Form  der  (ü,  V)-Gleichu/ng 
r-  +r-''U-{a,  +  a^U'  +  a,n"+---) 

+  r'-'n-{b,  +  b,u»  +  i>,W'-{ — ) 


frieMgt 


.  +  ...)+r-i3 

ist,   worin  die  Grössen    m^,  m.,,  .  .  .  m^-i  dwek   die   Con- 
gruensen  bestimmt  sind 
m,^^n,     Mij  ^  2n,  ...  mr  —  i^(v—l)n  (mod  .  8), 
und  die  als  Coeffidenten  der  V- Potenzen  eintretenden  Fimc- 
tionen  von   U  höchstens  vom  Grade  v  sind. 
Die  Ausrechnung  der  (U,  F)- Gleichung  für  einen  bestimmten 
Transformation sgrad  geschieht  wieder  durch  Einsetzen  der  Werfche  von 

X{t)    und    xinr), 
nachdem  diese  naeh  positiven  steigenden  Potenzen  von  q  entwickelt 
sind,  und  man  erhält  z,  B.  für  die  Transformation  dritten  und  fünften 
Grades  die  Gleichungen 
(4^)     F*  +  4i7=r3-2t/F+  ü*  =  0, 
(44)     F«  +  16t/^F='+  \bIPV^^\-  lbU'V''  —  iüV-\-  ü^  =  0. 


')  nach  dorn  dritten  Hauptfalle  der  li 


isforinatiün  der  j;- Function. 
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Wir  wollen  am  Schlüsse  dieser  Vorlesung  noch  einer  Differential- 
gleichung Erwähnung  thun,  welche  zwischen  dem  gegebenen  und 
transformirten  Integralmodnl  besteht  und  immittelbar  aus  den  in  der 
fünfundzwanzigsten  Vorlesung  entwickelten  Gleichungen  (3)  und  (7) 
hergeleitet  werden  kann. 

Da  nämlich  nach  den  bekannten  Transform ationshezi eh ungen 


also  durch  Differentiation 

(*^) ^^  =  "'^"''" 

ist,  wenn 

ß„?>i  —  «löfl  =  n 

gesetzt  wird,  da  ferner  nach  Gleichung  (16^)  der  dreiundzwanzigsten 
Vorlesung 

oder 


a^ä  +  2a,ii'        a„  +  o,  i' 
ist,  so  folgt  aus  (45) 

W S  --i'«i-.' 

oder  durch  Vergleiehung  mit  dem  Quotienten  der  aus  Gleichung  (7) 
der  fünfundzwanzigsten  Vorlesung  folgenden  Beziehungen 

die  Relation 

_i    _c[\_-c^)  dh 
na^         ft  (1  —  fc^j  de 
oder  auch 

^■^'> "  «    c(l-e')  dfc' 

ein  Ausdruck,  der  in  der  folgenden  Vorlesung  vielfache  Anwendung 
finden  wird. 

Es  war  ferner  in  der  fünfundzwanzigsten  Vorlesung  nachgewiesen 
worden,  dass  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 


(48)  . 

t(l-t') 

Iil  +  (1- 

-."')|| 

in  da- 

Form 

enthalten  ist 

y  =  cß 

+  c'a', 

und  es  folgt 

somit,  das 

s,  »eil 

"-  =([oi^  +  ß,ß' 

ist,  ai 

,C1,P: 

_  "  oder  . 

wenn 
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gesetzt  wird,   p^boi    der  Gleichung  (48)    genügt,    oder    dass    die 
Gleichung 

Ml  -  S')  6  S  +  jl  [S  (1  -  3  f)  +  2t(l-  P)  S] 

oder  auch 

(49).     bm[ 3-j Hj+  ^j  -0 

identisch    erfiillt  wird.     Da  nun  mit  Hülfe    der   aus   (47)   folgenden 
Beziehung 

~      1(1  — k^)  da 
sieh 

di  de  dk 

ergiebt,   uud  die   Differentialgleichung  (48),  welcher  a   genügt,  sich 
in  die  Form  setzon  lässt 

—     j :=   CCO, 

de  ' 

somit  die  obige  Relation  in 

dk  **""  dk 

übergeht,  so  lautet  die  Gleichung  (49) 

(50)  ■    »(('  ~  '•')  S  +  (1  -  ä*')  fi  -")  +  ««-»■ 

Substituirt  man  endlich  hierin  den  oben  für  b  gefundenen  Werth, 
so  erhält  man  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
(61)  .  .  .     '2(ied't  ~  ätd'e)  —  3  ((Äcfi'i)'  —  (dkiPe)') 
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Die  Multiplicatorgleiehungen. 

Wir  geben  nunmelir  zu  einer  zweiten  Klasse  von  Gleichungen 
über,  die  in  der  Theorie  der  complexen  Multiplicatioo  der  elliptisclien 
Functionen  eine  wichtige  Rolle  spielen,  nämlich  zu  den  Gleichungen, 
welche  zwischen  dem  Multiplicatov  der  Transformation  und  dem  In- 
tegralmotlul  des  zu  fcransfor  mir  enden  Integrals  bestehen,  und  wollen 
vor  allen  Dingen  im  Folgenden,  weil  wir  es  zur  Entwicklung  der 
Eigenschaften  dieser  Klasse  von  Gleichungen  später  brauchen,  die 
linearen  Transformationsformeln  fiir  die  MultipKcatoren  kurz  zu- 
sammenstellen, wie  sie  sich  unmittelbar  aus  den  in  der  vierundzwan- 
zigsten Vorlesung  gegebenen  Formeln  fiir  die  sechs  Fälle  der  linearen 
Transformation  dadurch  herleiten  lassen,  dass  man  sich  nur  aus  den 
dort  gegebenen  Transformationsformeln  den  Ausdruck 
1^^ 


bildet  und  mit 


V')  (1  -  c'«^) 
vergleicht;  wir  erhalten  folgende  Zusammenstellung 

I.    ß(,==l,     a,  =0,     hi,  =  0,    fti=l(mod.  2), 

ß  =  e  a  ^  jm  einfachsten  Falle  (11=  1 , 

«1^1,     b^—i,    ^i=iÜ  (mod.  2), 
,  im  einfachsten  Falle  a  =  —  i, 
Mi  =  l,     ho  =  0,    &|  =  l(mod.  2), 
-  ,  im  einfachsten  Falle  a  =  — , 
ff,  =  l,    6o=3l,    hi^.O  (mod.  2), 

--,  im  einfaehaten  Falle  a  ^  — , 
«1  =0,     ^u  =  1,     h,  =  l  (mod.  2) , 
,  im  einfachsten  Falle  a  ^    -, 


IT.    a„  =  0, 


IV.    «0=1, 
!  =  e^ 
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VI.    «0  :iH  0,     a,  —  1,     hg-l,     6,  -=  1  (mod.  2), 

^  K6,-n„a,-o„-6„-l-21     I        .  ■     »     1     .  ti   1,        4 

a^e'  — ,  im  emiacliateii  iaile  —  ■ 

c,  '  c, 

Wir  wollen  nun  zur  Herleitung  der  Gleichungen  zwischen  dem 
Multiplicator  und  dem  Integralmodul  nicht  von  dem  in  der  seehs- 
un  dz  wanzigsten  Vorlesung  gefundenen  Werthe 

\  ■/  ~-'  V      ^  I  _  „jjj    _  3mr/  .  n  ~  i   mij        |  ' 

in  welchem  m  eine  beliebige  zu  n  relativ  prime  Zahl  bedeuten  durfte, 
sondern  von  dem  Ausdrucke 

H  —  1     sin  coam  — ^  am  coam  — ^  ■  -  ■  aia  coaiu  *) 

(2)     «-(-!)'  .i„„Lj„.„i^T.'..i„7„<"---ijl    ' 

ausgeben,  der  für  alle  die  in  den  Scbematen 

1 1    0  I  j         ]    0  I  I  1.     0  I 

I  0    »  I   '  IG.l    »  !  ■  ■"     16(«~  1)    w  I 


«)  na 


'  d  log  c 


10  läsafc  Bioh  auch  j^  iu  die  folgende  Form  setzen 

1^— g— _„_i      I  d  log  cos  am -j^    d  log  cos  am -^         d  log  cos  am -^^ — ^^  — t 


{2.4...  («—1)}* 


dl)  liij  djj 


Wir  fügen  »usaetdem  noch  den  Werth   des   Multiplicators  durch  S- -  Functionen 
ausgedrückt  hinzu,  wie  wir  ihn  später  brauchen;  da  nUmtich 

ist,  so  ethiilt  man  den  folgenden  Ausdruck 
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6(1  th alten en  Eep rasen tanteii  der  nicht  äquivalenten  Klassen  einer 
Prinizahltransformation  mit  (1)  übereinstimmt,  för  den  letzten  Reprä- 
sentanten 

U    0  I 

i  0   1  I 

jedoch  denselben  oder  den  entgegengesetzten  Werth  giebt,  je  nachdem 

K  ^  1  oder  eee;  3  (mod.  4)  ist.     Nun  sind 

■,  2  Icrt  1        -  ;  2kri 

sm  coam''    _   '     und     sm  am'        ' 

für  ungerade  und  gerade  k,   wie  die  nächst«  Vorlesung  zeigen  wird, 

rationale  Funetiouen  von  sin  coam^    -'',  und   daher  M  in  der  Form 

darstellbar 

M  =  f  \sm  coam^  —j , 

wenn  f  eine  rationale  Function  bedeutet. 

Da  jedoch,  wie  man  leicht  aus  (1),  ähnlich,  wie  es  in  der  letzten 
Vorlesung  für  den  transformirten  lotegralmodul  gezeigt  war,  ersieht, 
dass  der  Werth  des  Multiplicators  unverändert  bleibt^  wenn  man  für 
m  der  Reihe  nach  die  Zahlen 

2,  4,  .  .  .  K—  1 
setzt,  so  wird  sich  M.  als  dieselbe  rationale  Function  von 

sin  coam^  — ,     sin  coam^  -^ ,  ...  sin  coam^ ''- 

ei^eben,  und  wenn  man  nunmehr  die  in  der  letzten  Vorlesung  ge- 
machten Schlüsse  genau  in  derselben  Weise  hierauf  anwendet,  so 
folgt  unmittelbar  der  Satz,  dass 

die  M  +  1  Werfhe  des  MiiMiplicatörs  31  fm  die  Ttansfoi'ma- 
Uonen,  welche  den  Repräsentanten  der  mclit  aqmialenfen  Klas- 
sen einer  PrimsahUransformation  entsprechen,  die  Losungen 
einer  Gleichung  n  -\-  1"°  Grades  sind  eon  da  Fmm 

(3)     M"-^'  +  C^M^-^-O^M^'^  -j h  C\M-^  a  +  <  =  0, 

deren  Coefficienien  C^,  C.^,  ...  0„+i  rationale  FuncÜomn  von 


Diese  Gleichung  wollen  wir  die  zur  Transformation  n  (wenn  n  eine 
Primzahl  ist)  gehörige  MnUiplicatorgleichun^  nennen. 

Zum  Beweise  der  Existenz  der  Multiplieatorgleichung  für  einen 
zusammengesetzten  Transforraationsgrad  sowie  zur  Herleitung  des 
Ausdruckes  für  den  Multiplicator  als  eindeutige  Function  des  ge- 
gebenen und  transformirten  Integralmoduls  ist  es  notliig,  die  Gräna- 
werthe  der  Multiplicatoren  zu  bestimmen  für  den  Fall,  dass  sich  der 
Integralmodul  des  gegebenen  Integrals  der  Null  nähert. 

Die  Wertlio  der  Multiplicatoren  waren  durch  den  Ausdruck  ge- 
geben 


y  Google 


_t:«J 


164  NeunundzwaüzigEte  Yorleaung. 

welcher  für  verschwindende  c 

w "^-rr-^,    ^T--  (»-.TW 

[  t.ang  ---  tang  —  ■  ■  ■  taug  ^^ -] 

übergeht. 

Untersuchen   wir    erst   die    Werthe    dieses    Ausdrucks   für   eine 
Primzahlfcransformatioii ,  für  welche 

^  =  f  (r  -  16  ^)  =  w'  —  16  I  ■  -^ 
und 


ist,   so  dass  für  die  ersten  «  Eepräsentanten  der  nicht  äquivalenten 
Klassen  der  Ausdruck  für  den  Multiplicator  in 


(5)    -M"  = 


1           3„'_2.i6^f             4»'-4.16||  (n 

I  tang taug ■  •  ■  tang  — 


-l)a>-~(n-i)ieijV' 


ffir  den  letzten  in 
(6) 


■Jtang  —  tang  —  ■ 


für  verschwindende  c  übergeht. 

Was  nun  den  Gfränzwerth  des  Ausdruckes  (5)  betrifft,  so  wird,  da 

,  -2  fi  m'  —  ft  ■  Iß  g  .  ai J^  e    "  _£ "         —  1 

e   "T"     ^"">1 
für  c  =  0(w=2rc,  ö'  =  ioo)  den  Werth  i  annimmt,  für  die  ersten 
n  Repräsentanten 


(-1)  ' 
sein,  während  der  Ausdruck  (6)  in 


i  tang  —  tang 
Übergeht,  oder  da 


{- 1) 

^ 

4ji 

t'in-  *"  ~ 

1)^1^ 

^    « 

m 

J 
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ist,  den  Werth 


(8) M^'^^ 

aimimmt. 

Die  Auffindung  der  Werthe  des  Multip licators  M  för  verschwin- 
dende c  für  den  Fall,  dass  der  Transforniationagrad  eine  beliebig 
zusammengesetzte  ungerade  Zahl  ist,  lässt  sieh  nun  zwar  aus  den 
obigen  Auseinandersetzungen  unmittelbar  ableiten,  doch  wird  es 
besser  sein,  diese  Bestimmung  erst  später  auszuführen. 

Nachdem  die  Existenz  einer  Multip licatorgleichtmg,  für  einen 
primzahligeii  Transformation sgrad  nachgewiesen,  wollen  wir  hiervon 
ausgehend,  ohne  auf  eine  nähere  Betrachtung  des  aus  der  Trans- 
formationstheorie  hergenommenen  Ausdruckes  für  M  als  Function 
von  sin  coam  — -  und  sin  am  ■ — -  einzugehen,  die  Existenz  einer 
solchen  Gleichung  für  einen  beliebigen  unpaaren  Transformations- 
grad ohne  quadratischen  Theiler  herleiten. 

Sei  p  eine  Primzahl  und  die  zu  dem  Transformationsgrade  j> 
gehörige  Multiplicatorgleichung 

(8)  »+.  +  /■, (»!)»» +  /;(»>) jip-'  +  ...  +  f,(„')jif+^,+,(c=)_o, 

worin 

f,(f),  ^(«'), ...f.+,(«=) 

rationale  Functionen  von  c*  bedeuten,  so  wollen  wir  mit  dieser  Glei- 
chung den  durch  Gleichung  (47)  der  letzten  Vorlesung  gegebenen 
Ausdruck  für  den  Multiplicator 

^■'' ^^   ~  J  ^i^:r7'j  dk 

verbinden,  der,  wenn  für  Ic  der  Eeihe  nach  die  j»  -|-  1  AVurzeln  der 
zum  Transformationsgrade  p  gehörigen  Modulargleichung  gesetzt 
werden,  die  Quadrate  der  J>  +  1  Lösungen  der  Gleichung  (8)  liefern 
wird.  Man  weiss  nun,  dass  jedem  Repräsentanten  der  nicht  äqui- 
valenten Klassen  ein  bestimmter  transformirter  Modul  und  ein  dazu- 


her, 

♦)  0ie  Eichügkeit  dieser  zweiten  Gleichung 
dass  mau  in  der  Gleichung 

leitet  : 

man  unmittelbai 

!  daraus 

ä"- 

'  =  G-.-"')( 

ie-e"" 

'■)(.- 

;-r 

■)G-,"'): 

X 

,„G^.-^ 

--')(«. 

^(k-- 

IL".) 

den  Gränaübergang  za  x=^\  macht. 
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gehöriger  MuHiplicator  entspricht,  und  es  wird  darauf  ankommen, 
diesen  Multiplicator  als  eindeutige  Function  des  gegebenen  und  trans- 
formirten  Integral moduls  darzustellen.  Sucht  man  nämlich  zwischen 
der  linken  Seite  der  Gleichung  (8)  und  der  linken  Seite  der  auf 
Null  gebrachten  Gleichung  (9)  den  grössten  gemeinschaftliehen  Thei- 
1er,  so  musB  dieser  Theiler  in  Bezug  auf  M  vom  ersten  Grade  sein 
und  c  sowohl  als  h  rational  enthalten.  Denn  dass  die  beiden  Poly- 
nome für  jedes  der  p  +  l  transformirten  Ji  einen  gemeinsamen  Thei- 
ler überhaupt  haben,  ist  an  sich  klar,  os  könnte  nur  der  Fall  ein- 
treten, dass  hei  der  Division  der  Coeffieient  von  M  in  dem  letzten 
Reste  sowie  der  von  M  freie  Theil,  die  beide  nur  von  /ü  und  c 
abhängen,  vermöge  der  Modulargleichung  verschwinden;  dann  würde 
aber  der  Ausdruck 

,        1  fc(l-^fc=)  de 

was  auch  k  für  einen  Modul  der  Repräsentanten  der  nicht  äquiva- 
lenten Klassen  bedeuten  mag,  in  (8)  enthalten  sein,  weil  die  Mo- 
dulargleichung eine  irreduetible  ist,  und  es  müsste  also  die  Multipli- 
catorgleichung  zu  jeder  Lösung  auch  den  entgegengesetzten  Werth 
als  Lösung  enthalten.  Diese  Eigenschaft  kann  jedoch  die  Multipli- 
cator gleichung  für  einen  primzahligen  Transformationsgrad  nicht 
besitzen,  da  sie,  wie  oben  nachgewiesen  worden,  für  c  =  0  in  die 
Form  übergehen  musa: 

{M^\r\M-  tJ]— )„(); 

es  folgt  somit,  dass  der  grösste  gemeinsame  Theiler  zwischen  jenen 
beiden  Polynomen  vom  ersten  Grade  sein  muss,  mit  andern  Worten, 
dass  sich  M  als  eindeutige  rationale  Function  von  c'  und  dem  zu 
demselben  Repräsentanten  gehörigen  /;''  ausdrücken  lässt. 

Sei  nun  auf  das  Integral  mit  dem  Modul  c^  eine  Prim Zahltrans- 
formation vom  Grade  p  ausgeübt,  so  mögen  die  den  Repräsentanten 
der  nicht  äquivalenten  KJassen  entsprechenden  transformirten  Mo- 
duln mit 

k^,  \,   ...   Ihn   '<>  +  !, 
die  entsprechenden  iVtuItiplicatoren  mit 

M^,  M.,  .  .  .  Mp,  Mp  +  i 
bezeichnet  werden,  so  dass  die  Gleichung  statthat 

M'  +  ^  +  U{c-')M'  +  ■  ^  +/;(„.)  jf +  /;,  +  . (O  _o, 

deren  Lösungen  J/j,  Jf,,  .  .  .  .Mp+i  sind. 

Wird  nun  von  neuem  auf  jedes  der  erhaltenen  Integrale  eine 
Primzahltrausformation  vom  Grade  g  angewandt,  so  setzen  sich  sämmt- 
Hche  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  vom  Grade  y 
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I  16§  ij  I  |o    1  I 
mit  den  äbiilicheu  vom  Grade  q 

I        1     0  I   j  g    0  I 
i  161,    q\\0    1  I 
zu  sämmtliclien  Repräsentaüten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  vom 
Grade  pq 

I        1       Ol        ß     0  I   I       1     0'\p<i    Q\ 

\\&Xi  i)q\  i&x^   gl  I  16  iKg  j>  |  |    0    1  | 

zusammen,  worin  dem  x^  alle  ganzzahügen  Werthe  0,  1,  2, ...  pq  —  1, 

dem   x^  die   Werthe   0,  1,  2,  ...  g; —  1    und  dem  x-^   die  Werthe 

0,  1,2,  ...  y  —  1  beigelegt  werden. 

Nach   den  bekannten   Regein  der  Zusammensetzung   der  Trans- 
formationen ist  nämlich: 

I  ij  0 1  I     1  0  I      ;     i>  <i\ 

I  0    1  I   I  16gi    5  I  ""  I  16  g,    y  )  ' 
worin  §,  die  Werthe  0,  1,  y,  ...  q—  ^   annimmt;  ferner 

I     ß      0     ;      !     2       0  \     PI      ^    \ 

|oi||oi|^|o     l|' 
und 

I  16^   A   I  16i,    l\^\  16g +  16^1,   pq\' 
worin  l  die  Werthe  0,  \,2,...p-\,  |,  die  Werthe  0,  l,  2,  ...  (j—  1, 
also 

alle  Werthe   0,   l,  2,  .  .  .  pq —  1    annimmt,   wie  es  in   der  Trans- 
formation 

i       1      0 

■|  16,Kj  pq\  ■ 

der  Fall  ist. 

Endlieh  giebt    die  Zusammensetzung   der   noch  übrigen    beiden 
Schemata  die  folgende  Transformation 

I  16  g  jj  I  |o    1  I  ^  I  16  Ig  i)  I' 
die  freilich  von  dem  obigen  Repräsentanten 

I    "^  °\ 

16a!,  f 
verschieden  ist;  da  jedoch 

!  1(5  %  2)  i   j  r    1  I         I  lö  «3  +  i^r    p  |  ' 
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worin  für  ein  gegebenes  %  <  p  stets  ein  |  <  j>  so  bestimmt  werden 
kann,  dass 

16  a;^  -\- pr  =  16^5, 

da  p  und  q  relativ  pvim  sind,  und  sicli  r  ausserdem  als  ein  Mul- 
tiplum  von  16  ergiebt,  so  wird  die  durch  Zusammensetzung  erhaltene 
Transformation  sich  von  dem  Repräsentanten,  der  zum  Grade  %}  q 
gehört,  nur  dadurch  unters  cb  ei  den ,  dass  auf  den  letatereo  noch  eine 
lineare  Transformation  von  der  Form 

i        1    Ö| 
j  lÖ  ß    1  I 

ausgeübt  ist,  welche  jedoch,  wie  aus  den  linearen  Transformations- 
formeln für  die  Quadratwurzel  aus  dem  transformirten  Modul  und 
den  Mnltiplicator  unmittelbar  ersichtlich  ist,  die  Werthe  dieser  Grössen 
nicht  ändert. 

Es    mögen    nun   die  Multiplicatoren   der   neuen  Transformation 
gtfti  Gfrades,  weiche  dem  transformirten  Modul  h^  entsprechen,  mit 

Mf,  Jff,  ...  J'ffli, 
die  dem  \  entsprechen,  mit 

Mf\   Mf\  .  .  .  M^^^_^^, 
u.  s.  w.  bezeichnet  werden,   so  sind  offenbar  die  Multiplicatoren  des 
durch    die    Transformation   p  q^""   Gfrades    enthaltenen  Integi'ales    die 
folgenden: 


(10) 


ijf  , , jif;^+",  M„,,M^-^'\ . . .  Jif  ,, jf'vt", 


und  es  wird  sich  darum  handeln,  nachzuweisen,  dass  diese  Grössen 
sich  als  die  Lösungen  einer  Grleichung  (p-\-  1)  (3+  l)"'"  Grades  dar- 
stellen lassen,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  c'  sind. 
Dies  geht  jedoch  aus  dem  Vorigen  unmittelbar  hervor.  Denn  bildet 
man  die  s'*  Potenzsumrae  dieser  Grössen 

{mP'  +  M^'^'  -f- \-  M^'^\)  Ml 

+(iff' •  +  Mf '  +  . .  -  +  _Mi^^=J  m; 

+ ■' 

so  wird  der  erste  Theii  derselben 

da  JMj   ,  M^  ,   ...   .3/''^^   die   Lösungen    einer  Gleichung  q -{- V" 
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Grades  darBtellen,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  h^ 
sind,  und  M^,  wie  vorher  nachgewiesen,  eine  rationale  Function  von 
Tc^  und  c'  ist*),  sieli  als  rationale  Function  von  Ä,'  und  c'-  dar- 
stellen lassen,  und  da  die  übrigen  Theile  jener  s'""  Potenzsumme  die- 
selben rationalen  Functionen  von  It^  und  c^,  li^  und  c'  etc.  liefern,  so 
wird  die  s*"  Potenzsumme  eine  rationale  symmetrische  Function  der 
Lösungen  der  Modulargleichung  zwischen  It*  und  c^,  also  rational 
durch  c'  ausdrückbar  sein,  woraus  unmittelbar  hervorgeht,  dass  sich 
eine  Gleichung  vom  (ß  -|-  1)  (3  -j-  1)'^°  Grade  bilden  lässt,  deren 
Lösungen  die  obigen  {p  +  1)  (2  +  1)  Multiplicatoren  der  Repräsen- 
tanten der  nicht  äquivalenten  Klassen,  und  deren  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  von  c^  sind.**)     In   ähnUcher  Weise   sehliesst  man 


1   ^1  -_^_!)  9  (c') 
-  «    c^fl-c')  ~d{k->) 

und  wie  Bachher  gezeigt  wurden  soll  eine  Gleid  img  n  -\-  i  °  C  rid^s  iwisthen 
l?  uncl  &  besteht 

**)  Wii  knüpfen  hieran  oino  Frganzung  lei  oben  angeatellten  Untersuchung 
ubei  die  Werthe  dor  Mnltiplicatoren  fnr  den  Tersohwmdenden  Integralmodul 
Eb  war  dort  fir  einen  pnmiahh^en  IiajiBfoiniationsgrad  ß  nachgewiesen  woi 
den     diBS  p   der  Multiphc^toren    den  Weith  1    annehmen      wilienl   ein  t    lon 

ihn  n  =^"■■'-5-  Viiid  ui  I  11  r  i  id  li  zur  J  in^tfüimiti  nj  i  (nid  i,  ge 
h  ii^en  ai6  dei  ohigen  ZuBammenbteUung  (lu)  unmittelbar  herleiten  können 
wenn  man  beachtet  dass  simmtln-he  Wurzeln  der  Modulargleichnng  verBchwm 
den  wenn  der  au  Grunde  gelegte  Integralmodul  Null  wird  daaa  d'w  letztere 
wirkhch  d  r  Fall  ist  geht  schon  darius  hervor  diss  sich  bekanntlieh  fi  r  tineii 
PiimzaMgrad  der  Transformation  die  Qiadratwurzeln  11?  den  tr  msformirten 
Tntegralmodulij  au    dem  AuBdru:,k 

herleiten  lassen,  woim  inEtn  der  Reihe  nach  för  g  die  ürössen 


setzt,   worin   a   eine   p'"  Binheitawurzol   bedeutet;    denn  wenn   c  sich    der  Null 

nähert,  so  verschwindet  mich  g,  also  aach  g''  etc.  und  daher  der  obige  Aus- 
dnitk.  Wenn  nun  aber  auch  wieder  alle  transformirton  Moduln  verschwinden, 
so  werden  die  Grössen 
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weiter  uud  gelangt  somit  zu  dem  Satze,  dass  es  für  jeden  unpaaren 
Transformatiomgrad 

n  =  pqr  ... 

ohne  quadratischen  Theikr  eine  Gleichung  des 

iP  +  1)  (5  +  1)  (r  +  1)  . .  .'- 
Grades  giebt,  deren  Lösungen  die  zu  den  (1)  + 1)  (5+ 1)  (*"  +  1)  - . . 
Eejiräsentanteu   der  nicht  äquivalenten  Klassen  gehörigen  Multipli- 
catoren,  und  deren  Ooeffieienten  rationale  Functionen  von  c^  sind. 

Zur  Ver  voll  stand  igung  des  vorher  Gesagten  mögen  noch  einige 
Bemerkungen  über  die  Gleichungen  zwischen  h''  und  c^  hinzugefügt 
werden. 

Dass  für  die  durch  den  Ausdruck 

/  \       T>  /  i\_    f    ■  2  I]     -  4  n  ■  {jl  —  1)11" 

(a)     /r  =  (c^)"  I  sin  coam  — -  sm  coam   _     ■  ■  ■  sm  coam  -      I 

dargestellten  Werthe,  welche  zu  den  (p  +  1)  (g  +  ')  ■  ■  ■  Hepräeen- 
tanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  gehören,  eine  Gleichung 
(p  +  0  (ff  "i"  1)  ■  •  •'""  Grades  existirt,  deren  Coefficienten  ganze 
rationale  Functionen  von  c*  sind,  geht  aus  der  folgenden  Betrachtung 
unmittelbar  hervor.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Potenzsummen  der 
Gleichung  (^  +  1)  (g  +  1)  . . .'™  Grades  zwischen  w  und  v,  deren 
Existenz  nachgewiesen  ist,  mit  s,  so  werden,  wenn  S  die  Potenzsumme 
der  Ausdrücke  (a)  bedeutet,  die  Relationen  gelten 


annehmen ,   und   es  wird  BOmit  die   ZuBammensteHung  (10)   doi-  Multiplicatoren 
für  die  Transformation  •p^™  Grades  in 


(-1) 


übergehen,   so  dass  die  Multiitlicatorgleiohiiüg  des  (ji  +  0  (^  +  l)'""  Grades  jiq_ 
Lösungen  hat,  welche  der  Einheit  gleich  sind,  9,  welche  =- ,  p,  welche 

i=i und  eine,  welche  ^- —  ist.    Es  ist  Mar,  wie  in  der- 

2  VI 

seihen  Weise   die  Werthe  der  Multiplicatoren   für  einen   boUehigon  Triinsfornia- 
tionsgrad  zu  boetimmen  sind. 
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Si  =  Ss,     Ä  =  s,e,     Äy  =  %,,  .  ■. 
und  da,  wie  oben  nacligewiesen  worden,  der  Grad  eities  jedeu  Gliedes 
von  Sk  in  Bezug  auf'  ii, 

^ik  .  n  (mod.  H) 
ist,   so  wird   offenbar  der  Grad  eines  jeden  trliedes  von  Ä,,  S.,,  ■  ■  ■ 
durch  8  theilbar,   d.  li.  sie  selbst  gana  und  rational  durch   c^  aus- 
dröckbar  sein,   woraus   aber  diese  Eigenschaft  für  die  Coefficienten 
der  zu  bildenden  Gleichung  folgt. 

Da  ferner  das  letzte  Glied  der  Modulargleiehußg  zwischen  u 
und  V  von  der  Form  ist 

_|_  ,jj(P +  11(1 +  !)-■. 

SO  wird  es  in  der  Gleichung  zwischen  Ä^  und  e-  die  achte  Potenz 
dieses  Ausdruckes  sein,  und  es  wird  somit  die  neue  Gleichung  zwi- 
schen P  und  c^,  wenn 

(1>  +  1)  Ö  +  1)  ■  ■  •  ~  " 
gesetzt  wird,  die  folgende  Form  haben: 

(*')■  +  /i  («')  (*')'  ~ '  +  /i  (»•)  (*■)'  -'  +  •••  +  ^  {«')  *=  +  («')'  -  0. 

wobei  auch  hierin,  wie  aus  dem  Satze  für  die  Modulargleichungen 
zwischen  u  und  v  zu  entnehmen,  die  ganzen  Functionen  von  e'  den 
Grad  v  nicht  erreichen  können.  Endlieh  lässt  sich  der  Irreductibi- 
litätabeweis,  da 

ist,  genau  in  der  Weise,  wie  es  für  die  {U,  F)-Gleichung  geschehen 
ist,  herstellen  oder  auch  unmittelbar  aus  der  Irreductibilität  der  Glei- 
chung zwischen  u  und  v  ableiten.  Was  die  wirkliche  Aufstellung 
der  Gleichungen  zwischen  k''  und  c^  betrifft  ^  so  unterliegt  dieselbe 
keiner  weitern  Schwierigkeit,  indem  man  nur  wieder  c^  =  95*  (t), 
Jc-'^qi^^nr)  einzusetzen  und  soviel  Glieder  zu  berücksichtigen  hat, 
als  unbekannte  Coefficienten  in  der  Gleichung  vorkommen. 

Indem  wir  nun  auf  die  Ermittelung  des  letzten  Ghedes  sowie 
der  Form  der  übrigen  Coefficienten  der  Modularglei chung  näher  ein- 
gehen, sei  für  einen  piimzahligen  Transformationsgrad  n  die  Multi- 
plieatorgleichung  zwischen  M  und  c'  die  folgende: 

(11)    M''  +  ^-\-C,M''+  C^M"-'  -\ \-  0„M-\-  C„  +  i  =  0, 

in  welcher  C^,  C2,  ■  •  •  Cn-i-i  rationale  Functionen  von  c^  bedeuten, 
und  es  wird  sich  zur  Herleitung   der  weiteren  Eigenschaften,  sowie 
zur  wirklichen  Herateilung  dieser  Gleichungen  vor  Allem  darum  han- 
dein, das  von  M  freie  Glied  derselben  zu  ermitteln, 
Nun  ergJebt  sieh  aber  aus  dem  Ausdrucke 
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(12)     M~l~\p 
dass 

woriu    den    Zahlen    m  und   m'   die   folgenden   Wertlieconibinationen 
zuertheilt  werden: 

,„:  1,  2,  8,  ■  ■  ■  ^'  ,  m:0, 

m:0,   +1,   +2,  ■  .  ■  ±^^^^  ,        m:  1,  2,  ■  ■  ■  "-^, 
und  da,  wie  aus  der  nächsten  Vorlesung  hervorgeht, 
n  sm  coani^ (-°'+J'"-'°'')  =  -/^  , 


'C-iT"-")- 


(-: 


(13) C„  +  ,  =  tlil,^ 

Es  ist  mm  leicht,  hieraus  den  Werth  des  letzten  Gliedes  einer  zu 
einem  zusammengesetzten  Trans  form  ationa  grade  gehörigen  Multipli- 
catorgleichung  herzuleiten.  Sei  nämlich  zuerst  der  Transformations- 
gi'ad  n  ^p  .  g,  wo  j)  und  g  Primzahlen  bedeuten,  so  wird  nach  den 
vorher  gemachten  Auseinandersetzungen  mit  Beibehaltiing  der  dort 
gebrauchten  Bezeichnungen  das  Product  der  zu  allen  Repräsentanten 
der  nicht  äquivalenten  Klassen  gehörigen  Multiplicatoren  des  Traus- 
formationsgrades  ^q  den  folgenden  Werfch  erhalten: 

{m^m,.  . . .  iii^^^)«+^(w;"üff . . .  JK<^;  J  {mf^Ml'^ . . .  M^l^)  X 

oder  nach  Gleichung  (13) 

V      P       /         V       ä       /        ^ji'  +  V  +  '' 
Ebenso  folgt,  wenn 

ist,  dass  das  letzte  Glied  der  Multiplicatorgleiehuüg  den  Werth  hat 
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Es  soll  jninmehr  nachgewiesen  werden,   dass  sämmtliehe  Coeffi- 
cienten  der  Multiplicatorgieichung  ganze  Functionen  von  c-  sind. 

Mültiplicirfc  mau  nämlich   die   MultipKcatorgleichuiig   unter    der 
Voraussetzung,  dass  die  Coefficienteu  gebrochene  rationale  Functio- 
nen von  c^  sind,  mit  dem  kleinsten  gemeinsamen  Dividuus  der  Nen- 
ner derselben,  wodurch  die  Gleichung  die  Form  annehmen  möge 
(14)  /;  (c^)  M'  +  f,  (c^)  M'-'-\-f,(c^)M'-'  +  ----\r  ^  i'^')  ^^ 

so  ergäbe  sich  nothwendig  daraus,  dass  Werthe  von  c'  esistiren,  für 
■welche  der  Transformationsmultiplicator  Null  oder  unendlich  wird, 
da  alle  diejenigen  Werthe  von  c^,  welche  der  Gleichung 

geniigen,  den  höchsten  und  niedrigsten  Coefücienten  der  Gleichung 
versehwinden  lassen,  also  die  Lösungen  Null  und  Unendhch  liefern. 
Es  ist  zu  untersuchen,  ob  dies  möglich  ist.  Sollte  dies  der  Fall  sein, 
so  müsste,  wie  sich  aus  dem  oben  aufgestellten  Ausdruck  des  Mul- 
tiphcators  mit  Hülfe  der  ^-Functionen  ergiebt,  eine  dieser  *-Punc- 
tionen  verschwinden,  d.  h.  es  müsste  das  Argument  --— ,  worin 
h  <     -^-    ist    eine  der  vier  Formen 


r-i  +  ST, 
r  +  (s  +  i)r, 

>■-*+(«  +  «« 
annehmen.     Da  nun  aber 

£  =  j)6,  —  qh(f  —  (pa\  —  1'^ä)'^  > 
worin  p'h^  —  gt,,  und  pa,  —  qa^,  relative  Primzahlen  sind,  so  müsste, 

T  =  i  -f    t'i 

gesetzt  wird,  für  die  erste  Annahme: 

2/£[p&i  —  g&i,  ~  (ßa,  —  (ia^)t —  (jJß,  —<ia^t'i'\  =  rn-\-  snt-\-snt'i 

sein;  daraus  folgt  aber,  dass 

—  2'k{j}a^  —  qa^  =  ns, 
dass   also,  wenn  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  h  und  w 
mit  8  bezeichnet  wird,   -^  in  pß^  —  qa^  aufgeht.     Nun  findet   aber 
auch  die  Gleichung  statt 

2Ä(p&j  —  qi^)=:nr, 
nad  es  müsste  somit  auch  j>6[  —  qhf,   durch  -^    theilbar  sein,  was 
nicht  angeht,  da  pa^  — qa^  und  j)6,  —  qbf,  relative  Primzahlen  sind. 
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Hat  die  zweite  Form,  so  dass 

2/(;|j)ftj  —  qbn  —  (pOi  —  SS)^  —  (P^i  —  2'^o)*'*]  =^  nr  —  -     -•[-  nst  -\-  ns 
BO  folgt 

—  2h(pai  —  qa„)  =  ns, 

also  wieder  püi  —  qa,,  durch  -^-  theilbar;  sodann  wäre  aber  auch 

4Jc(pif  —  qh^)  =  2  nr  —  n, 
also  auch,   da  d  als  grösster  gemeinsamer  Theiler  von  Je  und  n  eine 
ungerade  Zahl  ist,  pbj  ~  qi^  durch  -^  theilbar  und  somit  auch  mi- 
möglieh. 

Im  dritten  Falle  wäre 

—  2k(pa^  —  qa^)  ^  n  (s  -{-  \), 
was  nicht  möglich  ist,  da  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  und  auf  die- 
selbe Ungereimtheit  führt  die  vierte  Annahme.  Es  kann  somit  keine 
der  vier  ^--Functionen  verschwinden,  aus  denen  sich  der  Ausdruck 
für  den  Multiplicator  M  zusammensetzt,  also  auch  keiner  der  Mul- 
tiplicatoren  Null  oder  unendlich  sein,  und  es  werden  somit  in  der 
Multi  plic  atorgl  ei  ch  u  ng 

(15)    j!f'  +  /',(e')jr-'  +  /,(«')if— +  ...  +  /;-,(«')*- 

'    j,(5  -i-  i")  iM-"iJ"-"."~l7+ lür  +  1)"...         ^^ 

die  Coefficienten 

/,(c'),     f,(f),  .../„_,  (O 

ganze  Functionen  von  c^  bedeuten. 

Es  soll  nunmehr  untersucht  werden,  in  welche  Werthe  die  Lö- 
sungen der  Multiplicatorgleichung  übergehen,  wenn  statt  des  Integral- 
moduls  c'  einer  der  traiisforrairten  Moduln  ^.'  gesetzt  wird.  Sei  nun 
Ti''-  der  dem  transformirten  ©■-Modul 

entsprechende  Werth 

a  /t  i  —  Ifi  5\ 

"py—t-—)' 

so  giebt  es  im  Allgemeinen  nach  den  Auseinandersetzungen  der  letz- 
ten Vorlesung  an  jedem  dieser  Repräsentanten  wieder  einen  und  nur 
einen  Repräsentanten  einer  niclit  äquivalenten  Transformationskla^se 
w"""  Grrados  von  der  Form 

I         *'    ^  I 

1 163^  t  r 

welcher  als  transformirten  Integralmodul  wieder  c^  erzeugt;  da  nun 
aber  für  die  Mnltiphcatoren  bekanntlich  die  Beziehung  besteht; 
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(-1)' 


SO  wird,  da  a^,  =  i,   «i  =  0,   \  =  16  l,  \  =  t'  ist, 

der  zur  Transformation 

]       i   0  I 
!  16  I  ('  I 

gehörige,  nnd 

(-  1)    '    Jir_=  ^-^ 
der  zur  Transformation 

f   0 

gehörige  Multiplicator  sein;  daraus  folgf:  aber,  dass 
(~  Ip"  MM'  —  - 


(16) *'--¥»" 

ist,  mit  aadern  Worten,  wenn  man  in  die  Multiplicatorgleiclnmg, 
die  zur  Transformation  w''^"  Grades  gehört,  statt  c^  irgend  einen  der 
durch  einen  Repräsentanten   der  nicht    äquivalenten  Klassen    trans- 

formiiten  Moduln  und  stttt  M  m  die^e  (.rleichung  j.-  -  setzt,  so 
gieht  e%  btet->  an  und  nui  ein  M  welches  mit  enier  Lösung  der  ur- 
^piunghchen  Multiplieatorgleichimg  zu'.ammenfallt  Es  bestehen  somit 
stets  die  beiden  folgenden  Gleichungen  zusammen 

(17)    M'  +  /;  (c^) M''-'  +  u (c^) ^'''  +  ■ .  -  +  /;_! (c^) M 
(18)  — —  +  f.  im  -'"-,'*-—;  +  f.  m  ^-^—i—,  H h  /v-i  (^')  ^ 

J - - i ^0 

worin  die  ei»!e  gemeinsame  Lösang  dieser  Gleichung  der  zu  /c^  ge- 
hörige Multiplicator  ist.  Der  grosate  gemeinsame  Theiler  zwischen 
den  linken  Seiten  der  beiden  Gleichungen  würde  wieder  den  oben 
anderweitig  hergeleiteten  Ausdruck  für  M  als  eindeutige  Function 
von  li^  und  c^  liefern,  während  eine  Elimination  von  M  zwischen 
beiden  Gleichungen  eine  Relation  zwischen  W  und  c^  liefern  musa, 
welche  durch  die  Modulargleichung  befriedigt  wird. 
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Es  soll  ferner  untersucht  werden,  was  aus  den  Lösungen  der 
Multiplieatorgleicliung  wird,  wenn  auf  <?  die  beiden  Fundamental- 
traiisformationen  ersten  Grades  ausgeübt  werden ,  oder  wenn  man 
statt  der  Grösse  c-  in  die  Multiplicatorgleiehung 

1  —  c'     und     -j 
setzt. 

Zur  Behandlung  des  ersten  Falles  wenden  wir  die  folgende  Me- 
thode an: 

Es  sei   ein  Integral  mit  dem  iVIodul   1  —  c^  vorgelegt,   und   es 
werde  auf  dasselbe  die  durch  das  Schema 
0-1 
1         0 
dargestellte  lineare  Transformation  angewandt,  welche  nach  den  oben 
für  die  lineare  Transformation  aufgestellten  Beziehungen  das  Integral 
in  ein  anderes  mit  dem  Modul  c''  und  dem   Multiplicator  ■ —  i  üVier- 
fahrt.     Wird  auf  das  jetat  erhaltene  Integral  die  Transformation 

I        *   *^  i 
I  16  I    Ü] 

ausgeübt,  so  mag  die  Multiplicatorgleiehung  für  den  Modul  c"  hierfür 
die  Lösung  M  liefern,  es  wird  dadurch  das  vorgelegte  Integral  mit 
dem  Modul  1  —  c^  durch  die  aus  jenen  beiden  Transformationen  zu- 
sammengesetzte Transformation 

10— IM        iO|_|  —  16  g— if] 

^^^ I  1        0  I  I  161  r  I  ~  I  t         o| 

in  ein  anderes  mit  dem  Modul  Jt^  und  dem  Multiplicator 

—  (—  1)"^  .  iM 
übergeführt  sein. 

Wir  wollen  jetzt  wiederum  auf  das  vorgelegte  Integral  mit  dem 
Modul  1  —  c"  die  zuletzt  erhaltene  Transformation  (a)  anwenden, 
jedoch  so,  dass  wir  sie  aus  einer  zu  den  Repräsentanten  der  nicht 
äquivalenten  Klassen  gehörigen  Transforjnation  und  einer  linearen 
zusammensetzen,  also  aus 

»Ol        ,    I  «.  «1  I 

16«    M    I  \P',     Pl\ 

Soll  tiieso  Ti'anaformatioii  mit  (a)  identificirt  werden,  so  ergeben  sich 
die  folgenden  Bedingungagleichungen : 

(19) HO,  =  ~  16  £, 

(20) ««,  —  -  f, 

(21) ICi«, +  «'ft  =  i, 

(22) 16a]«, +  .i'ft  — 0, 
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woraus,  wenn  mit  S  der  grösste  gomeinscliaftlielie  Tlieiler  von  f 
und  I  bezeichnet  wird, 

u—o,      «—   j,      «0—  g    ,      Ci,~-  3 

folgen,  während  die  Gleieliungen  (21)  und  (22)  in 

(23) —  IGx  .16^-lrnßa=-^td, 

(24) — ]63;  +  ((5i  =  Ü 

üljej^ehen.     Da  nun  aus  (24) 

X  =  ift,     ßi  =  16  fi 
folgt,  wenn  [i  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  so  giebt  Gleichung 
(23)  die  Beziehung 

(26) -lUf'-^  +  f.j-i, 

welche,  da  ■  und  -  -  relativ  prime  Zahlen  sind,  stets  auflösbar  ist 
und,  wie  man  unmittelbar  sieht,  in  die  Gleichung 

«.ft  -  &«,  - 1 

Übergeht,  also  diese  vier  Zahlen  als  Transfonnationszahlen  einer 
linearen  Transformation  definirt.     Es  mag  sich  aus  (25) 

f^  =  fti  +  y  ä 
ergeben,  so  wird  nur  q  so  zu  wählen  sein,  dass 

a;  =  tii  =  t(i^-\-  ^  q 
positiv  und   <  w' <  y  wird,   dann  sind  die  Zahlen  &„,   «j,  ß„,  ßy 
passend  bestimmt    als  Transformationszahlen    einer   linearen  Trans- 
formation und  zwar 

«0  =  0  (med.  16),  /5a  =  1  (mod.  2),  «j  =  1  (mod.  2),  jJ^  =  0  (mod.  16), 
also  eine  lineare  Transformation,  die  zu  dem  Falle  II.  gehört  und 
als  Multiplicator  den  Ausdruck  liefert 


Da  nun  aber,  wie  aus  (25)  hervorgeht,  ß^  und  -^  zu  gleicher  Zeit 
=^  1  oder  =  3  (mod.  4)  sind,  und  im  ersten  Falle  die  Esponential- 
gröase  —  i,  im  zweiten  Falle  --|-  i  ist,  so  ergiebt  sieh  der  Multipli- 
cator  dieser  linearen  Transformation  in  der  Form 

-(-1)^~*. 
"Wird  nun  die  zur  Transformation 

j       «Ol 


yGoosle 


178  Nennundzwanaigate  Vorieaimg. 

gehörige  Lösung  der  Multiplieatorgleichung,  welche  der  auf  den  Modul 
1  —  c^  ausgeübten  Transformation  m'""  Grades  entspricht,  mit  M'  be- 
zeichnet, so  ist  der  Multiplicator  der  aus  den  beiden  Transformationen 
zusammengesetzten  Transformation 

I  (      0  I 

die  Grösse 


und  es  wii'd  daher  die  Gleichung  besteh 


-(-1)  '    iM=.-(-l)  ■(-!)'    iM-, 
d.  h. 

(26) M-^(—iy^M; 

mit  andern  Worten,  wenn  ein  Repräsentant  der  nicht  äquivalenten 
Klassen  einer  auf  ein  Integral  mit  dem  Modul  c*  angewandten  Trans- 
formation «'^"  Grades  den  Multiplicator  M  hefert,  so  giebt  es  stets 
einen  Repräsentanten  der  nicht  'äquivalenten  Klassen  einer  Trans- 
formation desselben  Grades,  welche  auf  ein  Integral  mit  dem  Modul 

1  —  c^  angewandt,  den  Multiplicator  {—  1)    ^    M  liefert,  d.  h.  wenn 

wir  in  die  Multiplieatorgleichung  1.  ■ —  c*  statt  c^  und  (—  1)  ^  M 
statt  M  setaen,  so  müssen  die  beiden  Gleichungen  dieselben  v  Lösungen 
haben ;  in  welcher  Weise  dieselben  mit  einander  correapondiren,  wird 
durch  die  beiden  Transformationen 

j        i    0  1  .     I        M    0  I 

und 
I  16§    f  \  I  16a;  u'  \ 

angezeigt,  deren  Transformations  zahlen  durch  die  oben  angegebenen 
Gleichungen  mit  einander  verbunden  sind. 

Aus  der  eben  hergeleiteten  Eigenschaft,   die  sich  auch  so  aus- 
sprechen lässt,  daas  zugleich  mit  der  Multiplicatorgleichung 

(27)  jf'+fa-^'jjr-' +/,(»')  jr-'+...+A-.(»')Jf+^,^.,^a.jw,wr:° 

wenü  «  ES  1  (mod.  4),  die  Gieichimg 


(28) M'  +  f,(l  —  c')M—'+f,{l-c')M'- 

+  ...  +  /;_.  (1  _.>)  jf  +  ^,-^^„-+-irr^+„w„r 

wenn  w  £^  3  (mod,  4),  die  Gieichimg 

(29) M'  +  f,{l  ~e')W~'  +  f,a  -e')M'- 

+  . .  .  +  f,^ .  (1  -  „n  Jf  +    .,^.,„.+„...  '„.^.lir-ny 


■  —0, 
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besteht,  läsat  sieh  die  Form  der  Functionen  fa  (c^)  erkennen.  Denn 
da  die  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen  sämmtlich  übereinstimmen, 
so  wird,  wenn  w  ^  1  {med.  4)  ist,    das   folgende   Gl eichunga System 


(31) 


/■.(«')-/; (!-«■'),  f,ff)=ho-~''),  .../•,-.c«')-/.-,(i  -»'), 

d.  h.  es  sind  diese  Functionen  ganze  rationale  Functionen  toh 
c^  (1  —  c^),  so  das3  sich  in  diesem  Falle  die  Multiplicatorgleichung 
in  die  Form  setzen  ^sst: 

( Jf'  4-  9>i  (c=  (1  —  c=))  M*~'-  4-  93j  (c^(l  —  c^))  M"-^  -\ 

Ist  dagegen  n  ^i  3  (mod.  4),  so  werden  nur  die  mit  geraden  Indices 
behafteten  Functionen  jenen  Bedingungen  genügen,  also  auch  ganze 
rationale  Functionen  von  c'(l  —  c^}  sein,  während  sich  für  die  mit 
ungeradem  Index  versehenen  Functionen,  welche  die  Gleichung 

befriedigen,  schliessen  l'ässtj  dass  sie  die  Form 

■il>  (c^  {1  —  c^))  (c^  —  i)     oder 

<p  (c^  (1  —  e'))  (Ci^  —  c*) 
haben,  so  dass  für  »  ^  3  (mod.  4)  die  Form  der  Multiplicatorgleichung 
die  folgende  ist: 
[  J/"  +  g:.,  (cMl  —  C^)}  (C,*  —  c^)  M"-^  +  .^aCc^l  —  C^))M'-^ 

I  +  y9+.)lr  +  l).,.glP  +  l)  (.  +  11 ......  =  0- 

Es  soll  nun  ähnlieh  wie  vorher  untersucht  werden,  welche  Ver- 
wandlung die  Lösungen  der  Multiplicatorgleichung  erleiden,  wenn  —^ 
statt  c^  gesetzt  wird. 

Sei  ein  Integral  mit  dem  Modul  -^  vorgelegt,  so  wird  dasselbe 
durch  die  von  dem  Schema 

1111 
I  0    1  I 
dargestellte  Hneare  Transformation  in  ein  anderes  mit  dem  Integral- 
modul (?  imd  dem  Multiplicator  e  Übergeführt.   Wendet  man  nun  auf 
das  so  erhaltene  Integral  irgend  einen  Repräsentanten  der  nicht  äqui- 

valenten  Klassen  L.^-    ,■     der  Transformation  w'^"  Grades  an,  so  er- 

I  loi   t  \ 
giebt  sich   ein  Modul,   welcher  eine  Lösung  der  zur  Transformation 
«'*"  Grades  gehörigen  Modulargleichung  ist,  und  als  Multiplicator  eine 
Lösung  der  Multiplicatorgleichung,  die  mit  M  bezeichnet  werden  mag, 
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SO  dass  der  Gesammtmultiplicator,  weicher  zu  der  aus  der  Zusammen- 
setzung dieser  beiden  Transformationen  entstandenen  Transformation 

U+  161    t'   \ 

I  161    (■  I 

gehört,  durch  den  Auedruck 

(-  1)"^  Mc 
dargestellt  wird. 

Weudßt  man  nunmehr  auf  das  vorgelegte  Integral  mit  dem  Modul 
-j  zuerst  einen  Repräsentariten  der  nicht  äquivalenten  Klassen 
I       «    0  I 
I  16a:  u   I 
der  Transformation  n'^"  Grades  an,  so  soll  eine  lineare  Transformation 


gesucht  werden,  welche  mit  der  obigen,  in  der  noch  u,  u' ,  xp 
zu  bestimmen  sind,  zusammengesetzt,  die  Transformation 

I  16§  t'  I 

giebt. 

Da  aber 

I         M     0  M   ßö     K,    ]_|         Mßo  «*«i  I 

I  ]6«  m'  I   \  ßa    ßi\^\  16a;ao  -f  ti  ß^     16»;«,  +  m'/5,  l' 
so  ergeben  sich  die  vier  Gleichungen 

(32) Mß,  =  i+  16|, 

(33) ua^  =  tf 

(34) 16iCßo  +  w'/ifl  =  16^, 

(35) löa^ffj  +  u'ß^  =  f, 

und  wenn  man  für  u  den  grössfcen  gemeinsamen  Theiler  d  zwischen 

t  +  16g     und    t' 
wählt,  so  folgt 

w  =  S,  u  ='  - 


_t±iH 


während  die  Gleichungen  (34)  und  (35)  in  die  folgenden  übergehen : 

(36) 16a;(f+16g)  +  «,5„  =  16g^, 

(37) 163^  +  tß^  =  S. 

Nun  sieht  man  unmittelbar,   dass,   wenn  «„,  «i,  ß^,  ß^   diesen  Glei- 
chungen genügen,  die  Bedingung  der  linearen  Transformation 

a,ß,-^,ß,  =  l 
befriedigt  wird,  und  es  folgt  ferner  aus  (37),  dass 
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worin  V  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.     Setzt  man   den  Werth 

lQx  =  d  —  i(h-  IQv) 
in  (36)  ein,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

I6v  (t  +  16g)  +  fß^  =  f-  (i  +  1G|)  —  d, 
welche  sich,  da  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  zwischen 
i  -|-  16|  und  f  ist,  stets  auflösen  lässt,  und  es  folgen  somit  cc„,  «j,  ß^,,  ß, 
als  lineare  Transformation szahlen  von  der  Form 
Ko  =  l(mod.2),  «1=^1  (mod.  2),  (i^^O  (mod.  16),  /3iZ=  1  (mod.2); 
es  gehört  diese  Transformation  somit  zu  dem  Falle  III  der  linearen 
Transformation  und  liefert  für  den  Multiplicator  den  Ausdruck 

^       3  l      c! 


^(#')'^' 


wenn  ¥  denjenigen  transformirten  Modul  bedeutet,  welcher  der  Trans- 
formation w'"^"  Grades 

I  M      Ü    j 

I  16«  u  I' 
angewandt  auf  ein  Integral  mit  dem  Modul  -,->  entspricht.  Da  aber 
dieser  Integralmodul,  wie  aus  der  Theorie  der  Modulargleichungen 
bekannt  ist,  im  Allgemeinen  dem  reciproken  Werthe  eines  andern 
der  durch  die  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  darge- 
stellten Transformationen  n^'"  Grades,  auf  ein  Integral  mit  dem  Modul 
c^  ausgeübt,  gleich  ist,  so  wird,  wenn  Ä^  eine  Lösung  der  Modular- 
gleichung  der  Transformation  «'*"  Grades  für  e^  angicbt,  jener  Mul- 
tiplicator der  Transformation  jetzt  folge ndermassen  lauten: 


(ti4i)" 


worin  k,  da  die  beiden  zusammengesetzten  Transformationen,  als  die- 
selbe Transformation  auf  dasselbe  Integral  ausgeübt,  auch  auf  den- 
selben transfovmirten  Integralmodul  führen  müssen,  diejenige  Auflösung 
der  zur  Transformation  vf'"  Grades  gehörigen  Modulargleichung  ist, 
welche  der  Transformation 

I  iH  f  I 

entspricht,  also  das  dem  M  zugeordnete  h. 

Wird  nun  die  Losung  der  Multiplicatorgleichung,  in  der  -j  statt 
t-  gesetzt  ist,  und  die  der  Transformation 

I   16a:  u    I 
entspricht,   in  der  jetzt  M,  x,  u'  fest  bestimmte  Werthe  haben,   M' 
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,  so  ist  der  Gesammtmultiplicator  der  aua  den  beiden  Trai 
t'ormaÜonen  zusammengeaetztea  Transformation 

(-  if^fj^Ä  X-  *  -  (^)  "^  t. 

und  es  muss  sonach  die  Beziehung  statthaben; 
oder 


man  wird  somit,  wenn  man  in  der  Multip licatorgleicbnng  -^  statt  c' 
setzt,  die  Grösse  M  in  -r-  zu  verwandeln  haben,  d.  h.  es  wird  eine 
Lösung  der  Multipiieatorgleichung  für  die  auf  ein  Integral  mit  dem 
Modul  -^-  angewandte  Transformation  w'*"  Grades  gleich  sein  einer 
einem  andern,  oben  genau  bestimmtenj  Repräsentanten  der  Transfor- 
luation  n'-™  Grades  entsprechenden  Lösung  der  Multipiieatorgleichung 
i'ür  c^  als  Integralmodul,  multiplicirt  mit  dem  Quotienten  aus  dem 
uraprüngKchen  Modul  c  und  demjenigen  transformirten  Modul  ]c, 
welcher  dem  .M  für  jenen  Repräsentanten  zugeordnet  ist. 

Der  Beweis  der  Irreductibilität  der  Multiplicatorgleichungen  für 
einen  beliebigen  unpaaren  Transformationsgrad  ohne  quadratischen 
Tbeiier  stützt  sich  wesentlich  auf  die.  Theorie  der  unendlich  vielen 
Formen  der  ^'-Functionen,  welche  in  der  vierundzwanzigsten  Vor- 
lesung durchgeführt  worden,  doch  ist  es  zur  Ausführung  desselben 
nöthig,  den  Multiplicator  selbst  erst  noch  auf  eine  andere  Form  zu 
bringen. 

Da  nämlich  die  Perioden gleichung  besteht 
oj  =  a^ail  4-  2ai«jß', 
aus  der  folgt,  dass 


%  4-  ">':' ' 
so  ergiebt  sich  für  die  durch  das  Schema 

I        *    '^  1 

I  in  f  \ 

dargestellten  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  der  fol- 
gende Ausdruck  für  a: 


'   t     Sl' 


(38) 

oder  tta  bekanntlich; 

(39) (».™2>t»(0,  «)j>, 
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(40) Sl^2n&(0,  ~-=^^)[ 

ist, 

.,-.  1  ■8-(0,  t),' 

'"•' ""^»-(oT^HW' 


(43) 


.  (-1)  '         J(o,  ■),' 


-»(.,i^^«):' 


so  dass ,  wann  c^  =  ip^  (r)  gesetzt  wird ,  die  MuitipKcatorgleichung, 
deren  Irreductibilität  nachgewiesen  werden  soll,  die  folgende  Form 
annimmt : 


worin  t  jeden  Theiler  von  n,  t'  =  ■,  und  |  eine  jede  der  Zahlen 
0,  1 ,  2,  ...  f  —  1  bedeuten  soll.  Angenommen  nuUj  es  hätte  eine 
Gleichung  mit  (43)  eine  Losung  von  der  Form 

3-1 

(-1)   '  »jo,  ^V 

gemein,  so  dass  die  Gleichung  bestände 

so  würde  eine  Substitution  von  t  +  Vor  statt  t  sowohl  die  y-Function 
als  die  S^-Function  mit  dem  Modul  r  unverändert  lassen,  wahrend  die 


Grösse  — — ^ —  j  wenn 

X  —  rd  SE  a;^  (mod.  b") 
gesetzt  wird,  worin  iBj  eine  beliebige  Zahl  <  d'  ist,  in 

übergeht,  so  dass  aus  Gleichung  (44)  unmittelbar  folgt,  dass 

(451  J?  (<p"  dl  tJlT  .?f-'V  1  _  0 

ist,   wenn  ar^  =  0  gesetzt  worden,   und  aus  dieser  Gleichung   wollen 
wir  Echliessen,  dass  auch  der  der  Transformation 
j  1  0  I 
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'  Multiplieator  derselben   genflgt.     Nun  ist  nach  früheren 
unmittelbar  zu   sehen,   dass   eine  lineare   Sub- 
stitution 

Uli  *i  I 

exiatirt,  auf  welche  die  Transformation 

I  d    0  I 

\  0    6'   \ 
ausgeübt  dasselbe  Resultat  hervorbringt  wie  die  aus  den  beiden  nach- 
folgenden Transformationen  zusammengesetzte  Transformation 

I  0  n  I   \ßa   ßi\\»ßo»ßi\' 

wenn  die  Transformationszahlen  in  folgender  Weise  bestimmt  werden: 

a^  =  ciiS,     «1  =  «1.160',     ßf,=  lQßi„        ßi  =  ß[, 

worin  die  Grössen  aö,  «i,  ßh,  ß'i  nur  so  zu  wählen  sind,  dass 

Sa'oß-^—  16*^k'i|3;,  =  1 
ist.     Wählen  wir  in  unserem  Falle 

a'o  =  a[  =  l, 
so  wird  die  Gleichung  (45)  ofEenbar  in  die  folgende  übergehen: 


(46) 


9     0,—^-^ 


und  wie  leicht  aus  den  Gleichungen  (4)   und  {20}  der  viei'undzwa 
zigsten  Vorlesung  zu  ersehen,  wenn 

gesetzt  wird,  da 
ist, 

*("■  "iv^'iX  -  c.'  »(0. ').'  - ".'  ■■  äir^S-.  9  (». ').' 

und 

0,  ''12^^  _  c,.  »  (O,  ^r  _  ..' :  -=i.-jy>*    a  (O,  1-)', 
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(47)     (-  »/         "^"'  °ri~-».).      _  (^  1)^'  y  ^  -^SbjV., 

und  GS  wird   somit  nur  nocli   aiif  die  ßestiminuiig  des  Verhältnisses 
der  6  aukommen. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (32)   der  vierundzwanzigsten  Vor- 
lesung, wie  eine  einfache  Ausrechnung  ergiebt, 

und 

und  hieraus  folgt,  wie  leicht  zu  sehen, 

al^{-  1 )   ä_ 

und  somit  auch 

ä  —  i  I     6d  —  ffi„  iV 


es  geht  daher  die  Gleichung  (46)  über  in 

(48) FW(y\^°-^%\~n, 

woraus  also  folgt,  dass  die  Gleichung  (44)  auch  die  zur  Transformation 

I   ]    0  I 

I  0    m   I 

gehörige  Wurzel  der  Multjplicatorgleichung  zur  Lösung  hat. 

Nun  ist  ferner  ersichtlich,  dass  eine  lineare  Transformation 

I   ^0    öl   I 
existirt,  auf  welche  die  Transformation 

1  1   0  I 

I  0    w  I 
ausgeübt,  dasselbe  Resultat  hervorbringt,  als  die  aus  den  beiden  nach- 
folgenden Transformationen  zusammengesetzte  Transformation 

wenn  die  Transformaiiouszahlen  den  folgenden  Bedingungen  genügen: 
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«„  =  aS,      «1=16«!^,     (3o=16öi,       /3,  =i6i, 
worin  die  Grössen  a'o,  a{,  b'd,  &i  so  zu  wählen  sind,  dass 

taliib't  —  16'i'ai6(i  =  1 
ist. 

Wählen  wir  wieder 

a'i,  =  a'i  =  \, 
so  wird  die  Gleichung  (48)  in  die  folgende  übergehen: 

m fWC^-:^),  ''^'•■^-^■. Lo. 


Nun  ist  aher 

and  ähnlich  wie  vorher 


oder 

^/,,  So  — aoA' 
,„,  '^V"'  »i.-ii/i     _  «,•   a-(o, .),■ 


Ferner  ist 

('4^)' 
5,'  — !(-:)' 3'! 


und  somit  aueli 

a((\  ^"^  ""^V  '-^ 

"V'  <,,,  -  b,h    _  1-1)  '      *(0.  .).' 


Eb  geht  daher  die  Gleichung  (47)  Über  in 
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woraus  folgt,  dass  die  Gleichuiig  (44)  die  zur  Transformation 
I  (  0  I 

1 0  f  r 

also  nach  dem  ersten  Tlieüe  dieses  Beweises  auch  die  zur  Trans- 
formation 

I        *    '^   I 

gehörige  Wurzel  der  Multiplicatorgleichung  zur  Lösung  hat.  Da  die 
Gleichung  (44)  somit  alle  Lösungen  der  Multiplieatorgleichung  zu 
Wurzeln  haben  muss,  so  ist  die  letztere  irredoctibel. 

Es  erübrigt  endlich  noch,  eine  Methode  anzugeben,  durch  welche 
man  für  jeden  unpaaren  Transformationsgrad  ohne  quadratischen  Theiler 
die  zugehörige  Multiplieatorgleichung  wirklich  herstellen  kann,  und 
zwar  wird  sich  eine  solche  vermöge  früher  aufgestellter  Beziehungen 
unmittelbar  ergeben,  wenn  man  erst  den  Grad  der  Coeffieienten  der 
Multiplieatorgleichung  in  Bezug  auf  den  vorgelegten  Integralmodul 
bestimmt  haben  wird. 

Nun  war  aber  oben  gezeigt,  dass,  wenn  man  in  der  Multipli- 
eatorgleichung 

(»2) M'  +  f,  (<!')  *-'-'  +  f,  {c>)  M'-  • 

+  ■■■  +  /■.-,  WJlf  +  ^-CT.„,^„...J„.,.,„.^.,.,.--0 

-j-  statt  c^  setzt,  die  Lösungen  derselben  in  -^  übergehen,  oder  dass 
für  jedes  durch  einen  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen 
transformirte  k  die  Gleichung 


(53) 


mit  der  Gleichung  (52)  eine  Lösung  gemein  hat, 

LUsst  man  nun  c  verschwinden,  so  werden  bekanntlich  die 
Lösungen  k  der  zur  Transformation  w""  Grades  gehörigen  Modular- 
gleichung  ebenfalls  verschwinden,  wahrend  die  M  endliche,  von  Null 
verschiedene  Werthe  annehmen,  welche  gleich  der  Einheit  oder  Brüche 
sind,  deren  Zähler  die  positive  oder  negative  Einheit  und  deren  Nenner 
Producte  aus  den  PrimfaetorenderZahlnsind.  Danun  auch  dieGleichung 
(53)  für  die  verschiedenen  transformirten  Werthe  k  dieselben  Lösungen 
haben  muss,  also,  wie  für  primzahlige  Transformationsgrade  leicht  zu 
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sehen,  wenn  C  >  ^,  keins  der  Glieder  unendlicli  werden  darf,  so  wird 
sich  hieraus  immittelbai'  eine  obere  GrUnze  für  den  Grad  der  Functionen 

f,  CO,  A(o.../;-.(=') 

ergeben. 

Da  nämlich 

{l  +  e      ''       .q'JKl  +  e      '        -t')... 
also  für  verschwinilende  e,  wofür  auch  q  'sich  der  Null  niihert, 

(54) lim  Ä;  =  2^  .  e     ''      .  lim  y^'' 

und 

(55) lim  (;  ^  2^ .  lim  g^ 

ist,  so  wird  oiFenbar,  weiiu  <Ier  Grad  der  Function 

in  Bezug  auf  c^  mit  r  bezeichnet  wird,  die  Bedingung  dafür,  dass  der 
Ausdruck 

nicht  unendlich  wird,  oder  daas 


aidlich  bleibt,  dadurch  ausgedrückt  werden. 


oder  es  wird,  da  v  der  höchste  Werth  von  j)  ist,  die  oberste  Grenze 
des  Grades  eines  jeden  der  Coeffieienton  der  Multiplicatorgleichung 
durch  den  Ausdruck  bestimmt  sein 

wenn  man  noch  der  Einfachheit  wegen  ('  und  t  so  wählt,  dass  dieser 
Ausdruck  den  möglieh  grössten  Werth  erhält.     Nun  ist  aber 

^  (ijrJ)  _  J!^  d  _  4)  =  iL  _  -;' 

('    \     2     /  2    V'  tJ  2  Ji' 

und  nimmt  für  t'  =^n  seinen  grössten  Werth  an,  so  dass  die  oberste 
Gränze  für  den  Grad  eines  Coefäcienten  durch  den  Ausdruck 

Y        iv,"^  '2   \    n    / 


gegeben  ist.     Da,  wenn  n  eine  Primzahl, 
man  als  oberste  Gränze  den  Werth 
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oder  den  Werth  —- — *) 

Nachdem  nunmehr  für  die  Multipücatorgleichung  (52)  eine  Zahl 
gefunden  ist,  die  der  Grad  der  einzebien  Coefficienten  derselben 
nicht  übersteigen  kann,  wird  es  leicht  sein,  diese  Coefficienten 
seibat  zu  finden.  Da  nämlich  nach  Gleichung  (42)  für  den  Reprä- 
sentanten 

j    H     0    j 

I  0    1  I 
der  Multiplicator  durch  den  Ausdruck  gegeben  ist 


M  = 


'■_  &  (0^)3'_  _  {-ri  l_     (1  +  2g  + '2  g' +  ag° +  ...)' 
&(0,nt%^  n  (,4. 23" +  23*" +  23*'" +.-.)'' 

und  ausserdem 

c'  =  2^2  {(1  +  q^)  (1  -f  5*)  . . .}!« (1  -  3)8  (1  -  q^f  ..., 
s«  werden,  wenn  man  die  Coefficienten  der  MultipKcatorgleiehung  in 
der  Form  annimmt 

cf(,  +  a,  c' +  «5  c*  H [-CT^-ic""~S 

in  den  obigen  Ausdrücken  für  M,  c*  und  deren  Potenzen  nur  so  viel 
Glieder  zu  entwickeln  sein,  als  die  Anzahl  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten 

«5,    ß,  ,     ...    »H-l,        Kj    ^l>    ■  ■  ■    ^«-l|    -  ■  ■    ^0,    ^1,    ■•  ■    »JB-l 

nothig  macht,  um  die  letzteren  dadurch,  dass  man  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Potenzen  von  q  verschwinden  lässt,  zu  bestimmen.  Für 
die  wirkliche  Herstellung  der  Gleichungen  ist  zu  beachten,  dass  die 
oben  gefundene  Form  der  Coefficienten  der  Multipücatorgleichung 

(p  (c^  (1  —  c*))     oder    9  (e^  (1  —  c=))  (c\  ~  c') 
eine  wesentliche  Abkürzung  der  Rechnung  gestattet. 

Ich  will  nunmehr  die  Rechnung  zur  Herleitung  der  Muliplicator- 
gleichung,  welche  zur  Transformation  dritten  Grades  gehört,  anstellen. 

Da  in  diesem  Falle  die  Multipücatorgleichung  die  Form  hat: 
.   Jf^  -f  «o  (1  —  2c=)  M^  ^  a^  M"  +  a.,{l  —  2c^}  J/  —  |  =  0, 
indem  -  ^^  =  1    die    oberste   Gränze   des    Grades    der  Coefficienten 
liefert,  so  wird  man,  wenn  man 

*)  Ich  will  bemerken,  dass,  wie  leicht  eiuzuselien,  der  Coeflicieut  von  M" 
den  Grad  — ; —  wirklich  erreicht. 
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«- ,  (i  +  aa  +  8g'+-'-)' 

und 

c'  —  16j(l  —  8s  +  Aiq'  —  1929' ) 

in  die  obige  Gleicliimg  einsetzt  und  einige  leicht  ersichtjielie  ßeduc- 
tionen  vornimmt,  die  folgende  Bestimmuugsgleichung  erhalten; 
(1  +  16ä+  112<r'+-)  — 3%(l  —  32s  + 256g' +  •■■)(! +  12?  +  60s'  + ■■ 
+  9o,(l  +  8j  +  24s'  +  ---) 

-  27 o,  (1  +  iq  +  if  -\ )  (1  —  32s  +  26ej'  -| )  -  27  —  0, 

oder,  wenn  man  die  Coefiicienten  you  g",  g',  q'  der  Null  gleich  setzt, 
die  drei  Gleichungen: 

1  —  3«,  +  9<i,~  270,-27  —  0, 

■    16  +  eOo,  +  72o,  +  766o,  —  0, 

112  +  204o,  +  216o,  —  35640,  =  0, 

woraus  sich 

Ofl  =  —  I,    0|=2,    o,  =  0 
ergiebt,  und  wir  erhalten  somit  die  zur  Transformation  dritten  Grades 
gehörige  Multiplicatorgleichung  in  der  Form 

Jf'  —  I  (1  —  2c')  Ä'  +  2*'  -  4  ^  0. 
Geuau  in  derselben  Weise  erhält  mau  die  zur  Transformation  fünften 
Grades  gehörige  Multiplicatorgleichung,  deren  Coefficienten  nur  Func- 
tionen von  c'  (1  —  (?)  sein  können : 
Jf«  +  i(256(!'(l  —  c')  —  26)  »ä  +  UJlf«  — 12iK"  +  7Jlf'  — 2Jf+i  — 0.- 
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Die  Multiplioation  der  elliptischen  Punctionen. 

Nachdem  wir  einige  algebraische  Untersuchungen  über  verschie- 
dene Klassen  von  Gleichungen  aufgestellt  haben,  welche  unmittelbar 
durch  die  Transformationstheorie  geliefert  wurden,  wenden  wir  uns 
zu  eben  dieser  Theorie  wieder  zurück  und  stellen  uns  die  Präge, 
welche  rationale  Transformation  ein  beliebig  vorgelegtes  elliptisches 
Differential  wieder  auf  ein  ebensolches  mit  demselben  Modul  zurück- 
führt, oder  für  welche  a  die  Differentialgleichung 
/-,.  dx  dy 

für  ein  beliebiges  c^  ein  rationales  IntegraJ  hat. 

Für  diesen  Fall  folgen  offenbar  smb  den  Gleichungen  (16*)  der 
dreiundawanzigsten  Vorlesung  als  nothwendige  Bedingungen  für 
diese  Art  der  rationalen  Transformation,  welche  aus  später  unmittelbar 
ersichtlichen  Gründen  äie  Multvplicatmi  genannt  wird,  die  folgenden: 


oder  durch  Division 

(3)..     z^h^±^^    oder    ö-t^  _j_  («  _  J  )r  -  6,  =  0, 

I  sich  unmittelbar,   da  die  Existenz  der  Multiplicatiou  für  t 
also  auch  für  r,   die  nicht  nur  Lösungi 
quadratischer  Gleichungen  sind,  gefordert  wurde, 

ffj  =  0,     (to  — ^  =  Ö,     6o  =  0 
ergiebt  oder  nach  (2) 


d.  h.  —  miiss  für  den  FaU  der  rationalen  MulUpUcaUon  eine  ganse 
Zahl  sein,   und  es  wird  sich  daher  jetzt  nur  noch  für  die  Gleichung 

in  welcher  c*  beliebig  und  n  eine  willkührlich  gegebene  ganse  Zahl 
ist,  um  die  Untersuchung  der  Frage  handeln,  oh  derselben  stets  durch 
ein  rationales  Integral  genügt  werden  könne. 
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Zur  Lösung  des  Multiplieatioiistheoreras  werden  wir  im  Folgenden 
zwei  wesentlich  von  einander  verschiedene  Methoden  anwenden,  von 
denen  die  erste,  von  dexa  Additionstheorem  der  d'-Functipnen  aus- 
gehend, succeasive  für  wachsende  ganzzaWige  Multiplicatoren  die 
Multiplicationsformeln  liefert,  die  zweite^  auf  die  ohen  durchgeführte 
Transformation stheorie  sich  atützend,  unmittelbar  die  Lösung  für.  einen 
beliebigen  ganzzahligen  Multiplicator  ergeben  wird. 

Setzt  man  in  den  Additionsformeln   der   achtzehnten  Vorlesmig 
(m  +  1)0  für  u,    mv  für  v, 
so  gehen  dieselben  über  in : 

=  &((m+  l)-iiy  ö'(m«V—  &((m  +  l)v)^^&(mvy, 

=  9 {{m  +  1)  i-y  &  (mv\-^  -  *  ((m  +  1)  ^^  » {mvy, 

=  &  ((jw  +  1)  v)^"^  &  (mv)o^  —  &  ((ra  -|-  1)  ij^  9  (mv^, 

=  & ((m  +  1) i^y  &  {mvy  —  *  ((m  +  1)  v^  &  {mvy, 
und  setzt  man  ferner 

mv  für  M,     mv  für  ü, 
so  erhält  man: 

r  S-„3  _  ^  (2  m«)o  =  *  (m«)o*  ~  *  (mu),' 

1^0  ■  '^2  ■  "^3  ■  *(2»M^)i  =  2^(m!>)„  &{mv\&{mv\  &(mv% 
^  ^      I        O-fl- .  *3  .  *  (2  tnv)^  =     &  {mv)^  » {mv\'^  —  %■  {mv\^  *  {mv)^' 

Aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir  nun  succesaive  die  %■  aller 
ganzen  Vielfachen   des  Argumentes  v.    Denn  das  System  (6)  liefert 

^(S-u^,  Ö'(2i>)i,  ■&(2ü)ä,  '»(So), 
als  rationale  t\inetionen  von 

mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke   erhält   man   aus    dem   Systeme  (5)   die 
Functionen : 

*(3»)„,  »{Zv)„»iZv)„  »(3^)3. 
Dann  weiter  aus  (2)  die  Grössen 

#(4«)o,  e-(4-ü),,  ■*(4j;).,,  •^(4i>)3 
u.  s.  w.,  endlich  die  Functionen 
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»{nv)(„  &(nv)f,  #(nj;)j,  »(nv)^ 
für  jedes  ganzzahlige  n  als  rationale  Functionen  von 

deren  Coefficienten  rational  aue  *„,  ■&,,  ■9's  zusammengesetzt  sind. 

Gehen  wir  nim  zu  den   elliptischen  Functionen  über,   die  sich 
aus  der  Division  der  obigen  ■9'-Formcln  ergehen,  so  erhält  mau,  wenn 


sin  am  (2m -\-  1)m 
n(m  +  l)«-sin'am, 
in*am(m+l)MBin*an 


(8)   .   .   . 


^  am  2 


cos 

am(2»»  +  l)M 

cos^  Bmtm  +  l)u-J^am(m+l)u.  ain=  am  nt« 

1  — c' 

an'  am  (m  +  1)  m  sin'  am  mit            ' 

^ 

am(2M  +  l)M 

^^am(3TO  + 

]  M  -  c' .  coaä  am  (m  +  l)ii  sin«  am  m« 

1^<, 

Bm=am,m  +  l).«n'a,.«.. 

2mu        ^''" 

im  WM  cos  am  mw  J  am  m» 

1  — c'sin'amm»              ' 

o                cos'  a 

m  mw  ~  .js  am  mw  ain'  am  m« 

l-c^sin*ammM 

„                ^2  an 

ifliM  — c'coa'amtrewsin'ammw 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  nun  successive  die  Aosdrücke 
der  drei  elliptischen  Functionen  für  ganze  Vielfache  der  j 
durch  die  drei  elliptischen  Functionen  für  die  einfachen  j 
ableiten,  und  es  werden  die  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Con- 
stanten, wie  man  leicht  sieht,  ganze  rationale  Functionen  von  c^  sein. 
Die  allgemeine  Form  dieser  Ausdrücke  ist  nicht  schwer  zu  erkennen. 
Denn  entwickelt  man,  um  die  Gestalt  von  sin  am  u,  cos  am  u,  z/  am  M 
festzustelien,  die  Multiplicationsformeln  für  die  Vervielfachung  mit 
2,  3  und  4,  so  ergiebt  sich: 


sin  am  2  «.  =  2  cos  am  it  z/ 


u  +  C  sin<  am  u 


-  c'  sin"  a 


M  +  4c'(l  +  cä)3iu''ai 
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■  l--ec-sin''amM-j-4cVl  +  cä)sin"amM  — Sc'sin'amw' 

„  ,  I~4tf'Bin'aniit4- Se'BiD^amii— 4c*Bin<'amM  +  c'siE^amM 
zJam  öM  =^  z/aiiiM  ■  - — -  ,  .  . ,  .  «,^  , — ,,  ■  ■ ■  ,  ■;■■.■■ ^i 

4sinamu  — 8(14-c=)sinäaiaM+20c'Bini'arait-8(l-cVBin'amu  — aoc'siß'ai 

,      _  +8(1+  C')  c<  sin'  I  am«  —  Jc'  sin"  am  u 

imiM  —  ^  _  gg^j  ^-^-,  ^^  ^^  ^  32  {1  +  c^)  c'  siu''  am  M  —  2  (8  +  idc'  +  Sc")  (^  sin»  an 
+  32  (1  +  c')  c*  sin'"  am  M  —  20c"  sini=  am  m  +  («  Ein'"  an 

1— 8am*amM+(8  +  5c')Bm^amM— 8(S+4c^c*em»amM+2[27+2c')c'Bm'ai 

.     _    _  —  8(3  +  4c')i:<sin"'atnM  +  (8  +  5  c«)  c'flm"amM  — 8e°Bia'''ajaM  +  c^sin"ar 

""        —  y  ^  yy  j,3  -jj4  am  M  +  33  (1  +  ^)  c'"sm"  am  m  -  3  (8  +  39c=  +  Sc*)  c'  ein"  an 

+  32  (1  +  C«)  c*  Bin'"  am  m  -  20  C*  sin''  am  w  +  e=  sin'»  an 

I— 8e-6in'amM+4(5+3c=)c'Bin*amii— 8(4+3c'Je'aineamM+a(8+a7c'+3<:<)c'9in"ai 

.      _  _    —  8 (4  +  3c')c*Bin'°amM  +  4(6  +  3c')e'Bini'amM-8e^sin"amu+c^8in"ai 

"1  *^'  —  1  -1  20  tf  Bin*  am  M  +  33  (1  +  0=)  Ca  sin^  am  w  —  2  (8  +  29c'  +  8c*)  c*  dn«  an 

+  32  (1  +  c'J  c*  Bin'"  am  u  —  20e^  sin"  am  «  +  c'  sin'^an 

Es  ist  somit  der  Zähler  von  ein  am  2m  von  dem  Factor  cos  am« 
X^am.M  abgesehen  eine  unpaare  Function  von  ain  am  «  vom  Grade 
2*  —  3,  der  Nenner  eine  paare  vom  Grade  2'',  der  Zähler  von  sin  am  4ti 
von  cos  am  u  /i  am  n  abgesehen  eine  tmpaare  J"unction  von  sin  am  %\, 
vom  Grade  4'  —  3,  der  Nenner  eine  paare  vom  Grade  4'^;  für  coa  am  2w, 
z/ am  2«  sind. Zähler  und  Nenner  paare  Functionen  vom  Grade  2^, 
für  cos  am  4h,  ^amiti  vom  Grade  i''.  Ferner  ist  der  Zähler  von 
sin  am  3w  eine  unpaare  i'unction  vom  Grade  3^,  der  Nenner  eine 
paare  vom  Grade  3^  —  1;  die  Zihler  von  cos  am  3mj  z/  am  3m,  resp. 
von  den  Factoren  cos  am  jf ,  ^  am  w  abgesehen,  paare  Functionen 
von  sin  am  u  vom  Grade  3^  —  1,  die  Nenner  auch  vom  Grade  3*  —  1. 

Wir  wollen  zeigen,  dass  das  ana  diesen  Ausdrücken  leicht  zu 
entnehmende  Entwicklungsgesetz  für  die  elliptischen  Functionen  von 
vielfachen  Argumenten  allgemein  richtig  ist. 

Das  Gesetz  lautet  folgend  er  m  assen : 

Der  Zähler  von  sin  am  2ä;m  ist  von  dem  Factor  cos  am  tt .  z/ am  m 
abgesehen  eine  unpaare  Function  von  sin  am  u  vom  Grade  (2hy  —  3, 
der  Nenner  eine  paare  Function  vom  Grade  (2^)^  Für  cos  am  27cm. 
und  ^  am  2hti,  sind  Zähler  und  Nenner  paare  Functionen  vom  Grade 
(2ky''.  Femer  ist  der  Zähler  in  der  Entwicklung  von  ain  am  (2ä  +  1)  ^l 
eine  unpaare  Function  von  sin  am  u  vom  Grade  (2h  -\~  ly,  der  Nenner 
eine  paare  vom  Grade  (2Ä  +  1)'^  —  1;  die  Zähler  von  coaBm(27i;  +  1)  u, 
z/  am  (2k  -|-  1)  w  sind  resp.  von  den  Factoren  cos  am  u,  A  am  m  ab- 
gesehen paare  Functionen  von  sin  am  u  vom  Grade  (21!,  +  1)-  —  I, 
die  Nenner  ebenfalls  vom.  Grade  (2/c+  1)^  —  L 

Um  dieses  Gesetz  allgemein  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es 
werde  bis  zu  einer  bestimmten  Gräiize,  bis  zur  geraden  Zalil  2m  und 
zur  ungeraden  Zahl  2m  -\-  1  hin  befolgt,  es  soll  gezeigt  werden,  dass 
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es  auch  für  dio  nächste  gerade  Zahl  2  m  -{-  2  und  die  näcliate  ungerade 
Zahl  2  m  -\-  d  gültig  bleibt,  und  zwar  wollen  wir  diesen  Beweis  nur 
für  die  Function  sin  am (2m -|- 3)  w  an  dieser  Stelle  durchführen; 
genau  dieselbe  Methode  führt  auf  die  andern  Functionen  angewandt 
zum  gleichen  Resultate. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  F,.  eine  ganze  Function  r^"  Grades 
von  sin  am  tt  mit  nur  ungeraden  Potenzen  dieser  Grösse  und  mit  f, 
eine  Function  s'™  Grades  mit  nur  geraden  Potenzen  von  sin  am  u,  so 
wird  die  erste  der  Gleichungen  (3),  welche,  wenn  m  -}-  1  iür  m  ge- 
setzt wird,  in 

si.  .„  (2»  +  3) »  _  ^~  .  ;5!!^5£±(S^^Si."»+',". 
übergeht,  für  die  Annahme,  dasa  m  -\-2  eine  gerade,  also  m  -j-  1  eine 
ungerade  Zahl,    nach    der   gemachten   Voraussetzung   die  Form   an- 
nehmen : 


(«)  .  .  sin«n,(2«,  +  ;i)„_  - 


h^ 

m  +  ay 

n 

(ni-|-l)>-B 

c* 

■^ 

±1!1- 

II, +2)= 

2  , 

A(.«4-i)'-s 

Somit  wird  der  Grad  des  Zählers,   der  offenbar  nach   ungeradei 
Potenzen  von  sin  am  %i  fortschreitet, 

2  (m  +  2)''  -j-  2  {m  '-\-  1)5  —  1  =  4m'  +  12m  +  9  =  (2m  -j-  3)' 
und  der  des  Nenners,  welcher  eine  gerade  Function  von  sin  am  m  ist 
2  (m  +  2)^  —  2  +  2  (m  +  1}^  =  4m=  +  12m  +  8  =  {2m  -\-Zf~: 
sein. 

Ist   umgekehrt  in  -j-  2  eine   ungerade,    also  m  -j-  I   eine  geradi 
Zalil,  so  lautet  die  obige  Gleichung: 

(ß)  .  .   sinam(2mH-3)«=        /.|.  +  y-2  ^^'"'  +  '''        ■ 


uud  der  Grad  des  Zählers,  der  nach  ungeraden  Potenzen  von  sin  am  u 
fortschreitet,  ist: 

3  (m  +  2)'  -  1  +  2  (.»  +  1)'  -  (2m  +  3)', 
der  des  Nenners,  welcher  eine  gerade  Function  von  sin  am  it  ist, 
2  (m  +  2)^  +  2  (m  +  1)^  —  2  =  (2m  +  3)^  —  1. 
Es  ist  somit  das  bis  zu  einer  bestimmten  Gränze  hin  als  richtig 
angenommene  Gesetz  allgemein  bewiesen. 

Wir  erhalten  somit  für  sin  am  hm,  wenn  n  ungerade  ist,  die  Form : 
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und  wenn  n  gerade,  die  Form: 

ti|Smamä4+»sBin'am«H |-a,?_-sm"°'" 

»am« 

l+BäsinäaTnj(+&,sm<amM+--+ö^,sin 

"am«' 

welche  Aosdrücte,  Ja  sich  in  beiden  Fällen  für  o  —  0 

'^-iTS^X--'' 

ergiebt, 

für  ein  ungerades  n  in: 

Olnnamru-       n    ^-^-«  +  ^a^-''^-''+^=--''"'«  +  -  +  ^-.--'' 

amw 

^  '                I  +  AHi«'araM  +  D4ain'am«-i j-ö^^isin"'- 

'amw' 

für  eine  gerades  n  in: 

sinamM-f-^jSin'HaiM+^ssin^amu-l \-A 

-.-""- 

1  +  iJ,  sin'  am  «  +  D4  sin'  am  m  +  ■  ■  ■  +  Z)„.  sin""  i 
(i  berge  heu. 

Setzt  man,  um  Bestimmungsgleichungen  für  die  Ooefficienteii  zu 
erhalten,  in  den  Ausdruck  von  sin  am  nu  für  ein  ungerades  n 

■a-\-iC'  statt  u, 
so  erhält  man,  da 

sin  am  (wm  -|-  niC)  =  ■  —- 

ist,  die  folgende  Gleichung: 


oder: 

[nM+DäC''''~'sin"'~^amM+i),c''    ^BiB"'~*ainw-! |-D„,_jsiiiamii 

"'  am  M  +  Ä^  c"^-^  Bin"'-^  am  m  +  ^^  c"'~*  sin"'"^  am  m  H 1-  ^„, 

Die  Identificimng  dieser  Gleichung  mit  der  oben  für  sin  am  nu 

erhaltenen  giebt  die  folgenden  Beziehungen  zwischen  den  Coefficienteii 

des  Zählei's  und  Nenners: 


A=- 

-^-   otlei- 

A 

•- 

-.^ 

^^' 

"^  oder  c' 

- 

D, 

-»A.. 

%:' 

-"oder«"' 

^' 

B, 

-  1!  A.e 

«  j43  =  -— -j —  c-  oder  (^-  jO„ä 
»  =  — j—    oder  Dii'—i 
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Vergleicht  man  die  Coefficienten  im  Nenner  der  beiden  Formeln, 
so  erhält  man  dieselben  Belatioiien. 

Femer  ist  unmittelbar  aus  den  Formeln  (a)  und  (ß)  zu  ersehen, 
dass  im  Nenner  von  sin  am  nu,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  die 
niedrigste  dort  vorkommende  Potenz  von  sin  am  u  die  vierte  ist,  dass 
also  in  unsern  Formeln 

also  auch  nach  den  obigen  Relationen 

^„'  -  .  =  0 
v/ird. 

Die  noch  unbestimmt  gebliebeneu  Coefficienten  des  I^ählers, 
welche,  wie  wir  wissen,  ganze  rationale  Functionen  von  c'  sind,  lassen 
sich  berechnen,  indem  man  die  Gleichung  für  sin  am  »üt  mit  dem 
Nenner  der  auf  der  rechten  Seite  derselben  befindlichen  rationalen 
Function  von  sin  am  u  muItipHcirt  und  beide  Seiten  nach  Potenzen 
von  u  entwickelt.  Wir  werden  später  diese  Coefficienten  auf  andere 
Weise  bestimmen. 

Um  für  sin  am  «M,  wenn  n  gerade  ist,  ähnliche  Relationen  zwischen 
den  Coefficienten  der  rationalen  Function  von  sin  am  u  herzuleiten, 
substituire  man  wieder 

II,  4-  -"■  statt  t( , 


/        ,     6i'\  —  i  C, 

COS  am  üt  -|-  -;- I  = — 

iJ  s,Tn(u  +  ~)  =  —  jc  tang  am  u 


also 

cos  am  (m  +  '^-)  ^  am (u  +  |)  = 


sin  am^nw  +  ~j  =  sin  am  m, 


weil  n  gerade  ist,  so  wird  sich  aus  der  obigen  Gleichung  für  sin  h 
durch  diese  Substitution  die  folgende  ergeben: 

sin  am  nu  =  —  n  .  cos  am  u.  ^  am  u 

'"""■IL  1 7^7^^":^+ ji^lS^" 

==  —  K .  cos  am  M  ^  am  t( 

"'-'^  sin"'-^  a.mu-\-A,  c"'"*  Bi^"'~^  amu  + A^.if''-''  sin"'"'  am  «  -1 h  ^^,__, 

~  >''siii'  anT«  4-  c"'  "^  U,  sin"'-^  am  m  +  c"'-*  D^  ain"'""*  am  « -f  '- 
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woraus  man  wieder  durch  Vergleichung  mit  dem  oben  gefundenen 
Änsdrucke  die  folgenden  Relationen  zwischen  den  Coefflcienten  des 
Zählers  erhält: 

n^ ß~--    oder    ^-=-1 

nAj=: -p —     oder    —y^ —  =  —  J.^ 

w^ni_s  = -fj oder    — ^ — ^  =  —  ^«'-r. 

n  .  ^^-3  =  —  — jj  —        oder    -yj —      =  ^  A„^-3, 
und  aus  der  ersten  und  letzten  Gleichung: 

Ebenso  liefert  die  Vergleichung  der  Nenner  die  ftehitiuuen : 


wovon  die  letztere  Gleichung  für  Z),,?  den   stihon  frühei'  gefundenen 
Werth  liefert. 

Da  endlich  auch  hier  D,  ^  0  ist,  so  folgt  aus  der  ersten 
Gleichung 

Man  erhält  somit  für  den  Zähler  und  Nenner  jener  rationalen 
l'unction  von  sin  am  u  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  der  gleich 
weit  vom  Anfang  und  Ende  abstehenden  Glieder  und  wird  sie  selbst 
wieder  durch  Reihenentwicklung  finden  können. 

In  derselben  Weise  kann  man  cos  am  nu,  z/  am  mi  als  rationale 
Functionen  der  drei  elliptischen  Trans cendenten  sin  am  u,  cos  am  u, 
^  am  '11,  entwickel  d  ah  1  ,he  Relationen  zwischen  den  Coefficienten, 
die  wieder  ganze  rat  nile  Functionen  von  f?  sind,  genau  nach  der- 
selben Methode  h    le  ten 

Wir  gehen  n  nmeh  z  der  Behandlung  der  Multiplication  nach 
der  zweiten  Metbo  le  her  welche  sieh  auf  die  Theorie  der  Trans- 
formation stützt   u  d  m  t  Hülfe  deren  sich  die  Multiplication sformeln 
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unmittelbar  aus  deu  oben  entwickelten  Transformationsau  sei  rücken  her- 
leiten lassen  werden. 

Wir  bemerken  zuerst,  dass  es  zu  jeder  auf  ein  elliptisches  Integral 
ausgeübten  Transformation  w'^"  Grades,  welche  durch  die  Transfor- 
mation szahlen 

«0,  «1,  hfl,  b^ 
definirt  sein  mag,  stets  eine  andere  Transformation  k""  Grades  giebt, 
welche  das  tvansformirte  Integral  wieder  auf  ein  Integral  mit  dem 
ursprünglichen  Modul  zurückführt.  Denn  da  der  Modul  sowie  das 
Argument  der  transformirten  ö'-Function  durch  die  Ausdrücke  be- 
stimmt werden: 

«I T  —  öj '        '     &1  —  «1 1       V  u  i"    1    ;    I 
so  wird  offenbar  die  durch  die  Transformationszahlen 

gegebene  supplementäre  Transformation  n'^"  Grades,  wenn  i  und  D 
Modul  und  Argument  der  neuen  transformirten  Ö'-Funetion  bezeichnen, 
die  folgenden  Beziehungen  liefern: 

oder  mit  Denut^iiif,  der  oben  Im  t   und  i    gpfundenrn  ^^  etthe 

D  ib  ncLc  ii  insf)rmnte  &  lautet  -lOmit 

und  man  erhalt  den  bitz  dass  man  thirrJi  Ännendung  eine}  Ttanb- 
formation  imd  ihre)  bupplemeiduren  gur  MnlhpUcahon  gelangt  "*) 

*)  Et  ist  mcht  unwesentlich    au  zeigen    dass  unter  den  Iransfoiwationeri 
die  zu  emem  beshminteu  Grade  n  gehOren    im  Allgemeinen  keine  vorkommt 
welclie  deoMLclul  r   der  beliebig  sem  soll   unveränueit  lässt  und  daa  Argument 
mit  emem  Multii  hcatoi  l  el  atfet  d   h    unmittelbar  l.ie  MuUij  licat  nn  liefert 
Denn  d  I 

l         a  z 


für  jedes  beliebige  t  befriedigt  werden.    Daraus  würden  aber  für  die  Transfor- 
matiousiiablen  die  Bestimmnngsgleicbungen  folgen: 

welche  in  der  That  i'fir  t'  wieder  den  Werth  i  und  für  das  traneformirtc  Argn- 
inent  »'  den  Wertb; 
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Wir  wollen  nun  die  beiden  einfachsten  Transformationen  aus- 
wählen, die  auceessive  auf  ein  beliebiges  eUiptisches  Integral  ange- 
wandt die  Multiplication  liefern, 

Wendet  man  nämlich  auf  die  ^'-Function 

die  Transformation  rf™  Grades  .in,  welche  durch  das  Schema 

110   1 

I  0    w  I 
repnlsentirt   ist,   so  sind   das  Argument  und   der  Modul  der  trans- 
formirten  •Ö'-Fußction  durch  die  Gleicbnng  bestimmt: 


und  es  lässt  sich  uach  Früherem 

als  ganze  homogene  Function  u"-'"  Grades  zweier  9--Fuuctioneu  des 
vorgelegten  Integrales  ausdrücken.  Wendet  man  nun  auf  &yv,  j 
die  durch  das  Schema 


dargestellte  Transformation  an,  für  welche  der  Modul  der  neuen 
ö'-Function  in  den  ra-fachen  und  das  Argument  ebenfalls  in  das  ra-fache 
des  früheren  übergeht,  so  wird  sich  die  neue  #-Function 

IKnv,  i)f, 
welche  sich  wieder  als  ganze  homogene  Function  n^'-"  Grades  zweier 
^-Functionen  von  der  Form 

*{'.  i), 

ausdrücken  lässt,  als  ganze  homogene  Function  des  n^'-™  Grades  durch 
die  ursprünglichen  -Ö'-Functionen 

»  (v,  r) 
darstellen  lassen. 

Es  ist  klar,  dass  wir  bei  der  wirklichen  Ausführung  der  Multipli- 
cationsformeln  nach  dieser  Methode,  sowie  es  in  der  Transformations- 
theorie geschehen,  den  Fall,  in  dem  n  ungerade,  von  dem,  in  welchem 
es  gerade  ist,  sondern  müssen. 


liofetri,  ■WdhiLEil 

H  =  'l,' 

wird.  Wir  sehen  somit,  dass  nuj,  ■wenn  dti  Giad  dei  Tianstoimatioii  em  v 
ständiges  Quadiat  ist,  die  Multiphcatioo  untpr  den  Transformationen  Beihat  t 
kommt. 
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Sei  ! 


1)  n  eine  ungerade  Zahl, 
dann  ist  nach  den  Grleichungen  (28)  bis  (31)  der  aeclisundzwanaig^ten 
Vorlesung,  wenn  dort; 

a„=w,    «1  =  0,    t„  =  0,    bi  =  l, 
i  =  fe,  —  (ijt  ^  1 
gesetzt 'wird,  nnd  m  eine  zu  n  relativ  prime  Zahl  bedeutet: 

»(»,,  T),- C»(,.,  i-)_[9(«,  ;X9(-^,  i-X- «(»,-;)>("-' i)!] 

[*(.,-j)>(--;):-»c,j)>(?.i):]- • 

(-  ip » («-. ').  -  c»  (»,  ä  [»(»,  ii »(" ,  i:-x  -  *("■  ä!  »&' »);] 
[»(».,T)>(™.a-K''.j)>e.a]-- 
■  •  ■  [<"•  ii  *(-7-  •  f.  a:  - »(«.  ^);  *('^  •  V- .:):]. 

[*(«--;)>(?.  i):-*('-3>(?,  •):]•■• 

■  ■  ■  [*(-.  3,  »C^  •  ^'  il  - »(-.  ^X  »C^  ■  f  ■  .1)'.] ' 
(- 1)'^  9  {nv, ,),  _  C9(.,  -•x[»(«, ;,);  »(^,  3;  -  9  (»,  3; »(" ,  -■ );] 

•  •  •  [K".  a  <-i^  •  f .  5:  -  K".  3>C-^  ■  f .  3]. 

und  wenn 

ay=l,     «^  =  0,     ?io==0,     J'i'^-n, 
6  =  r, 
und  p  eine  zu  w  relativ   prime  Zahl  bedeutet,   nach   eben  denselben 
Formeln : 

9(„,  '-\  -  c»  (V, ,),  [9  (,,  ,),>  9(5^, .);  -  9  (,,  rx  »(^•, .);] 
[»(,,.v9(a^,.);-9(«,.v9(?f,.);]... 

■••[9(.,.),'9(»-fi.'^,.);_9(.,rV»(»-=i.?;,r);], 
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r»  (^ ,.).»» (?f-'  ,.)■-»(.,.),'»  f  j' ,  «X]  ■  ■  ■ 
■  ■  •  [» (», .).' » C-^'  ■  ^'.  -X  -  *  (". ').'  »("7-  •  V.  'X] . 

[9  (»,  .)='  »(¥.  'X  -  *  («.  '>'=  KT.  'X]  •  ■  • 

■■■[»(», '),'  »(=^'  •  *^,  'X  -  *  ("'  ')■"  *("-i-'  ■ ';.-.  'X]  • 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  laHsen  sich  offenbar  die  vier  ^- 
Functionen 

ganz  und  rational  durch  die  vier  ^-Functionen 

» {',  ')t> 

ausdrücken;   und  zwar  sieht  man   unmittelbar  aus   den   oben  aufge- 
stellten Formeln,  da'ss  sich 

9{nv,T)^  und  %{nv,T)^ 
als  homogene  ganze  Functionen  des  n''"'"  Grades  von 

»(ü,  r)|  und  ^iv,z\, 
dagegen 

sich  als  eben  solche  Functionen  von 

»(.,.)„     »(«,r), 
darstelle]!  lassen. 

Statt  nun  zur  wirklichen  Ausführung  dieser  Rechnung  die  in  den 
letzten  vier  Gleichungen  gegebenen  Ausdrücke  in  die  ersten  vier  ein- 
zusetzen, wollen  wir  ähnlich  wie  in  der  Theorie  der  Transformation 
eine  ganze  homogene  B"unction  des  n^'-™  Grades  von  &(^,t)^  und 
%'{v,t\  bestimmen,  welche  für  dieselben  Werüie  des  i;  verschwindet, 
die  •9'(wv,  r\  zu  Kuli  machen. 

Es  wird  aber  offenbar 

verschwinden,  wenn  v  die  Worthe 

-  +  «•■ 
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aiinimmt,  worin  m  und  m'  alle  Werthecombiuationen  aus  den  folgen- 
den Zahlen  beigelegt  werden: 


m  :0,  +1,  ±2,  ■■-+     y     ■ 

Da  die  Zahl  dieser  Werthecombiuationen  gerade  »^  beträgt,  und 
diese  ausserdem  wesentlich  von  einander  verschieden  sind,  d.  h.  nicht 
bloss  um  ganze  Zahlen  oder  ganze  Vielfache  des  t  sieh  unterscheiden, 
so  wird  man  die  ganze  homogene  Function  n^'°"  Grades  der  Grössen 
^('"1^)]'  ■^(^j'^)n  uninittelbar  bilden  können,  indem  man  alle  die 
Werthe  des  v  kennt,  für  welche  sie  verschwindet. 

Fasst  man  nun  je  zwei  der  Factoren  zusammen,  die  für  enige- 
gengesetzte  Werthe  der  Argumente  verschwinden,  so  ergiebt  sich 
offenbar  die  folgende  Gleichung: 

»(»«,  .),  -  C9(«),  JJ{9(>.),'»("^')" -»(").' »(-^);}' 
worin  m  die  Werthe:  1,  2,  3,  ■  ■  ■  -^,  m'  die  Werthe 

0,  +1,  +2,  ■■■  ±'~K 
und  -wenn  m  den  Werth  0  hat;   m'   die   Werthe   1,  2,  3,  ■  ■  ■  — - — 
annimmt. 

Statt  nun  in  derselben  Weise  die  drei  andern  Functionen 
&-(nv,T\,    &(nV;T).^,     &(nv,T)3 
zu  behandeln,   wollen  wir  deren  Ausdrücke  aus  der  eben  gefundenen 
Gleichung  für  &(nv,  t)i  durch  Substitution  von  halben  Perioden  her- 
leiten. 

Setzt  mau  nämlich 

r  +  Y  füJ"  ^1  '<^^^'^  "^  +  ("  y !"   ..)  '^  ^^"^  "^-'i 

so  erhält  man; 

Substituirt  man  ferner 

V  —       für  V,  also  nv  —  \^-  )  -~  t  ^^^  '"''"' 
so  folgt: 

Endlich  ergiebt  sich  durch  Substitution  von 
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ans  der  zweiten  dieser  Gleiehungen : 

(-  1)^  9(nv,  t),  =  C»  (..),  JJ{»  (V),'  »  C^^X  -  » («),'  »  C^/-'-)] }, 

woriö  dem  m  und   m    wieder  die  eben   näher  bezeichneten   Werthe 
beizulegen  sind. 

Die  Constante  erhält  man,  wenn  man  z.  B.  in  der  zweiten  dieser 
Gleichungen  das  Argument  versehwinden  lässt,  in  der  Form: 


C  = 


_(-i).' 


^y'~'-n'(^~t 


Dividirt  man  nun  (üe  beiden  ersten  Gleichungen  durch  eitiander, 
80  folgt,  wenn  man  im  Zähler  innerLaib  des  Productes  das  Zeichen 
umkehrt : 

n'-^-ow.  rrh''-''>(^^')!-'"'"'">('^^')I  I 


«■{««, 

r),         r 

it[m, 

T)o        '• 

oder 

wenn 

ffeset 

zt  wird, 

sinamm(=( — 1)    ^    sin  am  m  i  /  | 


4--l?^)l 


JT« 


Da  sich  nun  für  m  ^  0  hieraus  die  Beziehung  ergiebt 
(11)  .  .  .  3j  =  (- l)^^JJsin^am(~--^— — j  c^"_ 
so  geht  die  letzte  Geichung  über  in 


(12)     sin  am  nii  =  n  sin  am  u  TT  i 
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Ebenso   erliält  man  aus  den  oben  aufgestellten  ■&-Formein   für 
das  w-faelie  Argument 


(lii)    cos  am  nu  =  cos  am  u  TT  ] —  - 

zuglcicl)  mit  der  Relation 

(14) (^)    '     =  TT  cos*  am  ( 

und  endlich 

1  —  e'  sin- 
(15)    z/ am  Jiw  =  z/ am '/(rrf 


mit  der  Ecziebung 
(16)  .... 


z/*  am  l  — -  -^^ 


Sei  nun 
2)  n  eine  gerade  Zahl, 
so   bilde  man   wieder   nach  den   früher   entwickelten  Principien    die 
Ausdrücke  von 

9{nv,  r}„,     9(nv,  t\,     &  (nv^  t)j,     &  (nv,  t)^ 
dm-ch 

»(".,'.)..  »(-'Ä'  »("'E'  *(«>¥), 

und  drüelce  ferner  wieder  diese  letzteren  Functionen  durch 

&{v,t\,     &iv,t)i,     &{v,-iO'i>     *(«'>'^)3 
ans,  so  ergiebt  sich,   wie  unmittelbar  zu  sehen,   wenn  man  beachtet, 
dass 

&(v)^'^>  &iv)/  durch  *(w)„^  &{vy 
linear  und  homogen  ausdrUckbar  sind,  dass,  wenn  M  eine  Constante 
bezeichnet: 
^■{nv,r),^M.&{v,T\.&(v,t\.&(v,T)^.»('^,t\.F{»{v,z%,d'(y,r),}, 

worin 

F{»(i.,.).,  9(«,r),} 

ein  ganze  homogene  Function  des  «^  —  4'^"  Grades  der  Grossen 
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vorstellt,    die    nur    in    geraden    Potenzen    in    dieser    Function    vor- 
kommen. 

Statt  nun  diese  Formel. durch  wirkliche  Substitution  zu  entwickeln, 
wollen  wir  wieder  die  NuUwerthe  der  Function 

beimtzcn,  um  uns  eine  Function  von  der  eben  festgestellten  Form  zu 
bilden. 

Da  alle  WuUwerthe  dieser  Function  durch  t!un  Ausdruck  gegeben 
sind 


worin  m  und  in   beliebige  gan/.e  Zahlen  sind,  so  werden  wir,  von  ilen 
Combinationen : 

0,  0;0,  ••■,",,  0;f,f 
abgesehen,  von  denen  jede  einen  der  Factoren 

&{v\,     »(»),,     ^Wa,     &{v'h 
versehv/inden   lässt,   «^  —  4   wesentlich   von    einander    verschiedene 
Werthe  des  v  aufzusuchen  haben,  für  welche  die  Function  9-{nv,i:)j 
au  Null  wird.    Diese  sind  offenbar  alle  Werthe  combinationen  aus  den 
Zahlen : 
"*  :  0,  m  ;  +  1,  +  2,  ■  ■  ■  +  (^'  --  l). 


.•^-l,_2,...-(^-l), 
;  :  +  l,   +  a,   ■  -  -   +  g  ^  l),       ,„  :  _  1,  -  2, (^  -  l), 


so  dass  sich,  wenn  man  die  linearen  Factoren,  die  sich  nur  durch 
das  Vorzeichen  des  zweiten  Summanden  unterscheiden,  zusammen- 
fasst,  der  Ausdruck  ergiebt: 

&{nv,  t),  =  M  .  »(v%  d-{v\  &(y\»{v%x 

worin  dem  m  und  m  alle  Combinationen  aus  den  folgenden  Werthe- 
systemen  beizulegen  sind: 
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\,  «i  :  Ij   2,    ■  ■  ■   |-  —  1, 


:o, +1,  ■■■+(" -O'y; 


und  da  sich  hieran«  dor  Werth  der  Constiinteji  M  in   der  folgenden 
Form  bestimmt 


Jf  = 


(--!)' 


so  ibigt  diu  Gloidiung: 

9  (nv,  r),  _  —^ ^=jC"/„.  +  „'.v  •  *(•■)"  *<")'  *<"'■'  *W>  ^ 

Man  sieht  ferner  aus  den  oben  aufgostoliten  Gleichungen,  dass  sich 
■&  (nv,  z\      ■ 
als  homogene  ganze  Function  des  m'''="  Grades  der  Grössen 

-&(*!)„,        &(ü)i 

darstellen  wird,    welche  nur  in   geraden  Potenzen  in  dioser  Function 
enthalten  sind. 

Nun  wird  aber  diese  Function  für  alle  nv  von  der  Form; 

„„_!  +  „  +  „.,_- ±ii=:±-«i, 

oder  für  alh;  v  von  der  Form 

und  nur  für  diese  verschwinden,  und  es  wird  daher,  wenn  man  dem 

2jm  und  2m'  -\-  1   die  folgenden  Werthe  beilegt: 

2m:0,w,  2«»  :  2,  4,  6,  . . .  w  —  2, 

2m'+  1:1,3,  5,  ....K  —  1,      2m' +  1  :+ 1,  +  3,  ■  ■  ■  +  («  —  1), 

die  Gleichung  statthaben: 

»Kr).-ir.j7J»w.'»('?^ö^X-»(.).^="'+'i;f-tii^);}, 

woraus  sich  für  Jie  Coiistante  JJf„  der  Werfch  ergiebt : 


M.  —  - 


(-11' 


inid  daher: 
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(-1)" 


..--.nr.e-^'r+"'): 

In  genau  derselben  Weise  ergiebt  sich: 

worin  den  Zahlen  2m-\-  1,  2m'  die  folgenden  Werthe  beizulegen  sind: 
2»M  +  1:  1,  3,  5,  .  ..  n  — 1,     2m  +  l:  1,  3,  5,  .  ..  (w—  1), 
2»«' :  0,  w,  2m'  :+  2,  +  4,  ...+(«  -  2), 

und  endlich: 

IKnv  ,)  _-... tlilli X 

j7J»(.),=*(a"'+'a|i?^"%;-9W.'a(<»+"+f" +--■'-');  j^ 

worin  die  Zahlen   2m  +  1,  2m  -f-  1   alle   Wertliecombinationen   aus 

den  Reihen  bedeuten 

2m-f  1:1,  3,  5,  .  .  .  («—  1), 
2m'+l:+l,  +3,  +5,  ■  ■•  +(m-l). 
Geht  man  von  diesenMuItipiieationsformeln  der  ^-Functionen  durch 

Division  zu  den  elliptischen  Functionen  der  vielfachen  Argumente  über, 

so  erhält  man  für  den  i'all  der  geraden  n  die  folgenden  Beziehungen: 

I7(' 


(17)  sinanim(=Ksinaiii?*cosamMz/am«^-^ 


2.-J  +  2 


/2i»^  +  (S«.-+I)Y 


(18) 


u 

TT 


/l2,.+  l)-J  +  2«fM 
7ä»"-+ (2  •»'  +  !)"-") 
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(17)  .  ^  am  MM  = 


n 


2'»T  +  (^*"'+')f^ 


worin  den  Zahlea  2m,  2m';  2m  +  1,  2m'i  2m,  2m'  +  1;  2m  +  1, 
1ir'-\-\  die  oben  näher  bezeiehiieteu  Werthecombinationen  beizu- 
legen sind. 

Hiermit  ist  das  Muitiplicationsproblem  für  ungerade  und  gerade 
ganzzablige  Vielfache  des  Argumentes  erledigt. 
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Die  Division  der  elliptiaciieii  Functionen. 

Es  war  in  der  letzten  Vorlesung  gezeigt  worden,  dass  sich 
sin  am  nu  als  eine  rationale  Function  von  sin  am  u  darstellen  lässt, 
die  für  den  Fall  eines  geraden  n  noch  den  Factor  cos  am  m  ^  nmu 
besass;  das  Problem  der  Division  der  elliptischen  Functionen  beschäf- 
tigt sich  damit,  die  elliptischen  Functionen  des  n'^"  Theiles  des  Ar- 
gumentes durch  die  elliptischen  Functionen  des  ganzen  Argumentes 
auszudrücken,  und  da  für  tmgerade  n  nach  Gleichung  (8)  der  letzten 
Vorlesung 

(1)  rasinam(")    J„5sin''°-'am  — -|- ,4„i_s  sin"''-''am  "  ~| l-^^sin^am^^  -} 

-  sin  am  u  [ö„._i  sin'''-^  ^^^-\ h  A  sinUm  ^  -f  l]  -=  0, 

für  gerade  n 

(2)  .     sin^  am  m    //,  sin^""  am  —  -|-  ■  ■  ■  -|-  2  D^  ^ii'  ^"^  "i^:  "+"  ^ 
—  n^  (l  —  sin^  am  ")  (l  —  c^  sin^  am  ^)  X 
J.^,_g  sin^"'"^  am  —  -f-  ■■■-{-  2  ^3  sin*  am  -^  -|-  sin*  am  -^  ^  0 
ist,  so  ist  von  selbst  klar,  dass   sin  am  —  in  allen  Fällen  eine  alge- 
braische Function  von  sin  am  m  ist,  es  soll  jedoch  gezeigt  werden, 
dass   diese  algehraiscke  Fundion  sich  durch  Wuraelseichen  darstellen 
lässt  oder  dass  die  algebraische  Divisionsgleichung  durch  Wur^elgrössm 
aufUshar  ist;   es   sei  bemerkt,  dass  für  ungerade  n  die  algebraische 
Gleichung  in  Bezug  auf  siu  am  "   vom  n"""  Grade,  für  gerade  n  vom 
2M^ien  Grade   ist  und    im   letzten    Falle   nur   gerade    Potenzen    von 
sin  am  —  enthalten  wird. 

Vor  allen  Dingen  wird  es  leicht  seiu,  sämmtliche  Lösungen  der 
Gleichungen  (1)  und  (2)  in  einfachen  Formen  darzustellen,  denn 
man  sieht  unmittelbar,  d^a,  wenn  man  für  u 

u  -\-  pco  -{-  p'a 
setzt,  für  ungerade  n,  weil  sin  am  u  unverändert  bleibt,  auch 
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Die  Division  der  elliptischen  Functionen, 
und  weil  sin^am«  unverändert  bleibt,  für  gerade  n 


(» 

eiue  Lösung  jener  Gfleiehungen  ist,  und  dass,  wenn  p  die  Wertlie 
0,  1,  .  .  .  n  —  1 ,  p'  die  Werthe  0,  1,  ...  w  —  1  annimmt,  die  n' 
Werthe  YOn  a  alle  Lösungen  von  (1)  darstellen,  während  dieselben 
auch  negativ  genommen  die  übrigen  n^  Lösungen  der  Gleichung  (2) 
lieferu,  wenn  man  sieb  in  beiden  Gleichungen  die  Grösse  sin  am 
durch  X  ersetzt  denkt. 

Um  nun  für  die  weiter«  Untersuchung  den  Fall  des  geraden  n 
nicht  berücksichtigen  zu  müssen,  mag  bemerkt  werden,  dass  für 
n  =  2  nach  der  letzten  Vorlesung 

(1  —  c^x*)^  sin^  am  i(  =  4  (1  —  x^)  (1  —  c'x^)  x^ 
oder 

(1  —  c'^x^y  (1  —  sin'  am  w)  ^  (1  —  2ic'  +  c^x^Y, 
woraus  unmittelbar 


ef       1  +  C 


folgt,  welche  Grösse  .vermöge  der  doppelten  Vorzeichen  der  Quadrat- 
wurzel die  acht  Werthe 

+  sin  am  -  j  +  sin  am  f  ■—  -|-  ~j , 
-f  sin  am  (y  +  -|-),  +  sin  am  (-|  +  -^  +  y) 
darstellt.  Auf  dieselbe  Weise  wird  man  sin  am  f-j^)  mit  Hülfe  von 
Quadratwurzeln  durch  sin  am  -■  ,  u.  s.  w,,  endlich  sin  am  (— j  mit 
Hülfe  von  Quadratwurzeln  durch  sin  am  u  ausdrücken,  so  dass,  wenn 
n  =  2^n'  ist,  worin  n  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  man  nur 
sin  am  {^— J  mit  Hülfe  von  Wurzelgrössen  durch  sin  am  (a)  wird  aus- 
zudrücken haben,  da  sin  am  (—)  d.  h.  sin  am  (_— ; — -j  mit  Hülfe  von 
Quadratwurzeln  durch  sin  am  (  ,-),  also  auch  mit  Hülfe  von  Wurzel- 
grössen durch  sin  am  g  ausgedrückt  erhalten  wird.  Es  ist  somit  die 
Behandlung  des  Divisionsproblems  auf  ungerade  .Theiler  zurückge- 
führt, die  übrigens  nach  der  obigen  Bemerkung  auch  nur  für  Prim- 
zahlen ausgeführt  zu  werden  brauchte. 

Setzen  wir  nun  statt  n  2m  -|-  1  und  stellen  uns  die  j 

sin  am  (3-^ii) 
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mit  Hülfe  von  Wurzelgräeseii  durch  sin  am  u  auszudrücken;  bezeich- 
nen ö  und  c»'  die  früher  definirteii  Elementarperiodeu,  so  setze  man 
nach  Abel 

<?')  ■  ■  •  ■    tij^^d-  2  ''"  '"°(!!^T+  ir"4i) 
undj  wenn  «  eine  primitive  2n+  1'°  Einheitswurzel  bedeutet, 

(4) *  (iniVi)  -  "^"«'  9  (^-1 + i'-id' 

/<  =  -« 

Da  aber 
(5)    9  (ä^i)  -  «»  ■»  fii:  1  +  2   I  ™  »■»  (j  irVl  +  ä^  i) 

8.  +  l'-°""8.4-l^"°  s  „  +  1 


^-'+J"^ 


eine  rationale  Function  von  sin  am  s — ^77  ist,  ferner 

+  J'i  (sin  am  ■     "^  . )  F  ('  — sin'' am  „   ".  -7)  (l  — c'  sin' am  ^r-^-,) 
-i~     '  \  a  tt  -(- 1/  A    v  a.M  *j- 1'  v  ü « -f- 1/ 

wird,  wenn  F  und  ii',  rationale  Functionen  bedeuten,  in  welche  die 

Grössen 

eintreten,  da 

f         U  ,  flio'      \ 

^11  ^>^  Wn  +  l  ±  2>r+TJ 

1  —  C'  sin'  am  u  sin»  am      '^"    - 
ist,  so  folgt 

(') *(ä4^,) -"^"«"■f'C"" »» 2^Vi) 
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(8) *.  (i^)  -  "^'"«'-F  («i-  =«■  ^) 

-  /(l  -  >m'  «m  ,  /^-  -)  (l  -  t'  sin'  um  i^^-^)  '  ^  «'-''i  ("°  ™  8  .Ti) 
uüd  somit 

W  *(i¥?H)*.(2-,r+i)-^  """ä   *(WVir""+*'(8»+i)"""-^'* 

rationale  Fuiictioneo  von  sin  am  ^^^-£ ,  «Jie,  wie  wir  gleich  nach- 
weisen werden,  unverändert  bleiben,  wenn  statt  w 

M  +  pra-f  p'a 
gesetzt  wird.     Denn,  da  nach  (3),  (4)  und  (5) 

unverändert  bleiben,  wenn  u  um  pw  vermehrt  wird,  ferner,  wie  un- 
mittelbar zu  seLen, 

und 

*•!  (z-^T+i  +  älri)  - "'  *'  (i^) 

ist,  so  ist  die  Richtigkeit  jener  Behauptung  ersichtlich,  und  die 
Grössen  A  und  B  deeehalb  nach  dem  Obigen  symmetrische  Functio- 
nen der  in  der  Form 

"°™(2l^  +  T+     2.+  1    J 

enthaltenen  Grössen  also  der  Lösungen  der  Gleichung  (1),  in  der 
nur  2  w  -f-  1  statt  »  zu  setzen  ist  und  daher  A  und  B  rationale 
Functionen  von  sin  am  ii\  es  folgt  aus  (9)  unmittelbar 


Nennen  wir  die  2)j  complexen  2)i-|-  1""'  Einheitswurzeln 


so  ergeben  sich,   wenn  wir  dieselben   statt  a  in  (10)  setzen  und  die 
zugehörigen  ^-Functionen  mit  Indices  versehen,   die  folgenden  Giei- 
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*'""'(Ä)=""A.+^'^'"-*.- ='f  .'.>ti^,+ ,^), 


(12) 


und  wenn  man  mit  diesen  die  aus  (1)  unmittelbar  folgende 

stellt,   indem  man  die  Summe  der  Lösungen  jener  Gleichung  in  der 

Form  ausdrttckt*), 

(13)     (2  »  +  1)  sin  am.,- "'2' "2"  ™  ""  (2¥Ti  +  2"^  i  +  2  f^  l) 

SO  folgt  durch  Addition  der  Gleichungen  (11)  und  (12)  nach  bekann- 
ten Sätzen  über  die  complexen  E in heits wurzeln 

(14) qü  (^     y -J  =  sin  am  ^( 

+ ä^  py^i + vä^-bv^-^^ + ■  ■  ■  4-  '"y^^" + /^-  ^^+'] , 

welcher  Ausdruck  scheinbar  (2*1+1)^"  verschiedene  Werthe  an- 
nimmt; es  wird  zu  zeigen  sein,  dass  die  Zeichen  der  WurzelA  derart 
von  einander  abhängen,  dass  nur  2n+  1  wesentlich  von  einander 
verschiedene  Werthe  resultiren.  Dies  lässt  sich  aber  ohne  Schwie- 
rigkeit einseheu,  wenn  mau  erwägt,  dass,  weil  a  als  primitive  Ein- 
heitswurzel vorausgesetzt  worden,  die  Grössen 

K,,    «5,    .   .  .    R2„ 

durch 

dargestellt  werden  können,  und  dass  daher  in  Folge  der  oben  ge- 
fundenen Beziehungen 


*)  da  in  der  letzten  Vorlesung  für  ungerade  n  die  Besiiehutig 
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*'"(s^+^fTi)-«-''*'%»Tl)' 

ist.     Denn  bildet  man  die  Functionen 

•''"(-.t"+t)>(^)" 


(16)  .  . 


•^'(^d 


iTTT    + 


■'G..V) 


nach  (7)  und  (8)  rationale  Funetiouea  von  ain  am  Q^-v— j 
sind,  80  lehren  die  früheren  Betrachtungen  sowie  die  Relationen  (15), 
dass  eben  diese  Functionen  (16)  rationale  symmetrische  Functionen 
der  Lösungen  der  Multiplicationsgleichuug  und  daher  rationale  Func- 
tionen von  sin  am  M  sind,  welche  wir  mit 

/■(sin  am  u)    und    /",  (sin  am  m) 
bezeichnen  wollen.     Dann  folgt  aber  aus   den  Ausdrucken  (16)  mit 
Berücksichtigung  von  (10)  und  (11),  dass 


(17)  i^' 


so  dass  in  den  Gleichungen  (12)  also  auch  in  (14)  die  Wurzelzeichen 
durch  die  Werthe  der  ersten  Wurzel  bestimmt  sein  werden,  während 
das  Zeichen  der  Quadratwurzel  beliebig  genommen  werden  kann. 

Nachdem  aber  in  (14)  der  Werth  von  <p  (r— qrr)  ermittelt  wor- 
den, wird  es  sich  jetzt  darum  handeln,  denjenigen  von  sin  am  (^--—^—J 
daraus  herzuleiten.     Bildet  man 


(18)  , 


«  (a¥Tl)  -  2  "'  ™  ""  (ä^  +  2¥Tt)' 


SO   ist  einerseits  aus  dem  Additionstheorem  der   elliptischen  Functio- 
nen ersichtlich,  dass  die  Ausdrücke 
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